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S t r e s z c z e n i e  
 

Pr z e d m i o t e m  n i n i e j sz e g o  a r t y k u ł u  j e st  z a g a d n i e n i e  o b l i c z a n i a  n i e p e w n o ś c i  
p o m i a r u  p r z y  w z o r c o w a n i u  w o l t o m i e r z a  i  o m o m i e r z a  z  w y k o r z y st a n i e m  
p r o b a b i l i st y c z n e g o  m o d e l u  o p i su  m a t e m a t y c z n e g o  w i e l k o ś c i  m i e r z o n e j .  
L i n i o w y  m o d e l  p o m i a r u  u m o ż l i w i a  z a st o so w a n i e  z a sa d y  p r o p a g a c j i  r o z -
k ł a d ó w  w  o p a r c i u  o  sp l o t  w i e l k o ś c i  w e j ś c i o w y c h.  W  o b l i c z e n i a c h p o sł u -
ż o n o  si ę  p r z y b l i ż o n ą  m e t o d ą  a n a l i t y c z n ą  o r a z  m e t o d a  d o k ł a d n ą  z  z a st o so -
w a n i e m  sz y b k i e j  t r a n sf o r m a t y  F o u r i e r a .  O b i e  m e t o d y  są  o r y g i n a l n y m i  
o p r a c o w a n i a m i  a u t o r ó w .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  n i e p e w n o ś ć  p o m i a r u ,  w z o r c o w a n i e ,  sz y b k a  t r a n sf o r m a t a  
F o u r i e r a  
 A p p l ic at io n  o f  p r o b ab il is t ic  m o d el  f o r   c al c u l at in g  m eas u r em en t  u n c er t ain t y   in  c al ib r at io n  o f  o h m m et er  an d  v o l t m et er  

 
A b s t r a c t  

 
T he  c a l c u l a t i o n  o f  u n c e r t a i n t i e s i n  c a l i b r a t i o n  o f  v o l t m e t e r  a n d  o hm m e t e r  
c a l i b r a t i o n  b a se d  o n  p r o b a b i l i st i c  m o d e l  i s p r e se n t e d  he r e .  T he   
p r o b a b i l i st i c  m o d e l  u se d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  u n c e r t a i n t i e s a l l o w e d  t o  a p p l y  
t w o  m e t ho d s:  so  c a l l e d  a n a l y t i c a l  m e t ho d  a n d  F F T  m e t ho d  b a se d  o n  F a st  
F o u r i e r  T r a n sf o r m .  B o t h m e t ho d s a r e  o r i g i n a l  w o r k  o f  a l l  t hr e e  c o -a u t ho r s 
o f  t he  p a p e r .  
 
K e y w o r d s :  u n c e r t a i n t y  m e a su r e m e n t ,  c a l i b r a t i o n ,  F a st  F o u r i e r  T r a n sf o r m  
 
 1 .  W s t ę p  
 

P r ob ab ilis t yc z n y m od el n iep ew n oś c i p om iar u  op ier a s ię  n a z a-
ł oż en iu ,  ż e k aż d ej  w ielk oś c i m ier z on ej  m oż n a p r z yp is ać  z b ió r  
m oż liw yc h  d la n iej  w ar t oś c i [ 1 ] .  Z b ior y t ak ie m oż n a op is yw ać  
p r z y u ż yc iu  z m ien n yc h  los ow yc h  c ią g ł yc h  lu b  d ys k r et n yc h  [ 2 ] .  
Z m ien n e p ow yż s z e c h ar ak t er yz u j ą  s ię  w id m em ,  w  ob r ę b ie k t ó r eg o 
m oż n a z d ef in iow ać  ob s z ar  p r aw d op od ob ień s t w a z aw ier aj ą c y 
p r z ew aż aj ą c ą  c z ę ś ć  p op u lac j i.   

 

Dr  i n ż .  A n d r z e j  H E T MA N  
 
S t u d i a u k o ń c zy ł  w  1 9 6 8  r ,  d o k t o r at  w  1 9 7 6 ,   
zai n t e r e s o w an i a:  n i e p e w n o ś ć  p o m i ar u ,  s y s t e m y  
p o m i ar o w e  o r az c y f r o w e  p r ze t w ar zan i e  s y g n ał ó w .  
5 5  p u b l i k ac j i . 
 
 
 
 
 
 
 
e-m a i l :  a h et m a n @ p . l o d z . p l    
 
P r aw d op od ob ień s t w o t o ok r eś lan e m ian em  p oz iom u  u f n oś c i 
w yz n ac z a p ew ien  p r z ed z iał  b ę d ą c y od p ow ied n ik iem  p r z ed z iał u  
u f n oś c i w yr aż an eg o w  j ę z yk u  s t at ys t yk i m at em at yc z n ej  [ 3 ] .   
W p ow yż s z ym  s en s ie r oz u m ian y p r z ed z iał  u f n oś c i d la ok r eś lon ej  
w ielk oś c i m ier z on ej  p r op on u j e s ię  j ak o m iar ę  n iep ew n oś c i j ej  
p om iar u  [ 4 ] .  R oz k ł ad  d la w ielk oś c i m ier z on ej  ot r z ym u j e s ię   
w  w yn ik u  p r op ag ac j i r oz k ł ad ó w  d la w ielk oś c i w ej ś c iow yc h  p o-
p r z ez  m od el m at em at yc z n y w ielk oś c i w yj ś c iow ej  [ 5 ] .  J es t  t o n ow e 
p od ej ś c ie w  d z ied z in ie w yr aż an ia n iep ew n oś c i p om iar u  [ 6 ] .  

 2 .  W iel k o ś ć  m ier z o n a 
 

Wielk oś ć  m ier z on a n az yw an a w ielk oś c ią  w yj ś c iow ą  y j es t  
f u n k c j ą  w ielu  w ielk oś c i w ej ś c iow yc h  xi 

 ( )Nxxfy ,,1 K=                                    ( 1 )  
 

Wielk oś ć  m ier z on ą  m oż n a t r ak t ow ać  j ak  z m ien n ą  los ow ą  Y p o-
w ią z an ą  z  w ielk oś c iam i w ej ś c iow ym i Xi ,  r ó w n ież  t r ak t ow an ym i 
j ak o z m ien n e los ow e,  z ależ n oś c ią  f u n k c yj n ą  
 ( )NXXfY ,,1 K=                                   ( 2 )  
 
K aż d ą  z m ien n ą  los ow ą  m oż n a p r z ed s t aw ić  j ak o s u m ę  d w ó c h  
n iez ależ n yc h  z m ien n yc h  los ow yc h  
 

YYY ∆+=                                        ( 3 )  
 
P ier w s z a z  n ic h  Y  j es t  z m ien n ą  los ow ą  op is an ą  r oz k ł ad em  d elt a 
D ir ac a o n a og ó ł  n iez er ow ej  w ar t oś c i oc z ek iw an ej  ( )Yµ  i z aw s z e 
z er ow ym  od c h ylen iu  s t an d ar d ow ym  ( )Yσ .  M oż n a p r z yj ą ć  z ał o-
ż en ie,  ż e d r u g a z m ien n a Y∆  op is an a j es t  s ym et r yc z n ym ,  c en t r o-
w an ym  r oz k ł ad em ,  o z er ow ej  w ar t oś c i oc z ek iw an ej  ( )Y∆µ   
i z aw s z e n iez er ow ym  od c h ylen iu  s t an d ar d ow ym  ( )Y∆σ .  
W w yn ik u  z ł oż en ia t e d w ie z m ien n e t w or z ą  z m ien n ą  los ow ą  Y  
op is an ą  s ym et r yc z n ym  r oz k ł ad em  z  f u n k c j ą  g ę s t oś c i p r aw d op o-
d ob ień s t w a ( )ηg ,  o n a og ó ł  n iez er ow ej  w ar t oś c i oc z ek iw an ej  
( )Yµ  i z aw s z e n iez er ow ym  od c h ylen iu  s t an d ar d ow ym  ( )Yσ .  

P od ob n e s u m y z m ien n yc h  los ow yc h  m oż n a z b u d ow ać  d la w ielk o-
ś c i w ej ś c iow yc h  

iii XXX ∆+=                                    ( 4 )  
 
p r z y c z ym  z m ien n a los ow a iX  op is an a j es t  f u n k c j ą  g ę s t oś c i 
( )iig ξ  z  w ar t oś c ią  oc z ek iw an ą  ( )iXµ  i od c h ylen iem  s t an d ar d o-

w ym  ( )iXσ .  Z m ien n a iX m a r oz k ł ad  d elt a D ir ac a o n a og ó ł  
n iez er ow ej  w ar t oś c i oc z ek iw an ej  ( )iXµ  i z aw s z e z er ow ym  od -
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chyleniu standardowym ( )iXσ ,  a zmienna iX∆  ma symetryczny,  
centrowany rozk ład z zerową  wartoś cią  oczek iwaną  ( )iX∆µ   
i niezerowym odchyleniem standardowym ( )iX∆σ . 

P onieważ zmienna losowa Y p owią zana jest zależnoś cią  f unk -
cyjną  (2 )  ze zmiennymi Xi  to 

 ( )NN XXXXfY ∆+∆+= ,,11 K                      (5 )  
 
Rozwijają c w szereg  T aylora p owyższą  f unk cję  i og raniczają c się  
tylk o do dwó ch p ierwszych wyrazó w teg o szereg u,  otrzymujemy 
 

i
N

i i
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yYY ∆
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co można zap isać  w p ostaci 

i
N

i
i XcYY ∆+= ∑
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                                  (7 )  

g dzie 

i
i x

yc
∂
∂=                                          (8 )  

 
K ażdą  ze zmiennych losowych iX∆  można zap isać  w p ostaci 

sumy dowolnej liczb y zmiennych losowych niezależnych 
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N ależy p rzyją ć  założenie,  że zmienne losowe jiδX

,
 op isane są  

symetrycznymi,  centrowanymi rozk ładami p rawdop odob ień stwa. 
N a p odstawie tak  zdef iniowanej wielk oś ci mierzonej,  jej war-

toś ć  oczek iwana dana jest zależnoś cią  f unk cyjną  
 ( ) ( ) ( )( )NXXfY µµµ ,,1 K=                        (1 0 )  

 
wariancja zależnoś cią  

( ) ( )iN

i
i XcY 2

1

22 σσ ∑
=

=                              (1 1 )  

 
 
3. P r z e d z i a ł  u f n o ś c i  

 
P rzedział uf noś ci zdef iniowany jest w p ostaci dwó ch umownie 

p rzyję tych wartoś ci g ranicznych  
 

Ip =  [ ylow,  y h i g h ]                                     (1 2 )  
 
z k tó rych ylow oznacza dolną ,  a y h i g h  g ó rną  g ranicę  p rzedziału  
(rys. 1 ) .  

D la zb ioru wartoś ci y można zb udować  centrowaną  
i standaryzowaną  zmienną  w p ostaci 

 

( )yu
yy −

=η                                        (1 3 )  
 
g dzie y  jest estymatą ,  na og ó ł wartoś cią  ś rednią ,  a u(y )  niep ewno-
ś cią  standardową . M ożna zdef iniować  nowe g ranice w p ostaci 
 

( ) 


 −=−= −

2
11low

low
pGyu

yyη                      (1 4 )  
 

( ) 


 +=−= −

2
11high

high
pGyu

yy
η                      (1 5 )  

g dzie G-1(α )  jest k wantylem rzę du α rozk ładu op isaneg o dystry-
b uantą  G(η ) ,  a p  p oziomem uf noś ci. D la symetryczneg o p rob ab ili-
stycznie rozk ładu zachodzi ró wnoś ć  
 

kpGpG =


 −−=


 + −−

2
1

2
1 11                      (1 6 )  

 
g dzie k jest wsp ó łczynnik iem rozszerzenia. Z  uwag i na (1 4 )  i (1 5 )  
mamy ( ) Uyyukyy −=⋅−=low                          (1 7 )  

 ( ) Uyyukyy +=⋅+=high                          (1 8 )  
 
D la f unk cji g ę stoś ci rozk ładu p rawdop odob ień stwa g(η )  sp ełnione 
jest ró wnanie 

( )∫
−

=

k

k
pg ηη d                                    (1 9 )  

 
P rzy czym standardowo p rzyjmuje się ,  że p =  9 5  % . 

J eżeli wielk oś ć  wyjś ciowa zwią zana jest zależnoś cią  liniową   
z wielk oś ciami wejś ciowymi to f unk cja g ę stoś ci rozk ładu zwią za-
neg o z wielk oś cią  mierzoną  jest sp lotem f unk cji g ę stoś ci rozk ła-
dó w zwią zanych z wielk oś ciami wejś ciowymi 

 ( ) ( ) ( )NNggg ξξη ∗∗= K11                          (2 0 )  
 
g dzie ξi są  standaryzowanymi zmiennymi wielk oś ci wejś ciowych 
 

( )i
ii

i
xu

xx −
=ξ                                      (2 1 )  

 
ix  jest estymatą  wielk oś ci wejś ciowej,  w p ostaci wartoś ci ś redniej 

lub  ś rodk owej a u(xi )  jej niep ewnoś cią  standardową . 
 
 

  
R y s .  1 .   P r z e d z i a ł  u f n o ś c i  d l a  s y m e t r y c z n e g o  r o z k ł a d u  w i e l k o ś c i  m i e r z o n e j  
F i g .  1 .   C o v e r a g e  i n t e r v a l  f o r  s y m m e t r i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  m e a s u r a n d  

 
 

4. M e t o d a  a n a l i t y c z n a  
 

M etoda p oleg a na p rzyb liżeniu wynik u op eracji sp lotu matema-
tyczneg o standardowych rozk ładó w wielk oś ci wejś ciowych [ 7 ,  8 ] . 
M og ą  nimi b yć  rozk łady:  S tudenta,  normalny,  p rostok ą tny,  tró j-
k ą tny i trap ezowy. W  metodzie wyk orzystano,  jak o b ardzo ef ek -
tywne,  p rzyb liżenie wielok rotneg o sp lotu rozk ładó w normalneg o,  
p rostok ą tneg o,  tró jk ą tneg o i trap ezoweg o rozk ładem typ u P N ,  
k tó ry jest p ojedynczym sp lotem rozk ładu p rostok ą tneg o z normal-
nym. F unk cja g ę stoś ci teg o rozk ładu (rys. 2 )  jest zależna od p ara-
metru r b ę dą ceg o ilorazem odchyleń  standardowych tworzą cych 
g o rozk ładó w p rostok ą tneg o i normalneg o (σP i σN )  
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R y s .  2 .   F u n k c j e  g ę s t o ś c i  s p l o t u  ro z k ł a d ó w  p ro s t o k ą t n e g o  i  n o rm a l n e g o  o  ró ż n y c h  

o d c h y l e n i a c h  s t a n d a rd o w y c h  ( σP:σN ) 
F i g .  2 .   P ro b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  f o r c o n v o l u t i o n  o f  re c t a n g u l a r a n d  n o rm a l  

d i s t ri b u t i o n s  w i t h  d i f f e re n t  s t a n d a rd  d e v i a t i o n s  ( σP:σN ) 
 

P ar am e t r  r r oz k ł ad u t y p u P N  m ożna p r z y b l i ży ć  i l or az e m  ud z i ał u 
[ 9 ,  1 0 ]  

( )
( ) ( )yuyu

yu
r

i

i
u 22

c −

=                              (2 4 )  

 
g d z i e  ui(y ) = ci⋅u(xi )  t o najw i ę k s z y  ud z i ał  ni e p e w noś c i  w i e l k oś c i  
w e jś c i ow e j o r oz k ł ad z i e  p r os t ok ą t ny m .   

P r z y b l i że ni e  p ow y żs z e  m ożna r oz s z e r z y ć  o s p l ot  r oz k ł ad ó w  
t r ó jk ą t ny c h  i  t r ap e z ow y c h .  W  c e l u z nal e z i e ni a najw i ę k s z e g o 
ud z i ał u w i e l k oś c i  o r oz k ł ad z i e  p r os t ok ą t ny m  w  k ażd y m  z  t y c h  
r oz k ł ad ó w  nal e ży  ok r e ś l i ć  je g o w i ę k s z ą  s k ł ad ow ą  p r os t ok ą t ną .  
K ażd y  z  t y c h  r oz k ł ad ó w  b ow i e m  t o s p l ot  d w ó c h  s k ł ad ow y c h  
p r os t ok ą t ny c h .   

R oz k ł ad  t r ó jk ą t ny  je s t  s p l ot e m  d w ó c h  je d nak ow y c h  r oz k ł ad ó w  
p r os t ok ą t ny c h .  N i e p e w noś ć  s t and ar d ow a w i e l k oś c i  op i s ane j r oz -
k ł ad e m  t r ó jk ą t ny m  d ana je s t  z al e żnoś c i ą  

 
( )

6
a

xu i =                                       (2 5 )  
 
N i e p e w noś ć  s t and ar d ow a s k ł ad ow e j p r os t ok ą t ne j t w or z ą c e j r oz -
k ł ad  t r ó jk ą t ny  m a p os t ać  

( )
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a
xu i =′                                     (2 6 )  

c o p r ow ad z i  d o z al e żnoś c i  
( ) ( )

2
i

i
xu
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R oz k ł ad  t r ap e z ow y  nat om i as t  je s t  s p l ot e m  d w ó c h  ni e je d nak o-
w y c h  r oz k ł ad ó w  p r os t ok ą t ny c h .  N i e p e w noś ć  s t and ar d ow a w i e l k o-
ś c i  op i s ane j r oz k ł ad e m  t r ap e z ow y m  d ana je s t  z al e żnoś c i ą  
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6
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N i e p e w noś ć  s t and ar d ow a w i ę k s z e j s k ł ad ow e j p r os t ok ą t ne j t w o-
r z ą c e j r oz k ł ad  t r ap e z ow y  m a p os t ać  
 

( )
32
baxu i

+=′                                    (2 9 )  
c o p r ow ad z i  d o z al e żnoś c i  

( ) ( ) ( )ii xu
ba

baxu
222 +

+=′                          (3 0 )  

 
S p l ot  r oz k ł ad ó w  S t ud e nt a m ożna p r z y b l i ży ć  s p l ot e m  „ r ó w no-

w ażny c h ”  i m  r oz k ł ad ó w  nor m al ny c h .  O w a r ó w now ażnoś ć  p ol e g a 
na p r z y ję c i u t ak i c h  r oz k ł ad ó w  nor m al ny c h ,  d l a k t ó r y c h  p r z e d z i ał y  

uf noś c i  s ą  t ak i e  s am e  c o d o w ar t oś c i  jak  w y z nac z one  na p od s t aw i e  
r oz k ł ad ó w  S t ud e nt a d l a d ane g o p oz i om u uf noś c i .  A b y  os i ą g ną ć  t ą  
r ó w now ażnoś ć  nal e ży  z as t ą p i ć  r oz k ł ad  S t ud e nt a r oz k ł ad e m  nor -
m al ny m ,  a ni e p e w noś ć  s t and ar d ow ą  w i e l k oś c i  w e jś c i ow e j p o-
w i ę k s z y ć  o i l or az  k w ant y l i  t y c h  r oz k ł ad ó w  

 
( ) ( ) ( )ii xu

k
vtxu
N

=′                                  (3 1 )  

 
kN – k w ant y l  r oz k ł ad u nor m al ne g o,  t(v)  – k w ant y l  r oz k ł ad u S t ud e nt a.  

N i e p e w noś ć  r oz s z e r z oną  m ożna w y z nac z y ć  z  z al e żnoś c i  
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g d z i e  kPN t o k w ant y l  r oz k ł ad u t y p u P N .  W ar t oś c i  p ow y żs z e g o 
w s p ó ł c z y nni k a d l a p oz i om u uf noś c i  9 5  %  z os t ał y  p r z e d s t aw i one  
w  t ab e l i  1  w  f unk c ji  i l or az u ud z i ał u ni e p e w noś c i  [ 1 1 ,  1 2 ] .  

 
Tab. 1.  W ar t oś c i  w s p ó ł c z y n n i k a r oz s z er z en i a kPN d l a p oz i om u  u f n oś c i  9 5  %   

p r z y  g r an i c z n y c h  w ar t oś c i ac h  i l or az u  u d z i ał u  n i ep ew n oś c i   
Tab. 1.  C ov er ag e f ac t or  v al u es  c or r es p on d i n g  t o 9 5  %  c on f i d en c e l ev el  f or   

l i m i t s  of  u n c er t ai n t y  r at i o 
 

kPN 
ru 

d o w ar t oś c i  kPN 
ru 

d o w ar t oś c i  kPN 
ru 

d o w ar t oś c i  
1, 9 6  0, 5 09 0 1, 8 5  1, 6 4 10 1, 7 4  3 , 19 3 0 
1, 9 5  0, 6 9 8 5  1, 8 4  1, 7 3 8 0 1, 7 3  3 , 4 4 10 
1, 9 4  0, 8 2 4 0 1, 8 3  1, 8 3 9 0 1, 7 2  3 , 7 3 00 
1, 9 3  0, 9 2 8 0 1, 8 2  1, 9 4 6 0 1, 7 1 4 , 07 4 0 
1, 9 2  1, 02 2 0 1, 8 1 2 , 06 00 1, 7 0 4 , 4 9 2 5  
1, 9 1 1, 1110 1, 8 0 2 , 18 2 0 1, 6 9  5 , 02 3 5  
1, 9 0 1, 19 8 0 1, 7 9  2 , 3 13 5  1, 6 8  5 , 7 3 5 0 
1, 8 9  1, 2 8 4 0 1, 7 8  2 , 4 5 6 0 1, 6 7  6 , 7 7 6 0 
1, 8 8  1, 3 7 00 1, 7 7  2 , 6 12 0 1, 6 6  8 , 5 9 7 5  
1, 8 7  1, 4 5 8 0 1, 7 6  2 , 7 8 4 5  1, 6 5  ∞ 
1, 8 6  1, 5 4 8 0 1, 7 5  2 , 9 7 6 5    

 
W s p ó ł c z y nni k  kPN m ożna r ó w ni e ż w y z nac z y ć  w  p r z y b l i żony  

s p os ó b   
kPN =  kN  d l a 0  < ru < 1  
kPN =  kT  d l a 1  ≤ ru ≤ 1 0                             (3 3 )  
kPN =  kP  d l a ru > 1 0  

g d z i e  
( )( )prrrk uu

u

−−+
+

= 121
1

3
2T                     (3 4 )  

 
pk 3P =                                       (3 5 )  

 
W y k or z y s t ano t u p r z y b l i że ni e  r oz k ł ad u t y p u P N  t r z e m a s t and ar -
d ow y m i  r oz k ł ad am i :  nor m al ny m ,  t r ap e z ow y m  i  p r os t ok ą t ny m  w  
z al e żnoś c i  od  w ar t oś c i  i l or az u ud z i ał u,  c o r ó w ni e ż d aje  d ob r e  
w y ni k i  p r z y b l i że ni a w i e l ok r ot ne g o s p l ot u w y m i e ni ony c h  r oz k ł a-
d ó w  [ 1 3 ] .  
 
5. M e t o d a  s z y b k i e j  t r a n s f o r m a t y  F o u r i e r a  
 

Z as t os ow ani e  s z y b k i e j t r ans f or m at y  F our i e r a d o ob l i c z ani a ni e -
p e w noś c i  r oz s z e r z one j z  z as t os ow ani e m  z as ad y  p r op ag ac ji  r oz -
k ł ad ó w  p op r z e z  m od e l  p om i ar u p ol e g a na w y z nac z e ni u w y p ad -
k ow e j f unk c ji  g ę s t oś c i  p r aw d op od ob i e ń s t w a na p od s t aw i e  z na-
ny c h  r oz k ł ad ó w  w i e l k oś c i  w e jś c i ow y c h .  M e t od a s p r ow ad z a s i ę  d o 
w y z nac z e ni a s p l ot u w y p ad k ow e g o na p od s t aw i e  z nany c h  r oz k ł a-
d ó w  w i e l k oś c i  w e jś c i ow y c h .  Z as t os ow ani e  s z y b k i e j t r ans f or m at y  
F our i e r a or az  od w r ot ne j w y ni k a z  p op ul ar noś c i  i  s z y b k oś c i  al g o-
r y t m ó w  s t os ow any c h  w  w i e l u ś r od ow i s k ac h  p r og r am i s t y c z ny c h  
[ 1 4 -1 9 ] .  
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6. W z o r c o w a n i e  o m o m i e r z a  
 

Omomierz wzorcowany jest przy użyciu opornika wzorcowego.  
R ó wnanie b ł ęd u wskazania omomierza ma postać  

 
dwooo RRRRRe t δδδ −−−+=  

gd zie 
Ro – wskazanie omomierza 
δRo – rozd ziel czoś ć  od czytu  wskazania omomierza 
Rw – rezystancja opornika wzorcowego 
δRt – zmiana rezystancji opornika spowod owana zmianą   
         temperatury 
δRd – d ryf t rezystancji opornika wzorcowego  

W  ró wnaniu występuje pięć  wiel koś ci wejś ciowych :  
 

1 )  W skazanie omomierza – Ro   W ykonano serię pięciu od czytó w,  któ rych  wyniki zestawiono 
w tab .  2 .  R ozrzut estymaty wskazania,  jako wartoś ci ś red niej 
opisany jest rozkł ad em S tud enta z l iczb ą  stopni swob od y  
v =  n – 1  =   4  

 
( ) ( ) ( ) Ω=Ω=== 032,05

071,0o
oo n

RsRsRu  
 
          T a b .  2 .   D a n e  p o m i a r o w e  p r z y  w z o r c o w a n i u  o m o m i e r z a  
 T a b .  2 .   M e a s u r e m e n t  d a t a  i n  o h m m e t e r  c a l i b r a t i o n  
 

W a r t o ś c i  o d c z y t ó w  

9 9 9 9 , 3  Ω 
9 9 9 9 , 2  Ω 
9 9 9 9 , 3  Ω 
9 9 9 9 , 4  Ω 
9 9 9 9 , 3  Ω 

oR  9 9 9 9 , 3  Ω 
( )oRs  0 , 0 7 1  Ω 

 
2 )  R ozd ziel czoś ć  od czytu wskazania omomierza – δRo  W artoś ć  od powiad ają ca ostatniej wskazanej cyf rze omomie-

rza:  0 , 1  Ω 
( ) Ω=Ω= 029,032

1,0
oδRu  

 
3 )  R ezystancja opornika wzorcowego – Rw.    Ś wiad ectwo wzorcowania pod aje:   
 Rw =  ( 1 0  0 0 0 , 2 2  Ω ± 0 , 0 1 )  Ω  d l a k = 2  w temperaturze:  2 3  oC 
  

( ) Ω=
Ω

= 005,02
01,0

wRu  
 

4 )  Z miana rezystancji opornika spowod owana zmianą  tempera-
tury δRt   P omiary wykonano w temperaturze:  ( 2 3 , 0  ± 0 , 5 )  oC.  W spó ł -
czynnik temperaturowy wynosi:  T C  =  5 · 1 0 -6 K    

 
( ) Ω=⋅⋅⋅Ω=

−

014,03
K 0,5K 105   22,10000 -16

tRu δ  
 
5 )  D ryf t rezystancji opornika wzorcowego – δRd  D ryf t wynosi:  ± 2  ·  1 0 -6 
 

( ) Ω=⋅⋅Ω=
−

012,03
102   22,10000 6

dRu δ  
 
W szystkie wiel koś ci zestawiono w tab el i b ud żetu niepewnoś ci 
( tab .  3 ) .  

 

Tab. 3.  B u d ż et  niepewnoś c i bł ę d u  ws k az ania omomierz a 
Tab. 3.  U nc ert aint y  bu d g et  of  oh mmet er ind ic at ion error 
 

s y mbol  
wiel k o-

ś c i 
 

es t y mat a 
wiel k oś c i 

niepew-
noś ć  

s t and ar-
d owa 

roz k ł ad  
prawd opo-
d obieńs t wa 

ws pó ł -
c z y nnik  
wraż l i-
woś c i 

u d z iał  
niepew
noś c i 

s t opnie 
s wo-
bod y  

 
 Ω Ω   Ω  
Ro 9 9 9 9 , 3 0, 032  S t u d ent a 1 0, 032  4 
δRo 0 0, 02 9  pros t ok ą t ny  1 0, 02 9  ∞ 
Rw 10000, 2 2  0, 005  normal ny  -1 -0, 005  ∞ 
δRt 0 0, 014 pros t ok ą t ny  -1 -0, 014 ∞ 
δRd 0 0, 012  pros t ok ą t ny  -1 -0, 012  ∞ 
eo -0, 9 2     0, 047  19  

 
O b l i c z e n i a  m e t o d ą  a n a l i t y c z n ą  

 
W iel koś cią  wejś ciową  opisaną  rozkł ad em prostoką tnym 

o największym ud zial e jest rozd ziel czoś ć  wskazania δRo.  D l a wiel koś ci tej il oraz ud ział u wynosi ru =  0 , 7 8 .  Z  tab el i 1  można 
od czytać ,  że wspó ł czynnik k P N  =  1 , 9 4 .  K wantyl  rozkł ad u S tud enta d l a wiel koś ci wejś ciowej Ro zwią zanej ze wskazaniem omomierza 
wynosi t ( 4 )  =  2 , 7 7 6 4  przy poziomie uf noś ci 9 5  % .  Z atem niepew-
noś ć  rozszerzona wynosi 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Ω=
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=

11,0

4
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22
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PN RuRuRuRuRu
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tkU t δδδ  

 
a wspó ł czynnik rozszerzenia 

34,2)( oc

==
eu
Uk  

gd zie 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d22

w
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o
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o
2
c RuRuRuRuRueu t δδδ ++++=  

 
O b l i c z e n i a  m e t o d ą  F F T  
 
Ob l iczenia przy użyciu programu komputerowego d ział ają cego 

metod ą  szyb kiej transf ormaty F ouriera d ał y następują ce wyniki:  
 

U  =  0 , 1 1  Ω 
k =  2 , 3 2  

 
R ó żnica pomięd zy wartoś ciami ob l iczonymi metod ą  przyb l iżoną  
i d okł ad ną  wynosi 0 , 8 6  % .  
 
7. W z o r c o w a n i e  w o l t o m i e r z a  
 
W ol tomierz wzorcowany jest przy użyciu kal ib ratora napięcia.  

R ó wnanie b ł ęd u wskazania wol tomierza ma postać  
 

kkwww VVVVe δδ −−+=  
gd zie 

 Vw – wskazanie wol tomierza 
 δ Vw – rozd ziel czoś ć  od czytu wskazania wol tomierza 
 Vk  – napięcie kal ib ratora  δ Vk  – poprawka wartoś ci napięcia kal ib ratora  

W  ró wnaniu występują  cztery wiel koś ci wejś ciowe:  
 

1 )    W skazanie wol tomierza – Vw  W ykonano serię d ziesięciu od czytó w,  któ rych  wyniki zesta-
wiono w tab .  4 .  R ozrzut estymaty wskazania,  jako wartoś ci 
ś red niej opisany jest rozkł ad em S tud enta z l iczb ą  stopni swo-
b od y v =  n – 1  =   9  
 

( ) ( ) ( ) V015,010
V047,0w

ww ====
n
VsVsVu  
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 Tab. 4.  D ane pomi arow e prz y  w z orc ow ani u  w ol t omi erz a 
 Tab. 4.  M easu rement  d at a i n v ol t met er c al i brat i on 
 

W art oś c i  od c z y t ó w  

100, 1 V 
100, 1 V 
100, 1 V 
100, 0 V 
100, 1 V 
100, 1 V 
100, 1 V 
100, 2  V 
100, 1 V 
100, 1 V 

wV  100, 1 V 
s(Vw) 0, 047  V 

 
2 )    R ozd ziel c zoś ć  od c zy t u  w s k azan ia w ol t om ier za – δVw  

W ar t oś ć  od p ow iad aj ą c a os t at n iej  w s k azan ej  c y f r ze w ol t om ie-
r za:  0 , 1  V  

( ) V029,032
V1,0

w ==Vu δ  
 

3 )   N ap ię c ie k al ib r at or a – Vk   
N ap ię c ie k al ib r at or a w y n os ił o 1 0 0  V .  W  ś w iad ec t w ie w zor -
c ow an ia p od an o,  ż e d l a p ow y ż s zeg o n ap ię c ia n iep ew n oś ć  
r ozs zer zon a w y n os i U =  0 , 0 0 2  V  ( k =  2 )  
 

( ) V001,02
V002,0

k ==Vu  
 
4 )    P op r aw k a w ar t oś c i n ap ię c ia k al ib r at or a – δVk   

N a p od s t aw ie d an y c h  p r od u c en t a w y zn ac zon o g r an ic zn ą  w ar -
t oś ć  p op r aw k i z f or m u ł y :  0 , 0 0 0 1  Vk +  1  m V  
 

( ) V0064,03
V011,0

k ==Vu δ  
 

W s zy s t k ie w iel k oś c i zes t aw ion o w  t ab el i b u d ż et u  n iep ew n oś c i 
( t ab . 5 ) .  

 
Tab. 5 .  B u d ż et  ni epew noś c i  bł ę d u  w sk az ani a w ol t omi erz a 
Tab. 5 .  U nc ert ai nt y  bu d g et  of  v ol t met er i nd i c at i on error 
 
sy mbol  
w i el k o-
ś c i  
 

est y mat a 
w i el k oś c i  

ni epew -
noś ć  
st and ar-
d ow a 

roz k ł ad  
praw d opo-
d obi eńst w a 

w spó ł -
c z y nni k  
w raż l i -
w oś c i  

u d z i ał  
ni e-

pew no-
ś c i  

st opni e 
sw o-
bod y  
 

 V V   V  
Vw 100, 1 0, 015  S t u d ent a 1 0, 015  9 
δVw 0 0, 02 9 prost ok ą t ny  1 0, 02 9 ∞ 
Vk 100 0, 001 normal ny  -1 -0, 001 ∞ 
δVk 0 0, 006 4 prost ok ą t ny  -1 -0, 006 4 ∞ 
ew 0, 1    0, 03 3  2 19 
 

Obliczenia met o d ą  analit y czną  
 
W iel k oś c ią  w ej ś c iow ą  op is an ą  r ozk ł ad em  p r os t ok ą t n y m  

o n aj w ię k s zy m  u d zial e j es t  r ozd ziel c zoś ć  w s k azan ia δVw.  D l a 
w iel k oś c i t ej  il or az u d ział u  w y n os i ru =  1 , 7 7 8 .  Z  t ab el i 1  m oż n a 
od c zy t ać ,  ż e w s p ó ł c zy n n ik  k P N  =  1 , 8 3 .  K w an t y l  r ozk ł ad u  S t u d en t a 
d l a w iel k oś c i w ej ś c iow ej  Vw zw ią zan ej  ze w s k azan iem  w ol t om ie-
r za w y n os i t ( 9 )  =  2 , 2 6 2 2  p r zy  p oziom ie u f n oś c i 9 5  % .  Z at em  
n iep ew n oś ć  r ozs zer zon a w y n os i 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ≅+++
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2
k

2
w

2
2

w
N
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)9( VuVuVuVu

k
tkU δδ 0 , 0 6 3  V  

 
a w s p ó ł c zy n n ik  r ozs zer zen ia 

( ) 89,1==

wc eu
Uk  
 

g d zie ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k2
k

2
w

2
w

2
w

2
c VuVuVuVueu δδ +++=  

Obliczenia met o d ą  F F T  
 
O b l ic zen ia p r zy  u ż y c iu  p r og r am u  k om p u t er ow eg o d ział aj ą c eg o 

m et od ą  s zy b k iej  t r an s f or m at y  F ou r ier a d ał y  n as t ę p u j ą c e w y n ik i:  
 

U =  0 , 0 6 3  V  
k =  1 , 8 9 2  

 
R ó ż n ic a w  ob l ic zen iac h  m et od a p r zy b l iż on ą  w  s t os u n k u  d o d o-
k ł ad n ej  w y n os i 0 , 0 1  % ,  c zy l i j es t  w  t y m  p r zy p ad k u  p om ij al n a.  
 
8. W n i o s k i  k o ń c o w e  
 
O b ie m et od y  w  t y c h  d w ó c h  p r zy p ad k ac h  d aj ą  t ak ie s am e r ezu l t at y .   
 
A r t y k u ł  t en  p ow s t ał  d zię k i p r oj ek t ow i b ad aw c zem u  N r  3  T 1 0 C  

0 4 0  2 7  f in an s ow an em u  p r zez K B N  
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