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Streszczenie

Przedmiotem niniejszego artykutu jest zagadnienie obliczania niepewnosci
pomiaru przy wzorcowaniu woltomierza i omomierza z wykorzystaniem
probabilistycznego modelu opisu matematycznego wielkosci mierzone;.
Liniowy model pomiaru umozliwia zastosowanie zasady propagacji roz-
ktadow w oparciu o splot wielkosci wejsciowych. W obliczeniach postu-
zono si¢ przyblizona metoda analityczna oraz metoda doktadna z zastoso-
waniem szybkiej transformaty Fouriera. Obie metody sa oryginalnymi
opracowaniami autorow.

Slowa kluczowe: niepewnos¢ pomiaru, wzorcowanie, szybka transformata
Fouriera

Application of probabilistic model for
calculating measurement uncertainty
in calibration of ohmmeter and voltmeter

Abstract

The calculation of uncertainties in calibration of voltmeter and ohmmeter
calibration based on probabilistic model is presented here. The
probabilistic model used for calculation of uncertainties allowed to apply
two methods: so called analytical method and FFT method based on Fast
Fourier Transform. Both methods are original work of all three co-authors
of the paper.

Keywords: uncertainty measurement, calibration, Fast Fourier Transform

1. Wstep

Probabilistyczny model niepewno$ci pomiaru opiera si¢ na za-
lozeniu, ze kazdej wielkosci mierzonej mozna przypisa¢ zbidr
mozliwych dla niej wartosci [1]. Zbiory takie mozna opisywac
przy uzyciu zmiennych losowych ciaglych lub dyskretnych [2].
Zmienne powyzsze charakteryzuja si¢ widmem, w obrebie ktorego
mozna zdefiniowaé obszar prawdopodobienstwa zawierajacy
przewazajaca czes$¢ populacji.

Prawdopodobienistwo to okre§lane mianem poziomu ufnosci
wyznacza pewien przedzial bedacy odpowiednikiem przedziatu
ufnosci wyrazanego w jezyku statystyki matematycznej [3].
W powyzszym sensie rozumiany przedzial ufnosci dla okreslonej
wielko$ci mierzonej proponuje si¢ jako miar¢ niepewnosci jej
pomiaru [4]. Rozktad dla wielko$ci mierzonej otrzymuje si¢
w wyniku propagacji rozktadéw dla wielkosci wejsciowych po-
przez model matematyczny wielkosci wyjsciowej [5]. Jest to nowe
podejscie w dziedzinie wyrazania niepewnos$ci pomiaru [6].

2. Wielko$¢ mierzona

Wielko$¢ mierzona nazywana wielkoscia wyjsciowa y jest
funkcja wielu wielkosci wejsciowych x;

y=flx,..xy) Q)

Wielko$¢ mierzong mozna traktowaé jak zmienng losowg Y po-
wigzang z wielkosciami wejsciowymi X;, réwniez traktowanymi
jako zmienne losowe, zaleznoscia funkcyjna

Y=r(Xp, Xy) (2)

Kazda zmienng losowa mozna przedstawié¢ jako sumg¢ dwoch
niezaleznych zmiennych losowych

Y=Y +AY A3)

Pierwsza z nich Y jest zmienna losowa opisang rozktadem delta
Diraca o na ogét niezerowej wartosci oczekiwanej y(?) i zawsze

zerowym odchyleniu standardowym 0-(7). Mozna przyjaé zato-

zenie, ze druga zmienna AY opisana jest symetrycznym, centro-
wanym rozkladem, o zerowej wartosci oczekiwanej ,u(AY)

i zawsze niezerowym odchyleniu standardowym o-(AY )

W wyniku zlozenia te dwie zmienne tworza zmienng losowa Y
opisang symetrycznym rozkladem z funkcja gestosci prawdopo-
dobienstwa g(r]), 0 na og6l niezerowej wartosci oczekiwanej

,u(Y) i zawsze niezerowym odchyleniu standardowym o-(Y).

Podobne sumy zmiennych losowych mozna zbudowa¢ dla wielko-
$ci wejsciowych
X; = X; +AX; “)

przy czym zmienna losowa X; opisana jest funkcja gestosci
g (§i) z warto$cia oczekiwana p(X l-) i odchyleniem standardo-
wym G(X i). Zmienna X;ma rozkiad delta Diraca o na ogot

niezerowe] wartosci oczekiwanej ,u()? i) i zawsze zerowym od-
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chyleniu standardowym 0'()7 i), azmienna AX; ma symetryczny,
centrowany rozkltad z zerowa warto$cia oczekiwang ,u(AX ,»)
i niezerowym odchyleniem standardowym U(AX ,—).

Poniewaz zmienna losowa Y powiazana jest zaleznoscia funk-

cyjng (2) ze zmiennymi X; to

Y= f(X, +AX,,..., Xy +AX ) ©)

Rozwijajac w szereg Taylora powyzsza funkcje i ograniczajac si¢
tylko do dwdch pierwszych wyrazow tego szeregu, otrzymujemy

N
v=v+3 Yax, ©)
i=1 axl'

co mozna zapisa¢ w postaci

N
Y= )7 + z ciAXi (7)
i=1
gdzie
=2 ®)
Ox

Kazda ze zmiennych losowych AX; mozna zapisa¢ w postaci
sumy dowolnej liczby zmiennych losowych niezaleznych

AY, =S oX, ©)

Nalezy przyja¢ zatozenie, ze zmienne losowe 6X iy, opisane sg

symetrycznymi, centrowanymi rozktadami prawdopodobienstwa.
Na podstawie tak zdefiniowanej wielkosci mierzonej, jej war-
tos¢ oczekiwana dana jest zaleznoscia funkcyjna

u(¥)= f X)X ) (10)

wariancja zaleznoscia

o2(1)=3 2o?(x,) an
i=1

3. Przedziatl ufnosci

Przedziat ufnosci zdefiniowany jest w postaci dwdch umownie
przyjetych wartosci granicznych

[p = D}lowa yhigh] ( 1 2)

z ktorych yy,, oznacza dolna, a yuign gOrna granice przedzialu
(rys. 1).

Dla zbioru wartosci y mozna zbudowaé centrowang
i standaryzowana zmienna w postaci
n=2"2 (13)

gdzie ¥ jest estymata, na ogot wartoscia srednia, a u(y) niepewno-
$cig standardowa. Mozna zdefiniowaé nowe granice w postaci

Viow =¥ -1 I_P
_ow =Y _ g 12P (14)
Mow u(y) [ 2 J
Yhigh -y -1 1+p
o= 7 g 2 (15)
hign u(y) [ 2
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gdzie G''(a) jest kwantylem rzedu « rozktadu opisanego dystry-
buantg G(77), a p poziomem ufnosci. Dla symetrycznego probabili-
stycznie rozktadu zachodzi rownosé

G’l(HTpJ :—G’I(I_ij K (16)

gdzie k jest wspotczynnikiem rozszerzenia. Z uwagi na (14) i (15)
mamy

Viw =¥ —k-uly)=y-U (17)
Vhigh =V +k-u(y)=y+U (18)

Dla funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa g(77) spelnione
jest rownanie

k
[elnldn=p (19)
“k

Przy czym standardowo przyjmuje sig, ze p = 95 %.

Jezeli wielko$¢ wyjsciowa zwiazana jest zaleznoscig liniowag
z wielkosciami wejsciowymi to funkcja gestosci rozktadu zwiaza-
nego z wielkoscig mierzona jest splotem funkcji gestosci rozkla-
déw zwiazanych z wielko$ciami wej$ciowymi

gln)=g(&)*...xgn(éy) (20)

gdzie ¢ sa standaryzowanymi zmiennymi wielkosci wejsciowych

6= 23 @n

X; jest estymata wielkosci wejSciowej, w postaci wartosci Sredniej
Iub srodkowej a u(x;) jej niepewnoscia standardowa.

Agm)

|

u u
/

»
y

p=95%

Yiow Yigh

Rys. 1. Przedziat ufnoéci dla symetrycznego rozktadu wielko$ci mierzonej
Fig. 1.  Coverage interval for symmetrical distribution of measurand

4. Metoda analityczna

Metoda polega na przyblizeniu wyniku operacji splotu matema-
tycznego standardowych rozktadow wielkosci wejsciowych [7, 8].
Moga nimi by¢ rozklady: Studenta, normalny, prostokatny, tréj-
katny i trapezowy. W metodzie wykorzystano, jako bardzo efek-
tywne, przyblizenie wielokrotnego splotu rozktadéw normalnego,
prostokatnego, trdjkatnego i trapezowego rozktadem typu PN,
ktdry jest pojedynczym splotem rozktadu prostokatnego z normal-
nym. Funkcja gestosci tego rozktadu (rys. 2) jest zalezna od para-
metru r bedacego ilorazem odchylen standardowych tworzacych
go rozktadéw prostokatnego i normalnego (op i oy )

37 £ @
gen ()= mq_ J;.rexp[— 2} dé

P (23)
oN
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Rys. 2. Funkcje ggstosci splotu rozktadow prostokatnego i normalnego o réznych
odchyleniach standardowych (op:on )

Fig.2.  Probability density function for convolution of rectangular and normal
distributions with different standard deviations (op:oy )

Parametr » rozkladu typu PN mozna przyblizy¢ ilorazem udzialu
[9, 10]

S 1t) (24)

gdzie wu(y)=c;u(x;) to najwigkszy udzial niepewnosci wielkosci
wejsciowe] o rozktadzie prostokatnym.

Przyblizenie powyzsze mozna rozszerzy¢ o splot rozkladow
trojkatnych i1 trapezowych. W celu znalezienia najwigkszego
udziatu wielkosci o rozkltadzie prostokatnym w kazdym z tych
rozktadow nalezy okresli¢ jego wigksza sktadowa prostokatna.
Kazdy z tych rozkltadéw bowiem to splot dwdch sktadowych
prostokatnych.

Rozktad trojkatny jest splotem dwoch jednakowych rozktadow
prostokatnych. Niepewnos¢ standardowa wielkos$ci opisanej roz-
ktadem trojkatnym dana jest zaleznoscia

()= 25)

J6

Niepewnos¢ standardowa skladowej prostokatnej tworzacej roz-
ktad tréjkatny ma postaé

u'(x;)= 4 (26)
co prowadzi do zaleznosci

u’(xi)z u(xl-) 27)

Rozklad trapezowy natomiast jest splotem dwoch niejednako-
wych rozktadéw prostokatnych. Niepewnos¢ standardowa wielko-
$ci opisanej rozktadem trapezowym dana jest zaleznoscia

2 2
)= 0 (28)

Niepewnos¢ standardowa wigkszej sktadowej prostokatnej two-
rzacej rozktad trapezowy ma postac

a+b
"(x,)= 29
u'(x;) 5 (29)

co prowadzi do zaleznosci

u'(x,-)*aiwu(xi) (30)

- N 2‘:12 +b2)

Splot rozktadéw Studenta mozna przyblizy¢ splotem ,,réwno-
waznych” im rozkladdw normalnych. Owa réwnowaznos¢ polega
na przyjeciu takich rozktadéw normalnych, dla ktérych przedziaty
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ufnosci sa takie same co do warto$ci jak wyznaczone na podstawie
rozktadéw Studenta dla danego poziomu ufnosci. Aby osiagnaé ta
réwnowaznos$¢ nalezy zastapi¢ rozktad Studenta rozkladem nor-
malnym, a niepewnos¢ standardowa wielkosci wejsciowej po-
wigkszy¢ o iloraz kwantyli tych rozktadow

u'(x;)= ) ulx;) (31

v

kn — kwantyl rozktadu normalnego, #(v) — kwantyl rozktadu Studenta.
Niepewnos¢ rozszerzong mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

(32)

gdzie kpy to kwantyl rozktadu typu PN. Wartosci powyzszego
wspolczynnika dla poziomu ufnosci 95 % zostaty przedstawione
w tabeli 1 w funkcji ilorazu udzialu niepewnosci [11, 12].

Tab. 1. Warto$ci wspdtczynnika rozszerzenia kpy dla poziomu ufnoscei 95 %
przy granicznych warto$ciach ilorazu udziatu niepewnosci

Tab. 1. Coverage factor values corresponding to 95 % confidence level for
limits of uncertainty ratio

ry ry ry
e do wartosci o do wartosci o do wartosci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 0
1,86 1,5480 1,75 2,9765

Wspdtczynnik kpy mozna réwniez wyznaczy¢ w przyblizony
sposob
kpn=hky dlal<r, <1
kpn=kr dlal1<r,<10 (33)
kpn=kp dlar,> 10

by = | (147, ~2/n (=) (34)

ro+1

u

gdzie

kp =~3p (35)

Wykorzystano tu przyblizenie rozktadu typu PN trzema standar-
dowymi rozktadami: normalnym, trapezowym i prostokatnym w
zaleznosci od warto$ci ilorazu udziatu, co réwniez daje dobre
wyniki przyblizenia wielokrotnego splotu wymienionych rozkta-
dow [13].

5. Metoda szybkiej transformaty Fouriera

Zastosowanie szybkiej transformaty Fouriera do obliczania nie-
pewnosci rozszerzonej z zastosowaniem zasady propagacji roz-
ktadéw poprzez model pomiaru polega na wyznaczeniu wypad-
kowej funkcji gestosci prawdopodobienstwa na podstawie zna-
nych rozktadow wielkosci wejsciowych. Metoda sprowadza si¢ do
wyznaczenia splotu wypadkowego na podstawie znanych rozkta-
dow wielkosci wejsciowych. Zastosowanie szybkiej transformaty
Fouriera oraz odwrotnej wynika z popularnosci i szybkosci algo-
rytmow stosowanych w wielu $rodowiskach programistycznych
[14-19].
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6. Wzorcowanie omomierza

Omomierz wzorcowany jest przy uzyciu opornika wzorcowego.
Roéwnanie btedu wskazania omomierza ma postaé

e, =R, +0R,— R, —R, —ORy
gdzie
R,— wskazanie omomierza
OR, — rozdzielczo$¢ odczytu wskazania omomierza
R, — rezystancja opornika wzorcowego
OR, — zmiana rezystancji opornika spowodowana zmiang
temperatury
OR, — dryft rezystancji opornika wzorcowego

W réwnaniu wystepuje pigé wielkosci wejsciowych:

1) Wskazanie omomierza — R,
Wykonano seri¢ pigciu odczytéw, ktorych wyniki zestawiono
w tab. 2. Rozrzut estymaty wskazania, jako wartosci sredniej
opisany jest rozkladem Studenta z liczba stopni swobody
v=n-1=4

s(R,) _ 0,071 @

u(Ro):S(ﬁo): Jn 5

=0,032 Q

Tab. 2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu omomierza
Tab.2. Measurement data in ohmmeter calibration

9999,3 Q
9999,2 Q
9999,3 Q
9999.,4 Q
9999,3 Q

R, 9999,3 QO

Wartosci odczytow

0
s(R,) 0,071 Q

2) Rozdzielczos¢ odczytu wskazania omomierza — oR,
Wartosé odpowiadajaca ostatniej wskazanej cyfrze omomie-
rza: 0,1 QQ

010

“(‘SRO)_ 23

3) Rezystancja opornika wzorcowego — Ry,.
Swiadectwo wzorcowania podaje:
R, =(10000,22 Q +0,01) Q dla k=2 w temperaturze: 23 °C

=0,029 Q

Q
=0,005 Q

4) Zmiana rezystancji opornika spowodowana zmiang tempera-
tury R,
Pomiary wykonano w temperaturze: (23,0 + 0,5) °C. Wspot-
czynnik temperaturowy wynosi: T7C = 5-10° K

10000,22Q -5-10° K'-0,5K

NE)

u(oR, )= =0,014 Q

5) Dryft rezystancji opornika wzorcowego — SRy
Dryft wynosi: 2 - 10

10000,22Q -2-107°

3

Wszystkie wielkosci zestawiono w tabeli budzetu niepewnosci
(tab. 3).

u(6Ry )= =0,012 Q

23

Tab. 3. Budzet niepewnosci bigdu wskazania omomierza
Tab. 3. Uncertainty budget of ohmmeter indication error

symbol niepew- wspot- | udzial | stopnie
: o rozklad . .
wielko- | estymata no$é¢ czynnik | niepew [ swo-
- . . prawdopo- L .
$ci wielkosci standar- - wrazli- [ nosci body
d dobiefistwa .
owa wosci
Q Q Q
R, 9999,3 0,032 Studenta 1 0,032 4
SR, 0 0,029 prostokatny 1 0,029 0
Ry 10000,22 0,005 normalny -1 -0,005 ES)
IR, 0 0,014 prostokatny -1 -0,014 0
SRy 0 0,012 prostokatny -1 -0,012 £
[N -0,92 0,047 19

Obliczenia metodg analityczna

Wielkoscia wejsciowa opisang rozkltadem prostokatnym
o najwigkszym udziale jest rozdzielczo$¢ wskazania OR,. Dla
wielkosci tej iloraz udziatu wynosi r, = 0,78. Z tabeli 1 mozna
odczytaé, ze wspdtczynnik kpy = 1,94. Kwantyl rozktadu Studenta
dla wielkosci wejsciowej R, zwigzanej ze wskazaniem omomierza
wynosi #(4) = 2,7764 przy poziomie ufnosci 95 %. Zatem niepew-
nos$¢ rozszerzona wynosi

N

U =kyy \/{354)”(&)}2 +u*(6R, )+ u* (R, )+u*(6R, ) +u*(5R, )

=011 Q

a wspotezynnik rozszerzenia

k= v =234

uc(ey)

gdzie
ug(eg)=u (R, )+u(0R, )+’ (R, )+u® (oR, ) +u® (R, )

Obliczenia metoda FFT

Obliczenia przy uzyciu programu komputerowego dzialajacego
metoda szybkiej transformaty Fouriera daty nastgpujace wyniki:

U=0,11Q
k=232

Roznica pomigdzy wartosciami obliczonymi metoda przyblizong
i doktadna wynosi 0,86 %.

7. Wzorcowanie woltomierza

Woltomierz wzorcowany jest przy uzyciu kalibratora napigcia.
Roéwnanie btedu wskazania woltomierza ma postac

[ :Vw +5VW _Vk _§Vk
gdzie
V., — wskazanie woltomierza
oV, —rozdzielczos$¢ odczytu wskazania woltomierza
Vi —napigcie kalibratora
oV —poprawka wartosci napigcia kalibratora

W réwnaniu wystepuja cztery wielkosci wejsciowe:

1) Wskazanie woltomierza — V,
Wykonano seri¢ dziesigciu odczytéw, ktoérych wyniki zesta-
wiono w tab. 4. Rozrzut estymaty wskazania, jako wartosci
$redniej opisany jest rozktadem Studenta z liczba stopni swo-
bodyv=n-1=9

)=s(7, )= sy _00T Vo015 v

J10

u(V

w

B
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Tab.4. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu woltomierza
Tab. 4. Measurement data in voltmeter calibration

100,1 V
100,1 V
100,1 V
100,0 V
100,1 V
100,1 V
100,1 V
1002 V
100,1 V

100,1 V

Vy 100,1 V
(V) 0,047V

Wartosci odczytow

2) Rozdzielczos¢ odczytu wskazania woltomierza — oV,
Warto$¢ odpowiadajaca ostatniej wskazanej cyfrze woltomie-
rza: 0,1 V

u(éVy )= 0LV _ 0029 v

23

3) Napigcie kalibratora — V.
Napigcie kalibratora wynosito 100 V. W §wiadectwie wzor-
cowania podano, ze dla powyzszego napigcia niepewnosc
rozszerzona wynosi U= 0,002 V (k =2)

=0,001 V

0,002 V
u(v, )= BT—

4) Poprawka wartosci napiecia kalibratora — oV
Na podstawie danych producenta wyznaczono graniczna war-
to$¢ poprawki z formuty: 0,0001 Vi + 1 mV

0011V

u(Wk)_ N

Wszystkie wielkosci zestawiono w tabeli budzetu niepewnosci
(tab.5).

=0,0064 V

Tab. 5. Budzet niepewnosci bledu wskazania woltomierza
Tab. 5. Uncertainty budget of voltmeter indication error

sxmbol niepew- rozklad wspo{— ud;lal stopnie
wielko- | estymata nosé czynnik nie- SWo-
‘. . o prawdopo- o
sci wielkosci standar- - wrazli- | pewno- | body
dobiefistwa . -
dowa wosci sci
\Y \Y \Y
Vi 100,1 0,015 Studenta 1 0,015 9
[ 0 0,029 prostokatny 1 0,029 )
Vi 100 0,001 normalny -1 -0,001 o0
Wy 0 0,0064 prostokatny -1 -0,0064 )
o 0.1 | I 0.033 [ 219

Obliczenia metoda analityczna

Wielkoscia wejsciowa opisang rozkladem prostokatnym
o najwigkszym udziale jest rozdzielczo$¢ wskazania JV,. Dla
wielkosci tej iloraz udziatu wynosi r, = 1,778. Z tabeli 1 mozna
odczytaé, ze wspdtczynnik kpy = 1,83. Kwantyl rozktadu Studenta
dla wielkosci wejsciowej V,, zwiazanej ze wskazaniem woltomie-
rza wynosi #9) = 2,2622 przy poziomie ufnosci 95 %. Zatem
niepewnos$¢ rozszerzona wynosi

2
U =k [f,g%m)j w6V V(7 )+ o (7 ) = 0.063 V
N

a wspotczynnik rozszerzenia

k=

gdzie ucz(ew):uz(Vw)+ u2(5Vw)+ uz(Vk)+M2(5Vk)
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Obliczenia metoda FFT

Obliczenia przy uzyciu programu komputerowego dziatajacego
metoda szybkiej transformaty Fouriera daty nastepujace wyniki:

U=0,063V
k=1,892

Roéznica w obliczeniach metoda przyblizona w stosunku do do-
ktadnej wynosi 0,01 %, czyli jest w tym przypadku pomijalna.

8. Wnioski korncowe
Obie metody w tych dwoch przypadkach daja takie same rezultaty.

Artykut ten powstat dzigki projektowi badawczemu Nr 3 T10C
040 27 finansowanemu przez KBN
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