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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p r a c y  p r z e d s t a w ion o m e t od ę  m in im a l iz a c j i p u l s a c j i m om e n t u  e l e k t r o-
m a g n e t y c z n e g o p r z y  u ż y c iu  m a g n e s ó w  z e  s k os e m  z m ie n ia j ą c y m  s ię  
s k ok ow o w  k ie r u n k u  os i m a s z y n y . O m ó w ion o a l g or y t m  ob l ic z e ń ,  w y n ik i 
op t y m a l iz a c j i k s z t a ł t u  m a g n e s ó w  t r w a ł y c h  or a z  w p ł y w  m od y f ik a c j i  
n a  m om e n t  e l e k t r om a g n e t y c z n y  n a  p r z y k ł a d z ie  s il n ik a  b e z s z c z ot k ow e g o 
m a ł e j  m oc y  d o n a p ę d u  w e n t y l a t or a . W y n ik i ob l ic z e ń ,  c z ę ś c iow o  
z w e r y f ik ow a n e  d oś w ia d c z a l n ie ,  p ot w ie r d z a j ą  s k u t e c z n oś ć  p r op on ow a n e j  
m e t od y . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  m a g n e s y  t r w a ł e ,  m a s z y n y  w ir u j ą c e ,  m om e n t  z a c z e p ow y ,  
u k os ow a n ie ,  op t y m a l iz a c j a . 
 
O p t im iz at io n o f  t h e  p e rm ane nt  m ag ne t s   
s h ap e  in a b ru s h l e s s  D C  m o t o r 

 
A b s t r a c t  

 
T h e  p a p e r  p r e s e n t s  t h e  m e t h od  f or  r e d u c in g  t or q u e  p u l s a t ion  u s in g  s k e w e d  
m a g n e t s  w it h  d is c r e t e  s k e w  a n g l e . An  e l a b or a t e d  a l g or it h m ,  t h e  r e s u l t s  of  
op t im iz a t ion  of  p e r m a n e n t  m a g n e t  s h a p e  a s  w e l l  a s  t h e  im p a c t  of  m a g n e t ic  
c ir c u it  m od if ic a t ion  on  t h e  e l e c t r om a g n e t ic  t or q u e  on  a  b a s is  of  l ow -p ow e r  
f a n  m ot or  a r e  p r e s e n t e d . T h e  c a l c u l a t ion  r e s u l t s ,  p a r t ia l l y  b a c k e d  b y  t h e  
m e a s u r e m e n t s  p r ov e  t h e  e f f ic ie n c y  of  p r op os e d  m e t h od . 
 
K e y w o r d s :  p e r m a n e n t  m a g n e t s ,  r ot a t in g  m a c h in e s ,  c og g in g  t or q u e ,  s k e w ,  
op t im iz a t ion .  
1 .  W s t ę p  
 
N owe generac je wy s okoenergety c zny c h  magnes ó w trwał y c h  

zap ewniają  wartoś ć  ind ukc ji magnety c znej w s zc zel inie p o-
wietrznej s il nika el ektry c znego rzę d u 1 . 0 -1 . 2  T .  T o z kol ei p ozwa-
l a uzy s kać  wię ks ze wartoś c i momentu el ektromagnety c znego,  
jed nak ró wnież  p rzy c zy nia s ię  d o znac znego wzros tu momentu 
od  zę bó w w s il nikac h  z uż ł obkowany m s tojanem.  R ed ukc ja mo-
mentu zac zep owego w s il nikac h  z magnes ami trwał y mi jes t 
jed ny m z obec ny c h  trend ó w bad awc zy c h  [ 1 -2 ] .  I s tnieje s zereg 
metod  umoż l iwiają c y c h  minimal izac ję  momentu zac zep owego.  S ą  
to d oś ć  s komp l ikowane mod y f ikac je obwod u magnety c znego 
mas zy ny ,  z któ ry c h  najp op ul arniejs zą  jes t ukos owanie p akietu 
s tojana.  Z nane s ą  ró wnież  rozwią zania al ternaty wne,  w któ ry c h   
w miejs c e s koś nego s tojana s tos uje s ię  ukos owanie magnes ó w 
trwał y c h  [ 2 ] .   
W  konwenc jonal ny c h  mas zy nac h  el ektry c zny c h ,  bieguny  wzbu-

d zenia ( magnes y  trwał e)  mogą  by ć  zł oż one z d wó c h  l ub wię ks zej 
il oś c i s egmentó w w kierunku os i wirnika ( ry s .  1 a) .  T aka kons truk-
c ja umoż l iwia uzy s kanie ef ektu ukos owania magnetowod u p o-
p rzez od p owied nie p rzemies zc zanie p os zc zegó l ny c h  s egmentó w 
wzgl ę d em s iebie ( ry s .  1 b) .  S p os ó b uł oż enia s egmentó w w c el u 

uzy s kania minimal izac ji p ul s ac ji momentu wy maga jed nak wie-
l owariantowy c h  obl ic zeń  op ty mal izac y jny c h .   
 

 
a)                 b )  

          
R y s .  1 .   P od z i ał k a b i e gunow a w i r ni k a s i l ni k a:  a)  magne s  d w us e gme nt ow y ;   

b )  magne s  d w us e gme nt ow y  – uk os ow ani e  
F i g.  1 .   O ut l i ne  of  t h e  s i ngl e  p ol e -p i t c h  of  t h e  mot or :  a)  t w o-s l i c e  P M  w i t h out  

d i s l oc at i on,  b )  t w o-s l i c e  P M  w i t h  d i s l oc at i on  
D uż e kos zty  obl ic zeniowe zwią zane z anal izą  p ol ową  p rzy  uż y -

c iu tró jwy miarowej ( 3 D )  metod y  el ementó w s koń c zony c h  ( M E S ) ,  
wy mus ił y  zas tos owanie up ros zc zonego p od ejś c ia.   
W  niniejs zej p rac y  p rzed s tawiono op ty mal izac ję  ks ztał tu magne-

s ó w trwał y c h  o s kos ie zmienny m s kokowo.  O p rac owany  mod el  
zos tał  zwery f ikowany  obl ic zeniami w p rzes trzeni tró jwy miarowej 
oraz bad aniami d oś wiad c zal ny mi.  J es t to jed en z kierunkó w bad ań  
p rowad zony c h  w Z akł ad zie M as zy n E l ektry c zny c h  P ol itec h niki 
O p ol s kiej.  
 

2 .  Mo d e l  f iz y c z ny  s il nik a 
 
N a ry s unku 2  p rzed s tawiono s trukturę  oraz mod el  f izy c zny  bad a-

nego s il nika el ektry c znego.  J es t to d wup as mowy  s il nik bezs zc zot-
kowy  p rą d u s tał ego nowej kons trukc ji z zewnę trzny m wirnikiem.  
W irnik s il nika s tanowi p akietowane jarzmo z magnes ami trwał y -
mi.  J ako wzbud zenie s il nika zas tos owano wy s okoenergety c zne 
magnes y  trwał e s egmentowe ( Br=1 T ,  Hc=-7 0 0 kA / m) .  S il nik zos tał  
zap rojektowany  d o nap ę d u wenty l atora.   
 
 

      
R y s .  2 .   S t r uk t ur a b ad ane go s i l ni k a 
F i g.  2 .   V i e w  of  t h e  mot or  p r ot ot y p e   
P od s tawowe p arametry  el ektry c zne bad anego p rototy p u s il nika 

el ektry c znego s ą  nas tę p ują c e:  moc  s il nika – 1 5 0 W ,  nap ię c ie zas il a-
nia - 6 V ,  p rą d  – 3 0 A ,  p rę d koś ć  – 1 5 0 0  obr/ min.  Ś red nic a zewnę trz-
na wy nos ił a 1 1 2 mm,  a c ał kowita d ł ugoś ć  - 3 0 mm.  
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3. M o d e l  m a t e m a t y c z n y  
 
Do obliczeń badanego silnika elektrycznego zastosowano tró j -

wymiarową  metodę elementó w skończonych  (M E S ) [ 6 ] . A nalizo-
wano p ole magnetostatyczne p omij aj ą c zj awisko h isterezy oraz 
p rą dó w wirowych . M odel numeryczny zach owuj e symetrię obro-
tową  względem dwó ch  p odział ek biegunowych . M odelowanie 
ruch u wirnika p rzep rowadzono p rzy uż yciu metody ruch omej  
warstwy,  zakł adaj ą c stał ą  p rędkoś ć  obrotową . N a rys. 3  p rzedsta-
wiono model matematyczny badanego silnika wraz z siatką  dys-
kretyzacyj ną . P o dyskretyzacj i siatka modelu silnika skł adał a się  
z 1 3 5 0 0 0  elementó w oś miowęzł owych  (1 4 5 8 8 6  węzł ó w). M oment 
elektromagnetyczny rozwij any p rzez badany silnik wyznaczono 
na p odstawie tensora nap ręż eń M ax wella. 
 
 

  
R y s .  3 .   M o d el  m at em at y c z ny  s il nik a w r az  z  s iat k ą  d y s k r et y z ac y jną  o r az   

w ar u nk am i b r z eg o w y m i 
F ig .  3 .   N u m er ic al  m o d el  o f  t h e m o t o r  w it h  c al c u l at io n m es h  and  b o u nd ar y   

c o nd it io ns  
 
K oszty obliczeniowe zwią zane z obliczeniami p olowymi  

w p rzestrzeni 3 D są  na tyle wysokie,  ż e op tymalizacj a kształ tu 
magnesó w trwał ych  z wykorzystaniem p rzedstawionego modelu 
nie j est op ł acalna. Dlatego zastosowano model up roszczony 
bazuj ą cy na czą stkowych  wynikach  z modelu 3 D. M odel ten 
wch odzi w skł ad op racowanej  p rocedury op tymalizacj i. N a rysun-
ku 4  p okazano szkic p odział ki biegunowej  wirnika wraz z p rzyj ę-
tymi oznaczeniami. O p is p rocedury p rzedstawiono p oniż ej . 
 
 

  
R y s .  4 .   S z k ic  p o d z iał k i b ieg u no w ej w ir nik a w r az  z  o z nac z eniam i 
F ig .  4 .   O u t l ine o f  t h e s ing l e p o l e-p it c h  o f  t h e m o t o r  
 
N iech  n oznacza liczbę segmentó w na któ re p odzielono magnes 

trwał y,  a k numer segmentu gdzie (k=1 ,  2 ,  ...,  n). N astęp nie niech  
α będzie rozp iętoś cią  ką tową  k-tego segmentu magnesu trwał ego 
a β - rozp iętoś cią  ką tową  p odział ki biegunowej  wirnika. N astęp nie 
niech  γk  będzie p rzesunięciem ką towym k-tego segmentu magnesu 
trwał ego (rys. 4 ),  natomiast h dł ugoś cią  bieguna wzbudzenia.  
Z atem h/ n będzie oznaczać  wysokoś ć  p oj edynczego segmentu 
magnesu trwał ego.  
 

Dalej ,  wp rowadzono następ uj ą ce ograniczenia:  
• szerokoś ć  wszystkich  segmentó w magnesu trwał ego j est taka 
sama ró wna α;  

• maksymalny ką t p rzesunięcia k-tego segmentu magnesu trwa-
ł ego j est ograniczony γk ≤ β-α; 

• minimalny krok p rzesunięcia to 1  stop ień; 
• dla segmentu o numerze k = 1   γ1 = 0 . 
Z  p oj edynczym n-tym segmentem magnesu trwał ego j est zwią -

zana ką towa zmiennoś ć  momentu zaczep owego okreś lona zależ -
noś cią :  

),()( ΘΘ TaT kk =         (1 ) 
 
gdzie:  T(Θ) j est ką tową  zmiennoś cią  momentu zaczep owego wy-
twarzanego p rzez badany silnik (dla magnesó w bez p odział u na 
segmenty),  wyznaczoną  na p odstawie obliczeń 3 D,  natomiast ak 
j est wsp ó ł czynnikiem wagowym okreś lonym następ uj ą cym wyra-
ż eniem:  
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P
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gdzie:  Pi j est p olem p owierzch ni p od krzywą  (rys. 5 ). 
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R y s .  5 .   Z m ienno ś ć  m o m ent u  z ac z ep o w eg o  w  f u nk c ji d ł u g o ś c i m ag nes u  t r w ał eg o  
F ig .  5 .   V ar iat io n o f  t h e c o g g ing  t o r q u e v s .  P M  l eng t h  
 
M oment rozwij any p rzez silnik nie j est stał y na cał ej  dł ugoś ci 

czynnej  maszyny elektrycznej  (rys. 5 ). P rzedstawiona zmiennoś ć  
momentu zaczep owego T(z) w f unkcj i dł ugoś ci czynnej  silnika 
został a wyznaczona dla magnesu j ednosegmentowego na p odsta-
wie tró j wymiarowych  obliczeń p olowych . M oment rozwij any 
p rzez p oj edynczy k-ty segment magnesu trwał ego zależ y od j ego 
p oł oż enia na dł ugoś ci silnika i j est p rop orcj onalny do p ola p od 
krzywą  (rys. 5 ). Dla dowolnego p oł oż enia wirnika względem 
stoj ana (Θ = Θ0) j est p rawdziwe ró wnanie:  
 

,zTT j∑
=

= =
s

1j
)()(

0ΘΘΘ          (3 ) 

 
gdzie:  s j est liczbą  p unktó w na osi z,  dla któ rych  wyznaczono T(z). 
W yp adkowy moment zaczep owy wytwarzany p rzez badany sil-

nik moż na zatem zap isać  za p omocą  następ uj ą cego ró wnania:  
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n
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dla p rzyp adku,  gdy   γk=0 ,    (k=1 ,  2 ,  ...,  n),     Tr(Θ)=T(Θ),  (Tr =T). 
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Optymalny kształt magnesu będzie odpowiadał minimum funk-
c ji c elu σ okr eś lonej następują c ą  zależ noś c ią :  
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gdzie:  m jest lic zbą  punktó w w któ r yc h  wyznac zono okr es zmien-
noś c i momentu zac zepowego w funkc ji obr otu wir nika.  P owyż sza 
funkc ja jest odc h yleniem standar dowym od war toś c i zer owej.  
Z atem pr zypadek  σ = 0  odpowiada silnikowi,  w któ r ym moment 
zac zepowy jest r ó wny zer o.  A by uzyskać  jednoznac zne r ozwią za-
nie postawionego zadania optymalizac yjnego,  należ y jeszc ze 
okr eś lić  w jaki sposó b należ y układać  magnesy tr wałe na jar z-
mie wir nika.  W  liter atur ze pr oponuje się kilka moż liwyc h  r oz-
wią zań  magnesó w tr wałyc h  o c ią głym skosie [ 2 ] .  W  niniejszej 
pr ac y r ozważ ania ogr anic zono do magnesó w o skosie jednostr on-
nym ( r ó wnoległym) .  
 
4. Z a d a n i a  t e s t o w e  
 
Oblic zenia pr zepr owadzono dla α/β = 3 3 /4 5 ,  pr zyjmują c  biegun 

wzbudzenia składają c y się z dwó c h  segmentó w ( k = 2 ) .  N ajwiększą  
r edukc ję momentu od zębó w uzyskuje się dla ζ= 0 . 5  or az  γ2= 1 1 .  
N a r ysunkac h  6  i 7  pokazano ką tową  zmiennoś ć  momentu za-

c zepowego dla pr zypadku ξ = 0 , 5  pr zy r ó ż nyc h  ką tac h  pr zesunięc ia 
segmentó w magnesu tr wałego.  P or ó wnano wyniki oblic zeń  wyko-
nanyc h  metodą  upr oszc zoną  or az metodą  elementó w skoń c zo-
nyc h  z pomiar ami na modelu fizyc znym.  U zyskano dobr ą  zgod-
noś ć  wynikó w.  
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R y s .  6 .   K ąt ow a zm i en n oś ć  m om en t u  zac zepow eg o ( ξ = 0 , 5 ;  γ2 = 0  – pr ot ot y p)  
F i g .  6 .   A n g u l ar  v ar i at i on  of  t h e c og g i n g  t or q u e    ( ξ = 0 . 5 ,  γ2 = 0 , – pr ot ot y pe)  
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R y s  .  7 .   K ąt ow a zm i en n oś ć  m om en t u  zac zepow eg o  ( ξ = 0 , 5 ,  γ2= 1 1 )  
F i g .  7 .   A n g u l ar  v ar i at i on  of  t h e c og g i n g  t or q u e     ( ξ = 0 . 5 ,  γ2 = 1 1 )  
 

R ó wnie istotne jest okr eś lenie wpływu skosu magnesó w na war -
toś ć  momentu elektr omagnetyc znego r ozwijanego pr zez silnik.  
P r zy zmniejszeniu momentu elektr omagnetyc znego o 8 %  uzy-
skano ponad 2 -kr otne zmniejszenie jego pulsac ji.   
R ysunek 8  ilustr uje ką tową  zmiennoś ć  momentu elektr omag-

netyc znego r ozpatr ywanyc h  modyfikac ji konstr ukc yjnyc h  silnika.  
S zer sze omó wienie pr oblemó w optymalizac ji kształtu magne-

só w tr wałyc h  zawier ają  pr ac e autor a [ 3 ,  4 ,  5 ] .  
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R y s .  8 .   K ąt ow a zm i en n oś ć  m om en t u  el ek t r om ag n et y c zn eg o ( pr zy  zas i l an i u   

j ed n eg o pas m a s i l n i k a b ez pr zeł ąc zeń ,  I = 2 0 A )  
F i g .  8 .   A n g u l ar  v ar i at i on  of  t h e t or q u e d ev el oped  b y  t h e m ot or  f or  on e-ph as e 

s u ppl y  w i t h ou t   s w i t c h -ov er s  ( I =  2 0 A )  
 
 
5 . W n i o s k i  
 
U zyskane wyniki oblic zeń  potwier dzają  popr awnoś ć  zastosowa-

nej metody minimalizac ji momentu zac zepowego w silnikac h   
z magnesami tr wałymi.  P ełne oblic zenia optymalizac yjne wyma-
gają  pr zepr owadzenia analizy dla kilku szer okoś c i magnesu tr wa-
łego.   
P r ezentowana metoda optymalizac ji kształtu magnesó w tr wałyc h  

moż e być  skutec znym nar zędziem do pr ojektowania pr zetwor ni-
kó w elektr omec h anic znyc h  z magnesami tr wałymi.  
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