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Streszczenie

Konwersja a-c z sygnatem ditherowym i z usrednianiem jest skuteczng
metoda redukcji wariancji blgdu kwantowania w systemach pomiarowych
z cyfrowym algorytmem pomiaru. Podano zaleznos¢ opisujaca wariancj¢
bledu kwantowania tak zmodyfikowanej konwersji. Sformutowano zasady
doboru parametrow konwersji i okreslono ich wartosci dla przypadku
ditheru gaussowskiego.

Slowa kluczowe: system pomiarowy, bfad kwantowania, dither

Optimization of the parameters of A-D
conversion with dither signal and averaging
according to criterion of the quantization
error variance

Abstract

A-D conversion with dither signal and with averaging is an effective
method for reducing the variance of quantization error in measuring
systems with a digital measuring algorithm. A dependence was given,
describing the variance of quantization error of the conversion modified
using such method. The rules for selecting the conversion parameters were
formulated as well as their values for the case of Gaussian dither.
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1. Wstep

W systemach pomiarowych z cyfrowym algorytmem pomiaru
proces pomiarowy jest podzielony na dwa etapy. W pierwszym
etapie sa zbierane i zapamigtywane dane wejsciowe systemu. Ma
on charakter pomiaru bezposredniego. W drugim etapie jest esty-
mowana prawdziwa wartos¢ wielkosci mierzonej, na podstawie
uprzednio zgromadzonych danych. Ma on charakter pomiaru posred-
niego. Wynikiem pomiaru jest warto$¢ estymaty. Niepewnos¢ wyniku
pomiaru jest wigc tozsama z niepewnoscig wyniku estymacji.

Najistotniejsze przyczyny powstawania niepewnosci wyniku
pomiaru sa nastegpujace:

- niepewnos¢ zaewidencjonowanych danych x,,...,x,,w,...,w,,,

(wielkosci gtowne i wptywajace),

- wlasciwosci estymatora 6:

o statystyczne (obciazenie, wariancja...),

e deterministyczne (posta¢ matematyczna, z ktdrej wynika spo-

sob, w jaki propaguja si¢ niepewnosci danych).

Operacjg niezmienniczg systemow pomiarowych z cyfrowym
algorytmem pomiaru jest konwersja a-c. Z tego powodu jej wptyw
na niepewnos$¢ wyniku pomiaru (bezposredniego, rys. 1) zawsze
bedzie przedmiotem analizy i oceny. Jednoczesnie nieustannie
doskonalone s metody majace na celu ograniczenie tego wptywu.
Obecnie najczgséciej stosowane metody to:

- korekcja wynikow konwersji a-c metoda ,,look-up table”,
- konwersja a-c z sygnatem ditherowym i z usrednianiem.
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Rys. 1. Pomiar, wynik pomiaru, niepewnos¢ wyniku pomiaru w systemach
pomiarowych z cyfrowym algorytmem pomiaru

Fig. 1. Measurement, result of measurement, uncertainty of measurement
of a measuring system with digital measuring algorithm

Przedstawione w dalszej czg$ci zagadnienia dotycza metody
drugiej. W szczegolnosci przedstawiono jak zmienia si¢ wariancja
btedu kwantowania i jak mozna wptywac na jej wartos$¢ ksztattu-
jac wzajemne relacje miedzy parametrami zmodyfikowanej kon-
wersji a—c.

2. Konwersja a-c z sygnatem ditherowym
i z usSrednianiem

Dither jest dodatkowym sygnalem podawanym na wejscie
uktadu konwersji a-c, ktory konwertowany tacznie z sygnalem
przetwarzanym, zmienia wlasciwosci operacji kwantowania
i stwarza mozliwosci ich kontroli i formowania. Schemat takiej
konwersji przedstawia rys. 2.

=|

Rys. 2. Konwersja a-c z sygnatem ditherowym i z przetwarzaniem c-c
Fig.2.  A-D conversion with dither signal and d-d processing

Z punktu widzenia celu (redukcja bledu kwantowania) cechy
sygnatu ditherowego musza by¢ nastgpujace:
- niezalezno$¢ od sygnatu przetwarzanego,
- szum bialy (impulsowa autokorelacja) o zerowej wartosci sredniej,
- symetryczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa (z uwagi na
réwnomierng charakterystyke kwantyzatora).
Bywaja sytuacje, w ktorych ditherem moze by¢ szum tkwiacy
w przetwarzanym sygnale wejsciowym (,,self-dither”).
Przetwarzanie c-c to w ogdlnosci operacja usredniajaca. Moze
to by¢ usrednianie z kumulacja lub usredniania metoda Sredniej
ruchomej. Dalsze analizy dotyczy¢ beda przypadku z zastosowa-
niem usredniania pierwszego typu. Moze ono by¢ stosowane
wobec sygnaldw powtarzalnych. Zasade takiego usredniania
zilustrowano na rys. 3. Usrednianie z kumulacjg polega na zebra-
niu M-wartosci w pewnym oknie czasowym i powtdrzenie tego
N-krotnie (N repetycji). Poszczegdlne repetycje nie zachodza na
siebie. Momenty poczatkdéw repetycji sa zsynchronizowane. Wy-
nikiem jest ciag M S$rednich, kazda wyznaczona z N wartosci
wedhug zaleznosci (1):
_ 1 &
X, :ﬁ;x,, . Q)
Cecha usredniania metoda z kumulacja jest to, iz sktadowe deter-
ministyczne dodaja si¢ spdjnie (warto$¢ Srednia jest taka sama jak
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warto$¢ pojedyncza), a sktadowe losowe sg usredniane do matej
warto$ci na skutek ich niespdjnosci.

| M - WARTOSCI |

[ 4 o ]

N - REPETYCJI
=

Rys. 3. Zasada u$redniania — metoda z kumulacja
Fig.3. Principle of averaging — cumulative method

Randomizacja btgdu kwantowania, a nastepnie jego redukcja
w wyniku usredniania jest gléwna idea wykorzystywana w kon-
wersji a-c z sygnaltem ditherowym i z usrednianiem.

3. Wariancja btedu kwantowania w przypadku
konwersji a-c z sygnatem ditherowym
i z usrednianiem

Sygnat podlegajacy przetworzeniu a-c (rys. 2) jest suma sygna-
hu pomiarowego i ditheru:

Yy =8;+dy )

i=1,..,N -liczba/numer repetycji, j =1, ... , M -  liczba/numer
warto$ci w pojedynczej repetycji. Wszystkie j-te probki z wszyst-
kich repetycji maja warto$ci rozniace si¢ migdzy soba sktadnikiem
szumowym d;;. Sktadnik deterministyczny s; jest w kazdej repety-
cji taki sam. W wyniku przetworzenia a-c otrzymuje si¢ sygnat:

X, :Q(sj +dt.j)s (©)

O - kwantowanie. Blad kwantowania jest r6znica miedzy sygna-
fem skwantowanym i sygnatem kwantowanym:

e, =%, -5, 4)

Jesli stosowana jest konwersja a-c z sygnatlem ditherowym

i z usrednianiem, wartosci po konwersji okresla zaleznos$¢ (1).

Btad kwantowania tak zmienione]j operacji jest wowczas roznica

migdzy ostatecznym rezultatem konwersji i sygnalem kwantowa-
nym:

e. =X —8.- (5)

J J J

W przypadku nieskonczonego zbioru repetycji (N—), zaleznosci
(1), (4), (5) przyjmuja posta¢ odpowiednio:

E[f./]: E[xi/']’ (©)
E[e,/.]:E[xi,.]—s/.a )
E[E./]: E[e!/']' ®)

A. Wariancja bledu kwantowania w przypadku nieskonczone-
go zbioru repetycji

Ogodlna zaleznos¢ (nie zaleznie od typu ditheru) opisujaca wa-
riancje btedu kwantowania w przypadku konwersji a-c z sygnatem
ditherowym i z usrednianiem (nieskonczony zbior repetycji N—oo,
skonczony zbidr wartosci M < o) wynika z ponizej przedstawio-
nego ciagu przeksztatcen:
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o7 4{52} - %z( ~5,} } [ﬁi(E[x,,] o) J B0

J=

Zaleznos¢ opisujaca £ [ ] wyznacza si¢ z definicji wartosci ocze-

kiwanej, wykorzystujac postaé¢ funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa btedu kwantowania wyprowadzona w [2] i uwzgledniajac, ze
sygnatem kwantowanym jest suma s+d. Biorac pod uwage, iz
funkcja gestosci prawdopodobienistwa ditheru jest rzeczywista
i parzysta, co oznacza, ze odpowiadajaca jej funkcja charaktery-

styczna @, ma takze takie cechy, zalezno$¢ £ [e,./.] mozna uszcze-

@d[z”kj-sin(z”k-s,] (10)
q q

q - rozdzielczo$¢ przetwornika A/C. Z (9) i (10) wynika ostatecz-
nie, ze wariancja btedu kwantowania, w konwersji wedlug warian-
tu w2, ma postaé:

gotowié nastgpujaco:

L3 ka2 (an

Ze wzgledoéw praktycznych najkorzystniejszy jest dither gaussow-
ski [1]. Odpowiadajaca mu funkcja charakterystyczna jest naste-

pujaca [2]:
72| 2| g2
CDd(z”k]:e e, (12)
q

o’ - wariancja sygnatu ditherowego. Wariancja biedu kwantowa-

nia wyniesie wowczas:

SN R e%[%f“‘ (13)

© 2 2
Y e

W praktyce przyjecie pierwszego wyrazu szeregu jest wystarcza-
jaco dobrym przyblizeniem tej zaleznosci [1], czyli mozna przy-
jagc, ze:

k=1 e (14)

Whioski A

Al. Wariancja bledu kwantowania w przypadku N—oco ma
warto$¢ skonczong i r6zng od zera. Nie wynika to z czesto
stosowanej dla w2 uproszczonej zaleznosci przyblizone;j:

~(¢? 112+ 62)/N-

A2. W przypadku zaniku ditheru wariancja btedu kwantowania

staje si¢ zbiezna do 4?/12, co odpowiada wariancji

btedu kwantowania bez sygnatu ditherowego:

(6,20, f,>6, ®,>1, Y1k’ =716, ol >q>/12)-

k=1

B. Wariancja bledu kwantowania w przypadku skonczonego
zbioru repetycji

Ogodlna zaleznos¢ opisujaca wariancj¢ biedu kwantowania
w przypadku konwersji a-c z sygnatem ditherowym 1 z u$rednia-
niem (skonczony zbidr repetycji N < oo, skonczony zbior wartosci
M < o) wynika z ponizej przedstawionego ciagu przeksztalcen:

Eﬁzf(ej)ﬂ‘ifuf(x S, } ZE[x s ¥] as)

J=1
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Wprowadzajac wielkos¢ - btad zastgpienia wielkosci prawdziwej
estymatorem:

(@) (©) )
Ax; =X, —E[x/v]:xj —E[xi/.]:x/. —E[ei/v]—s/v, (16)

J

E[ax, ]=0.

mozna zastapic¢ réznicg X; —s, w zaleznosci (15) suma Ax, + £ [eij]
wynikajaca z zaleznosci (16), sprowadzajac zaleznos¢ (15) do

postaci:
M

o, :$Z(E[(MJ)Z]+(E[%DZ) 17

J=1

Nieskorelowanie btedu zastapienia £ [Ax,/. ~Ax,q.J: Sy Varx; (5, -
delta Kroneckera) oznacza, ze zachodzi £ I(M, )Z J: (1/N)-Var X,

Uwzgledniajac to w zalezno$ci (17), otrzymuje si¢ ostateczng
posta¢ wariancji:

1&(1 O 1 &l
ol=—N|—varx, +Ele.|f | = —> —-Varx.+_c> (18)
q MJ'I(N i ( [l/]) MZN yowTq

J=1

1 q2
o, :N{G‘%—[lz - wajﬂ + 00| (19)

Rdznica w nawiasie okragtym odpowiada zrandomizowanej czesci

btedu kwantowania, redukowanej w wyniku usredniania.
Wariancje bledu kwantowania w przypadku zastosowania ditheru

gaussowskiego mozna otrzymac wstawiajac zaleznos¢ (14) do (19).

Whioski B

B1. Jesli zachodzi konwersja a-c z sygnatem ditherowym ale bez
usredniania (N = 1), to o; =q°/12+0,. Jest to gérna grani-
ca wartosci wariancji w wariancie w2.

B2. Jedli liczba repetycji dazy do nieskonczonosci (N—ow) to
wariancja O'qz dazy do 0'5. Jest to dolna granica wartosci

©

wariancji w wariancie w2.

4. Dobor parametrow konwersji a-c
z sygnatem ditherowym i z usrednianiem

Teoretycznie ,,koszty” zastosowania ditheru to:
- ograniczenie dynamicznego zakresu przetwarzania w stopniu
zaleznym od o,

- wydhluzenie czasu konwersji spowodowane dodatkowa operacja
usredniania,

- zwigkszenie czgstotliwosci pobierania probek spowodowane
dodatkowym uzmiennieniem wartosci (zmodulowaniem warto-
$ci szumem).

W praktycznych zastosowania koszty te nie sg dolegliwe. Mozna

skonfigurowaé system pomiarowy z cyfrowym algorytmem po-

miaru tak by parametry zwyklej konwersji a-c cechowaty sie
pewna ,,nadwyzka mozliwosci” w stosunku do mozliwosci wyko-
rzystywanych.

Istotnym zagadnieniem jest odpowiedni dobdér parametrow
konwersji, czyli ustalenie wartosci o, i N. Z uwagi na zastosowa-

nie takiej konwersji w systemach pomiarowych, najodpowiedniej-
szy jest ich dobdr ze wzgledu na kryterium wariancji btedu kwan-
towania.

Liczba repetycji N moze mie¢ bardzo rézne wartosci. Im jest ich
wigcej tym wigkszy jest stopien redukcji wariancji biedu kwanto-
wania. Istnieje natomiast pewna ich minimalna ilo$¢. Jest to taka
ilo$¢, powyzej ktorej zaczynaja by¢é odczuwalne korzysci z zasto-
sowania ditheru, czyli wariancja bledu kwantowania z ditherem
zaczyna by¢ mniejsza od wariancji btedu kwantowania bez ditheru:
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2
i<t B, N>1+2L. (20)
2 9 _ 52

IR}
—

2 °7

Jesli stosowany jest dither gaussowski, minimalna liczba repetycji
Wynosi:

2
N_ =1+ 94

min —qi_ ) 674”2 [%] )
12 27°

e2y)

W kazdym przypadku minimalna liczba repetycji zalezy od wa-
riancji sygnatu ditherowego.

Wariancje ditheru nalezy dobiera¢ tak by uzyskaé¢ minimaliza-
cje¢ wariancji btedu kwantowania (19), czyli z warunku:

2
do;

m:o. (22)

Jesli stosowany jest dither gaussowski, optymalna warto$¢ jego
wariancji wynosi:
2

&2 :4q7~ln2(N—1)- (23)

Przyktadowo, jesli liczba repetycji N = 100 (standardowo w DAQ
[3]), optymalny dither gaussowski ma &, =0,366g . Wowczas

0,;=0,05g. Gdyby nie stosowano konwersji a-c z sygnatem
ditherowym i1 z usrednianiem, odchylenie standardowe btedu
kwantowania wynositoby o, =q/ Vi2 = 0,29g. Wida¢, ze roznica
migdzy obiema warto$ciami jest bardzo znaczaca.

5. Podsumowanie i wnioski

Zastosowanie w systemach pomiarowych z cyfrowym algoryt-
mem pomiaru kwantowania z sygnatem ditherowym i z usrednia-
niem jest skuteczng metoda redukcji wariancji btedu kwantowania
konwersji a-c (co najmniej o rzad).

Mozna okresli¢ wartosci graniczne wariancji btedu kwantowa-
nia. Gorna granica jest wartoscia okreslona w przypadku kwanto-
wania z ditherem 1 bez usredniania (N = 1). Dolna granica jest
wartos$cia, jaka w granicy osiaga wariancja, gdy usrednianie za-
chodzi po nieskonczonym zbiorze repetycji (N—o). Jest to war-
to$¢ skonczona, rozna od zera.

Parametry - wariancje ditheru i liczbg repetycji, mozna okreslic,
stosujac wariancj¢ btedu kwantowania jako wielkoscia kryterialna.
Przy danej wariancji ditheru istnieje minimalna liczba repetycji,
powyzej ktérej zaczynaja ujawniaé si¢ korzysci polegajace na
redukowaniu si¢ wariancji btedu kwantowania. Przy danej liczbie
repetycji wariancje ditheru wyznacza si¢ jako warto§¢ minimalizu-
jaca wariancj¢ btedu kwantowania.

Sposrod teoretycznie rozwazanych ,kosztow” zastosowania
ditheru, praktyczne znaczenie moze mie¢ jedynie wydluzenie
czasu konwersji.
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