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S t r e s z c z e n i e  
 

Ko n w er s j a  a -c  z  s y g n a ł em  di t h er o w y m  i  z  u ś r edn i a n i em  j es t  s k u t ec z n ą  
m et o dą  r edu k c j i  w a r i a n c j i  b ł ę du  k w a n t o w a n i a  w  s y s t em a c h  p o m i a r o w y c h  
z  c y f r o w y m  a l g o r y t m em  p o m i a r u .  Po da n o  z a l eż n o ś ć  o p i s u j ą c ą  w a r i a n c j ę  
b ł ę du  k w a n t o w a n i a  t a k  z m o dy f i k o w a n ej  k o n w er s j i .  S f o r m u ł o w a n o  z a s a dy  
do b o r u  p a r a m et r ó w  k o n w er s j i  i  o k r eś l o n o  i c h  w a r t o ś c i  dl a  p r z y p a dk u  
di t h er u  g a u s s o w s k i eg o .  
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  s y s t em  p o m i a r o w y ,  b ł ą d k w a n t o w a n i a ,  di t h er  
 Op t i m i z at i o n o f  t h e p aram et ers  o f  A-D  c o nv ers i o n w i t h  d i t h er s i g nal  and  av erag i ng  ac c o rd i ng  t o  c ri t eri o n o f  t h e q u ant i z at i o n  erro r v ari anc e 

 
A b s t r a c t  

 
A-D c o n v er s i o n  w i t h  di t h er  s i g n a l  a n d w i t h  a v er a g i n g  i s  a n  ef f ec t i v e 
m et h o d f o r  r edu c i n g  t h e v a r i a n c e o f  q u a n t i z a t i o n  er r o r  i n  m ea s u r i n g   
s y s t em s  w i t h  a  di g i t a l  m ea s u r i n g  a l g o r i t h m .  A dep en den c e w a s  g i v en ,  
des c r i b i n g  t h e v a r i a n c e o f  q u a n t i z a t i o n  er r o r  o f  t h e c o n v er s i o n  m o di f i ed 
u s i n g  s u c h  m et h o d.  T h e r u l es  f o r  s el ec t i n g  t h e c o n v er s i o n  p a r a m et er s  w er e 
f o r m u l a t ed a s  w el l  a s  t h ei r  v a l u es  f o r  t h e c a s e o f  G a u s s i a n  di t h er .  
 
K e y w o r d s :  m ea s u r em en t  s y s t em ,  q u a n t i z a t i o n  er r o r ,  di t h er  
 1 .  W s t ę p  
 
W  s y s t em ac h  p om iar owy c h  z  c y f r owy m  al g or y t m em  p om iar u  

p r oc es  p om iar owy  j es t  p odz iel ony  na dwa et ap y . W  p ier ws z y m  
et ap ie s ą  z b ier ane i z ap am ię t y wane dane wej ś c iowe s y s t em u . M a 
on c h ar ak t er  p om iar u  b ez p oś r ednieg o. W  dr u g im  et ap ie j es t  es t y -
m owana p r awdz iwa war t oś ć  wiel k oś c i m ier z onej ,  na p ods t awie 
u p r z ednio z g r om adz ony c h  dany c h . M a on c h ar ak t er  p om iar u  p oś r ed-
nieg o. W y nik iem  p om iar u  j es t  war t oś ć  es t y m at y . N iep ewnoś ć  wy nik u  
p om iar u  j es t  wię c  t oż s am a z  niep ewnoś c ią  wy nik u  es t y m ac j i.  
N aj is t ot niej s z e p r z y c z y ny  p ows t awania niep ewnoś c i wy nik u  

p om iar u  s ą  nas t ę p u j ą c e:  
- niep ewnoś ć  z aewidenc j onowany c h  dany c h  MN wwxx ,...,,,..., 11 ,  
( wiel k oś c i g ł ó wne i wp ł y waj ą c e) ,   

- wł aś c iwoś c i es t y m at or a θ: 
• s t at y s t y c z ne ( ob c ią ż enie,  war ianc j a...) ,  
• det er m inis t y c z ne ( p os t ać  m at em at y c z na,  z  k t ó r ej  wy nik a s p o-
s ó b ,  w j ak i p r op ag u j ą  s ię   niep ewnoś c i dany c h ) .  

O p er ac j ą  niez m iennic z ą  s y s t em ó w p om iar owy c h  z  c y f r owy m  
al g or y t m em  p om iar u  j es t  k onwer s j a a-c . Z  t eg o p owodu  j ej  wp ł y w 
na niep ewnoś ć  wy nik u  p om iar u  ( b ez p oś r ednieg o,  r y s . 1 )  z aws z e 
b ę dz ie p r z edm iot em  anal iz y  i oc eny . J ednoc z eś nie nieu s t annie 
dos k onal one s ą  m et ody  m aj ą c e na c el u  og r anic z enie t eg o wp ł y wu . 
O b ec nie naj c z ę ś c iej  s t os owane m et ody  t o:  
- k or ek c j a wy nik ó w k onwer s j i a-c  m et odą  „ l ook -u p  t ab l e” ,  
- k onwer s j a a-c  z  s y g nał em  dit h er owy m  i z  u ś r ednianiem .  

SYSTEM  POMIAROWY  Z  CYFROWYM  ALGORYTMEM  POMIARU 
ZB IERAN IE I ZAPAMIĘ TYWAN IE D AN YCH   

 
MN wwxx ,...,,,... 11   

ESTYMACJ A 
cyfrowy algorytm przetwarzania d anych   

 
( )MN wwxxw ,...,,,... 11θ=  

WYN IK  ESTYMACJ I 

N IEPEWN OŚ Ć  WYN IK U ESTYMACJ I 

P O M I A R  B E Z P O Ś R E D N I  P O M I A R  P O Ś R E D N I  

P O M I A R  W Y N I K  P O M I A R U  I  N I E P E W N O Ś Ć  W Y N I K U  P O M I A R U    
R y s .  1 .   P om i ar ,  w y n i k  p om i ar u ,  n i e p e w n oś ć  w y n i k u  p om i ar u  w  s y s te m ac h   

p om i ar ow y c h  z  c y f r ow y m  al g or y tm e m  p om i ar u  
F i g .  1 .   M e as u r e m e n t,  r e s u l t of  m e as u r e m e n t,  u n c e r tai n ty  of  m e as u r e m e n t  

of  a m e as u r i n g  s y s te m  w i th  d i g i tal  m e as u r i n g  al g or i th m   
 
P r z eds t awione w dal s z ej  c z ę ś c i z ag adnienia dot y c z ą  m et ody  

dr u g iej . W  s z c z eg ó l noś c i p r z eds t awiono j ak  z m ienia s ię  war ianc j a 
b ł ę du  k want owania i j ak  m oż na wp ł y wać  na j ej  war t oś ć  k s z t ał t u -
j ą c  wz aj em ne r el ac j e m ię dz y  p ar am et r am i z m ody f ik owanej  k on-
wer s j i a–c .  
 2 .  Ko nw ers j a a-c  z  s y g nał em  d i t h ero w y m   i  z  u ś red ni ani em  

 
D it h er  j es t  dodat k owy m  s y g nał em  p odawany m  na wej ś c ie 

u k ł adu  k onwer s j i a-c ,  k t ó r y  k onwer t owany  ł ą c z nie z  s y g nał em  
p r z et war z any m ,  z m ienia wł aś c iwoś c i op er ac j i k want owania  
i s t war z a m oż l iwoś c i ic h  k ont r ol i i f or m owania. S c h em at  t ak iej  
k onwer s j i p r z eds t awia r y s . 2 . 
 
 

x y   x

d 

s A-C C-C 

AV ,  F I R    
R y s .  2 .   K on w e r s j a a-c  z  s y g n ał e m  d i th e r ow y m  i  z  p r z e tw ar z an i e m  c -c   
F i g .  2 .   A-D  c on v e r s i on  w i th  d i th e r  s i g n al  an d  d -d  p r oc e s s i n g   
 
Z  p u nk t u  widz enia c el u  ( r edu k c j a b ł ę du  k want owania)  c ec h y  
s y g nał u  dit h er oweg o m u s z ą  b y ć  nas t ę p u j ą c e:  
- niez al eż noś ć  od s y g nał u  p r z et war z aneg o,  
- s z u m  b iał y  ( im p u l s owa au t ok or el ac j a)  o z er owej  war t oś c i ś r edniej ,   
- s y m et r y c z na f u nk c j a g ę s t oś c i p r awdop odob ień s t wa ( z  u wag i na 
r ó wnom ier ną  c h ar ak t er y s t y k ę  k want y z at or a) .  

B y waj ą  s y t u ac j e,  w k t ó r y c h  dit h er em  m oż e b y ć  s z u m  t k wią c y   
w p r z et war z any m  s y g nal e wej ś c iowy m  ( „ s el f -dit h er ” ) . 
P r z et war z anie c -c  t o w og ó l noś c i op er ac j a u ś r edniaj ą c a. M oż e 

t o b y ć  u ś r ednianie z  k u m u l ac j ą  l u b  u ś r edniania m et odą  ś r edniej  
r u c h om ej . D al s z e anal iz y  dot y c z y ć  b ę dą  p r z y p adk u  z  z as t os owa-
niem  u ś r edniania p ier ws z eg o t y p u . M oż e ono b y ć  s t os owane 
wob ec  s y g nał ó w p owt ar z al ny c h . Z as adę  t ak ieg o u ś r edniania 
z il u s t r owano na r y s . 3 . U ś r ednianie z  k u m u l ac j ą  p ol eg a na z eb r a-
niu  M-war t oś c i w p ewny m  ok nie c z as owy m  i p owt ó r z enie t eg o  
N-k r ot nie ( N r ep et y c j i) . P os z c z eg ó l ne r ep et y c j e nie z ac h odz ą  na 
s ieb ie. M om ent y  p oc z ą t k ó w r ep et y c j i s ą  z s y nc h r oniz owane. W y -
nik iem  j es t  c ią g  M ś r ednic h ,  k aż da wy z nac z ona z  N war t oś c i 
wedł u g  z al eż noś c i ( 1 ) : 

 
∑
=

=

N

i
ijj x

N
x

1

1 .               ( 1 )  
 

C ec h ą  u ś r edniania m et odą  z  k u m u l ac j ą  j es t  t o,  iż  s k ł adowe det er -
m inis t y c z ne dodaj ą  s ię  s p ó j nie ( war t oś ć  ś r ednia j es t  t ak a s am a j ak  
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wartość pojedyncza), a składowe losowe są uśredniane do m ałej 
wartości na skutek ich  niespó jności.  
 

Mxxx 11211 ................  

Mxxx 22221 ................  
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Mxxx ................21  
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R y s .  3 .   Z a s a d a  u ś r e d n i a n i a  – m e t o d a  z  k u m u l a c j ą   
F i g .  3 .   P r i n c i p l e  o f  a v e r a g i n g  – c u m u l a t i v e  m e t h o d   
 
R andom izacja b łę du kwantowania, a nastę pnie jeg o redukcja  

w wyniku uśredniania jest g łó wną ideą wykorzystywaną w kon-
wersji a-c z syg nałem  dith erowym  i z uśrednianiem .  
 
3. W a r i a n c j a  b ł ę d u  k w a n t o w a n i a  w  p r z y p a d k u  

k o n w e r s j i  a -c  z  s y g n a ł e m  d i t h e r o w y m   
i  z  u ś r e d n i a n i e m  

 
S yg nał podleg ający przetworzeniu a-c (rys. 2 ) jest sum ą syg na-

łu pom iaroweg o i dith eru:  
 ijjij dsy += ,               (2 ) 

 
i =  1 , ... ,N  - liczb a/ num er repetycji, j =  1 , ... ,M  - liczb a/ num er 
wartości w pojedynczej repetycji. W szystkie j-te pró b ki z wszyst-
kich  repetycji m ają wartości ró żniące się  m ię dzy sob ą składnikiem  
szum owym  dij. S kładnik determ inistyczny sj jest w każdej repety-
cji taki sam . W  wyniku przetworzenia a-c otrzym uje się  syg nał:  
 

 ( )ijjij dsQx += ,                 (3 ) 
 

Q  - kwantowanie. B łąd kwantowania jest ró żnicą m ię dzy syg na-
łem  skwantowanym  i syg nałem  kwantowanym :   
 

 jijij sxe −= .             (4 ) 
 
J eśli stosowana jest konwersja a-c z syg nałem  dith erowym   

i z uśrednianiem , wartości po konwersji określa zależność (1 ). 
B łąd kwantowania tak zm ienionej operacji jest wó wczas ró żnicą 
m ię dzy ostatecznym  rezultatem  konwersji i syg nałem  kwantowa-
nym :   

 jjj sxe −= .             (5 ) 
 
W  przypadku nieskoń czoneg o zb ioru repetycji (N → ∞ ), zależności 
(1 ), (4 ), (5 ) przyjm ują postać odpowiednio:   
 

 [ ] [ ]ijj xExE = ,              (6 ) 
 

 [ ] [ ] jijij sxEeE −= ,   (7 ) 
 

 [ ] [ ]ijj eEeE = .             (8 ) 
 

A .  W a r i a n c j a  b ł ę d u  k w a n t ow a n i a  w  p r z y p a d k u  n i e s k oń c z on e -
g o z b i or u  r e p e t y c j i  
 
O g ó lna zależność (nie zależnie od typu dith eru) opisująca wa-

riancję  b łę du kwantowania w przypadku konwersji a-c z syg nałem  
dith erowym  i z uśrednianiem  (nieskoń czony zb ió r repetycji N → ∞ , 
skoń czony zb ió r wartości M <  ∞ ) wynika z poniżej przedstawio-
neg o ciąg u przekształceń :   
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Z ależność opisującą [ ]ijeE  wyznacza się  z def inicji wartości ocze-
kiwanej, wykorzystując postać f unkcji g ę stości prawdopodob ień -
stwa b łę du kwantowania wyprowadzoną w [ 2 ]  i uwzg lę dniając, że 
syg nałem  kwantowanym  jest sum a s+ d. B iorąc pod uwag ę , iż 
f unkcja g ę stości prawdopodob ień stwa dith eru jest rzeczywista  
i parzysta, co oznacza, że odpowiadająca jej f unkcja ch araktery-
styczna Φd m a także takie cech y, zależność [ ]ijeE  m ożna uszcze-
g ó łowić nastę pująco:   
 

[ ] ( ) 


 ⋅⋅

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1           (1 0 ) 

 
q  - rozdzielczość przetwornika A / C . Z  (9 ) i (1 0 ) wynika ostatecz-
nie, że wariancja b łę du kwantowania, w konwersji według  warian-
tu w2 , m a postać:   
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Z e wzg lę dó w praktycznych  najkorzystniejszy jest dith er g aussow-
ski [ 1 ] . O dpowiadająca m u f unkcja ch arakterystyczna jest nastę -
pująca [ 2 ] :   
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2
dσ  - wariancja syg nału dith eroweg o. W ariancja b łę du kwantowa-

nia wyniesie wó wczas:   
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W  praktyce przyję cie pierwszeg o wyrazu szereg u jest wystarcza-
jąco dob rym  przyb liżeniem  tej zależności [ 1 ] , czyli m ożna przy-
jąć, że:  
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W n i o s k i  A  
 

A 1 . W ariancja b łę du kwantowania w przypadku N → ∞  m a  
wartość skoń czoną i ró żną od zera. N ie wynika to z czę sto 
stosowanej dla w2  uproszczonej zależności przyb liżonej:  ( ) Nq dq /12/ 222 σσ +≈ . 

A 2 . W  przypadku zaniku dith eru wariancja b łę du kwantowania 
staje się  zb ieżna do 12/2q , co odpowiada wariancji  
b łę du kwantowania b ez syg nału dith eroweg o:  
( ∑∞

=

→=→Φ→→
1

2222 12/,6//1,1,,0
k

qddd qkf σπδσ ) . 
 

B .  W a r i a n c j a  b ł ę d u  k w a n t o w a n i a  w  p r z y p a d k u  s k o ń c z o n eg o  
z b i o r u  r ep et y c j i  
 
O g ó lna zależność opisująca wariancję  b łę du kwantowania  

w przypadku konwersji a-c z syg nałem  dith erowym  i z uśrednia-
niem  (skoń czony zb ió r repetycji N <  ∞ , skoń czony zb ió r wartości 
M <  ∞ ) wynika z poniżej przedstawioneg o ciąg u przekształceń :  
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Wprowadzając wielkość - b ł ąd zas t ąpienia wielkości prawdziwej 
es t ym at orem :  

[ ] [ ] [ ] jijjijjjj
df

j seExxExxExx −−=−=−=∆
)7()6()( ,       ( 1 6 )  

   [ ] 0=∆ jxE , 
 

m ożna zas t ąpić ró żnicę  jj sx − w zależności ( 1 5 )  s u m ą [ ]ijj eEx +∆  
wynikającą z zależności ( 1 6 ) , s prowadzając zależność ( 1 5 )  do 
pos t aci:   
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N ies korelowanie b ł ę du  zas t ąpienia [ ] ijikkjij xVarxxE ⋅=∆⋅∆ δ  ( ikδ -
delt a K roneckera)  oznacza, że zach odzi ( )[ ] ( ) ijj xVarNxE ⋅=∆ /12 . 
U wzg lę dniając t o w zależności ( 1 7 ) , ot rzym u je s ię  os t at eczną 
pos t ać wariancji:  
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R ó żnica w nawias ie okrąg ł ym  odpowiada zrandom izowanej czę ści 
b ł ę du  kwant owania, redu kowanej w wyniku  u średniania.  
Wariancję  b ł ę du  kwant owania w przypadku  zas t os owania dit h eru  

g au s s ows kieg o m ożna ot rzym ać ws t awiając zależność ( 1 4 )  do ( 1 9 ) .  
 

Wnioski B 
 

B 1 . J eśli zach odzi konwers ja a-c z s yg nał em  dit h erowym  ale b ez 
u średniania ( N =  1 ) , t o 222 12/ dq q σσ += . J es t  t o g ó rna g rani-
ca wart ości wariancji w wariancie w2 .  

B 2 . J eśli liczb a repet ycji dąży do nies koń czoności ( N → ∞ )  t o 
wariancja 2

qσ  dąży do 2
qσ∞ . J es t  t o dolna g ranica wart ości 

wariancji w wariancie w2 .  
 
4. D o b ó r  p ar am e t r ó w  k o n w e r s j i  a-c   

z  s y g n ał e m  d i t h e r o w y m  i  z  u ś r e d n i an i e m  
 
T eoret ycznie „ kos zt y”  zas t os owania dit h eru  t o:  

- og raniczenie dynam iczneg o zakres u  przet warzania w s t opniu  
zależnym  od dσ , 

- wydł u żenie czas u  konwers ji s powodowane dodat kową operacją 
u średniania,  

- zwię ks zenie czę s t ot liwości pob ierania pró b ek s powodowane 
dodat kowym  u zm iennieniem  wart ości ( zm odu lowaniem  wart o-
ści s zu m em ) .  

W prakt ycznych  zas t os owania kos zt y t e nie s ą doleg liwe. M ożna 
s konf ig u rować s ys t em  pom iarowy z cyf rowym  alg oryt m em  po-
m iaru  t ak b y param et ry zwykł ej konwers ji a-c cech ował y s ię  
pewną „ nadwyżką m ożliwości”  w s t os u nku  do m ożliwości wyko-
rzys t ywanych .  
I s t ot nym  zag adnieniem  jes t  odpowiedni dob ó r param et ró w 

konwers ji, czyli u s t alenie wart ości dσ  i N. Z  u wag i na zas t os owa-
nie t akiej konwers ji w s ys t em ach  pom iarowych , najodpowiedniej-
s zy jes t  ich  dob ó r ze wzg lę du  na kryt eriu m  wariancji b ł ę du  kwan-
t owania.  
L i c z b a  r e p e t y c j i  N m oże m ieć b ardzo ró żne wart ości. I m  jes t  ich  

wię cej t ym  wię ks zy jes t  s t opień  redu kcji wariancji b ł ę du  kwant o-
wania. I s t nieje nat om ias t  pewna ich  m inim alna ilość. J es t  t o t aka 
ilość, powyżej kt ó rej zaczynają b yć odczu walne korzyści z zas t o-
s owania dit h eru , czyli wariancja b ł ę du  kwant owania z dit h erem  
zaczyna b yć m niejs za od wariancji b ł ę du  kwant owania b ez dit h eru :  
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J eśli s t os owany jes t  dit h er g au s s ows ki, m inim alna liczb a repet ycji 
wynos i:   
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W każdym  przypadku  m inim alna liczb a repet ycji zależy od wa-
riancji s yg nał u  dit h eroweg o. 
W a r i a n c j ę  d i t h e r u  należy dob ierać t ak b y u zys kać m inim aliza-

cję  wariancji b ł ę du  kwant owania ( 1 9 ) , czyli z waru nku :  
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J eśli s t os owany jes t  dit h er g au s s ows ki, opt ym alna wart ość jeg o 
wariancji wynos i:   
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P rzykł adowo, jeśli liczb a repet ycji N =  1 0 0  ( s t andardowo w D A Q  
[ 3 ] ) , opt ym alny dit h er g au s s ows ki m a qdOPT 366,0=σ . Wó wczas  

qq 05,0=σ . G dyb y nie s t os owano konwers ji a-c z s yg nał em  
dit h erowym  i z u średnianiem , odch ylenie s t andardowe b ł ę du  
kwant owania wynos ił ob y .29,012/ qqq ==σ  Widać, że ró żnica 
m ię dzy ob iem a wart ościam i jes t  b ardzo znacząca.  
 

5. P o d s u m o w a n i e  i  w n i o s k i  
 
Z as t os owanie w s ys t em ach  pom iarowych  z cyf rowym  alg oryt -

m em  pom iaru  kwant owania z s yg nał em  dit h erowym  i z u średnia-
niem  jes t  s ku t eczną m et odą redu kcji wariancji b ł ę du  kwant owania 
konwers ji a-c ( co najm niej o rząd) .  
M ożna określić wart ości g raniczne wariancji b ł ę du  kwant owa-

nia. G ó rna g ranica jes t  wart ością określoną w przypadku  kwant o-
wania z dit h erem  i b ez u średniania ( N =  1 ) . D olna g ranica jes t  
wart ością, jaką w g ranicy os iąg a wariancja, g dy u średnianie za-
ch odzi po nies koń czonym  zb iorze repet ycji ( N → ∞ ) . J es t  t o war-
t ość s koń czona, ró żna od zera.  
P aram et ry - wariancję  dit h eru  i liczb ę  repet ycji, m ożna określić, 

s t os u jąc wariancję  b ł ę du  kwant owania jako wielkością kryt erialną. 
P rzy danej wariancji dit h eru  is t nieje m inim alna liczb a repet ycji, 
powyżej kt ó rej zaczynają u jawniać s ię  korzyści poleg ające na 
redu kowaniu  s ię  wariancji b ł ę du  kwant owania. P rzy danej liczb ie 
repet ycji wariancję  dit h eru  wyznacza s ię  jako wart ość m inim alizu -
jącą wariancję  b ł ę du  kwant owania.  
S pośró d t eoret ycznie rozważanych  „ kos zt ó w”  zas t os owania  

dit h eru , prakt yczne znaczenie m oże m ieć jedynie wydł u żenie 
czas u  konwers ji.  
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Artykuł recenzowany 


