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Streszcezenie

W pracy opisano uklad cyfrowego oscylatora harmonicznego charaktery-
zujacego si¢ zmnigjszonymi rozmiarami wewnetrznej tablicy probek
funkcji sinus oraz odpowiednio dobranymi dlugosciami stow wewnetrz-
nych sygnalow. Celem pracy bylo uzyskanie odpowiedniej dokladnosci
wytwarzanych prébek sinusoidy oraz zmniejszenie wykorzystywanych
zasobow struktury docelowego ukladu rekonfigurowalnego FPGA.

Slowa kluczowe: cylrowy bezpodredni syntezer czgstotliwosei, DDS,
korekgja, szereg Taylora

Numerically controlled oscilator with
reduced effect of phase accumulator
truncation on accuracy of generated
sine samples

Abstract
A numerically controlled oscillator with reduced size of internal sine

look-up-table (LUT) and adjusted word-length of internal signals is
described. The purpose of this work was to increase the accuracy of the

generated samples of sinusoid and to decrease the amount of

required resources in the target field-programmable gate array.

Keywords: direct digital synthesizer, DDS, correction, Taylor series,
NCO, numerically controlled oscilator

1. Wstep

Cyfrowy oscylator harmoniczny (NCO — ang. Numerically
Controlled Oscillator) jest elementem skladowym bezposredniego
cyfrowego syntezera czestotliwosei (DDS — ang. Direct Digital
Svnthesizer) i stuzy do generacji sygnatu sinusoidalnego o czgsto-
tliwosei nastawianej cyfrowo [2, 3]. Schemat ukladu DDS zawie-
rajacego uklad NCO przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Schemat cyfrowego bezposredniego syntezera czgstotliwosci
Fig. 1. Schematic diagram of the direct digital synthesizer

Niekiedy sam NCO bywa nazywany ukladem bezposredniego
cyfrowego syntezera czgstotliwosei [1]. W ukladzie z rys. 1 do
rejestru F. wpisywana jest liczba F, zwana inkrementem fazy.
Zawartos¢ rejestru fazy, ktérego dlugos¢ wynosi L bitow, jest
zwigkszana w kazdym takcie zegara o wartos¢ F,. Najstarszych
W bitdw tego rejestru jest podawanych na wejscie przetwornika
faza/amplituda, ktory stanowi pamig¢ z zapisanymi probkami
funkcji sinus o rozdzielczosci M bitow. Probki te sa nastgpnie
podawane na wejscie przetwornika C/A. Dla okreslonego F,. na
wyjsciu przetwornika C/A otrzymuje sig sprobkowany przebieg
sinusoidalny o czestotliwosci:

] J{.L'M'
Jour = F, oL 2 (O]
gdzie: f.; — czestotliwos¢ zegara taktujacego uklad.

Liczba bitow L akumulatora fazy zalezy od wymaganej roz-
dzielczosci nastawy czestotliwosci wyjSciowej oraz od wartoSci
.. Na podstawie wzoru (1) rozdziclczos¢ nastawy czgstotliwosci
wyjsciowej wynosi:

Af = fA (2)

AL

Zakladajac, ze uklad ma generowaé sygnal w zakresie czesto-
tliwosci od 1 Hz do 100 Hz z rozdzielczoscia 7 cyfr znaczacych,
oraz przyjmujgc maksymalng czgstotliwo$é odtwarzania prébek
Jen=100 kHz, otrzymuje si¢ wymagana liczbe L bitow akumulatora:

log L=
L=| 5N |_yp. (3)
log2

Przeksztalcajac wzor (1), dla czestotliwoscei taktowania f; oraz
L-bitowego akumulatora, otrzymuje si¢ wymagana warto$¢ in-
krementu fazy dla zadanej czgstotliwosci wyjsciowe] four:

£ _V;M st O*SJ' @

Jelk

Dla n-tego taktu zegara od chwili wpisania okre$lonej wartosci
inkrementu fazy do rejestru F, zawartos¢ akumulatora fazy
WYNosi:

O(n) r-(nE.) L (5)

5L

gdzie: {x}r oznacza calkowita pozostalosé liczby x modulo y.

W przypadku braku obcigcia dlugosei stowa na wyjéciu akumula-
tora fazy, wartos¢ n-tej probki sinusoidy na wyjsciu przetwornika
faza/amplituda wynosi:
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: ( <nFr>2l]
u,(n) = sin ZHT . (6)

W tym wzorze i w nastgpnych nie uwzglgdniono ograniczenia
dhugosci stowa wyjsciowego przetwornika faza/amplituda. Obcig-
cie dlugosci stowa wyjsciowego akumulatora fazy do W bitow
wynika z potrzeby minimalizacji rozmiaru pamigci probek.
W uktadach DDS wielko$¢ akumulatora jest zdeterminowana
wymagang rozdzielczo$cia nastawy czestotliwosci. Zazwyczaj
akumulator ma rozmiar od 24 do 64 bitow. Biorac dolng granice
tego zakresu oraz zakladajac 16—bitowa precyzje¢ probek sinuso-
idy, nalezatoby zastosowaé¢ pamig¢ o bardzo duzej pojemnosci,
rzedu 32 MB. Przy obcigciu dlugosci stowa akumulatora
o B bitéw (W + B = L), wartos¢ funkcji sinus na wyjsciu pamieci

probek wynosi:
A 2x|{nF),.
u(n)= s1n[2—;,[{< 23>2 J] @)

Na rys. 2 przedstawiono zasad¢ generacji sygnatu sinusoidalne-
go w ukladzie DDS za pomoca promienia o jednostkowej dtugo-
$ci, wirujacego w kierunku matematycznie dodatnim z predkoscia
katowa @ =27 f,,,. Koniec tego wektora moze znajdowac sie

w jednym z 2F réwno oddalonych od siebie punktéw na obwodzie
okregu, ktore reprezentuja wartosci ®(n) w rejestrze fazy. Na
okregu tym pogrubiono 2" punktéw, ktore reprezentuja wartosé
fazy ¢(n), po obcigciu B najmtodszych bitow wyjscia akumulatora
fazy.

u(wi)
u(wi)

O+ AD ot

Rys. 2. Zasada generacji przebiegu sinusoidalnego w uktadzie DDS: L=8, W=5,
F=5, ®(n) =27 ¢(n), D(n)+AD(n) = 37 O(n)

Fig. 2.  General principle generation of sinusoidal waveform by DDS: L=8, =5,
Fi=5, ®(n) =3 0(n), O(n)+ Ad(n) = O(n)

Na rysunku zaznaczono potozenie promieni, odpowiadajacych
wartosciom faz O(n) oraz ¢(n), w chwili =77, od momentu
wpisania wartosci do rejestru F,. Rdznica w polozeniu tych pro-
mieni dla okre$lonego n powoduje powstanie roéznicy migdzy
wartoscig probki u(rn) oraz u(n). Réznica ta jest dalej nazywana
bledem i oznaczona przez Au(n). Blad ten jest rowny:

T 2 Ax
= — =_2si i el ). 8
Au(n) =u(n) u, (n) 2s1n(Ax ol jcos( o7 (nF, B D ®)

Warto$¢ maksymalna tego btedu jest zalezna od dlugosci szyny
adresowej pamigci probek i wynosi:

Au, =2sin 2% . ©)

Zwigkszajac odpowiednio dlugos$é szyny adresowej W mozna
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej warto$¢ maksymalna btedu
Au(n) bedzie mniejsza lub réwna wartosci (wadze) najmniej zna-
czacego bitu przetwornika C/A, co mozna zapisac jako:

2sinziwszl-”, (10)

Najmniejsza liczbe bitow W przy ktorej wystepuje opisywana
sytuacja, mozna obliczy¢ z zaleznosci (10):

T

log ——
g —|__aresin2™7) ™) M43 (1n

log2

2. Korekcja btedu obciecia fazy

Rozréznia si¢ dwie metody korekcji biedu obcigcia diugosci
stowa wyjsciowego akumulatora fazy. Pierwsza z nich opiera si¢
na dodawaniu w kazdym takcie zegara do stowa wyjsciowego
akumulatora fazy, jeszcze przed jego obcigciem, cyfrowego sy-
gnalu pseudolosowego [4]. Uzyskuje si¢ w ten sposéb zwigksze-
nie czystosci widmowej generowanego sygnalu o ok. 12 dB
w stosunku do ukladu z rys. 1 [1]. Druga z metod opiera si¢ na
wykorzystaniu wihasnosci szeregu Taylora i charakteryzuje sig¢
mozliwoscia uzyskania jeszcze wigkszej czystosci widmowej
generowanego sygnatu (lub jeszcze wigkszego ograniczenia tabli-
cy probek funkcji sinus) w stosunku do metody wykorzystujacej
addytywny sygnal pseudolosowy. Dlatego zdecydowano si¢ na
zastosowanie tej wlasnie metody.

Dla funkcji f(x) =sin(ax) szereg Taylora przyjmuje postac:

. x 5. .
sin(a(x + Ax)) = sin(a x) + Ax asm(c;’x+ 2 )+ (Ax) 4 Sm(t;'“—z 2)4-,,,
. (Ax)"'l a™! sin(ax+(n—l)§)+ R
(n=1)! "
(12)

y a” sin(a.;‘ + n%)
n!
Ee(x, x+Ax). Na tej podstawie wzor (6) mozna przedstawic

gdzie: R, =(Ax — reszta szeregu Taylora,

W postaci:

u,(n) = sin(i—:;ﬂ@ Fo ) J +(nF,),, 27" ]] =sin(a(x + Ax)). (13)

zB
Uwzgledniajac dwa pierwsze wyrazy rozwinigcia funkcji f(x)

w szereg Taylora oraz stosujac oznaczenia ze wzoru (13), mozna
zapisac:

.| 27 <V!F,>L 2 _ 2z <”F,v>L
u](n):sm{zw{ 232 J]+2W<nF,>2B2 Bcos[zw\‘ 232 +R,,

(14

R, = —%(2—”)2(@5)23 2 Y sin(z—”§). (15)

27 2"

gdzie:

Pomijajac we wzorze (14) sktadnik R, popehia si¢ btad aproksy-
macji, ktérego warto$¢ maksymalna wynosi:

2

|R2max| = z ° (16)

w-]
22 1

Korzystajac z réwnania (14), przy pominieciu skfadnika R,, moz-
na dokona¢ korekcji btedu wynikajacego z obcigcia najmtodszych
bitow slowa reprezentujacego ®(n). Strukture syntezera DDS,
w ktérym zastosowano opisang powyzej metode korekcji przed-
stawiono narys. 3.
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Rys. 3. Schemat uktadu DDS z korekcja obcigeia diugosci stowa wyjsciowego
akumulatora fazy metoda szeregu Taylora

Fig. 3. Schematic diagram of the DDS with correction of phase accumulator
word-length truncation by means of Taylor series

Implementacja wymaga zastosowania dwoch uktadéw mnozacych
oraz sumatora. Dodatkowo tablica probek funkcji sinus musi
posiada¢ drugie wyjscie, na ktorym generowany jest sygnat prze-
sunigty w fazie o 7/2.

3. Implementacja algorytmu korekcji metoda
szeregu Taylora

Celem sprawdzenia wymaganych zasobow docelowego uktadu
FPGA, opisywany uktad DDS zostat zaprojektowany i zasymulo-
wany za pomoca programu Matlab-Simulink® z zainstalowang
naktadka System Generator® firmy Xilinx. Zaleta tego rozwiaza-
nia jest takze mozliwo$¢ wygenerowania kodu wynikowego dla
cze¢sci uktadu zbudowanego z elementdéw dostarczanych w System
Generator np. w jezyku VHDL i umieszczenia go w wigkszym
projekcie. Schemat zaprojektowanego uktadu przedstawiono na
rys. 4 z zaznaczeniem dlugosci stow w poszczegdlnych punktach
uktadu.

Na rys. 4 przedstawiono takze, nie uwzglgdniony na rys. 11 3,
dzielnik czestotliwosci wewnetrznego sygnatu zegarowego, stuza-
cy do nastawienia zadanej czgstotliwosci odtwarzania probek f.
Dla k_div = 1 otrzymuje si¢ warto$¢ f; réwna czestotliwosci
sygnatu taktujacego uktad.

Celem zbadania doktadnosci uzyskanej korekcji zastosowano
uktad jak na rys. 5. Wartosci probek wytwarzanych przez NCO
z korekcjg Taylora (,,NCO System Generator”) zostaly pordéwnane
z wartosciami probek wygenerowanych przez generator wzorco-
wego sygnatu sinusoidalnego w,(n), w ktérym nie wystgpuje
obcigcie dlugosci stowa wyjsciowego akumulatora fazy. Uktad
ten, oznaczony na rys. 5 jako ,,NCO Matlab”, charakteryzuje si¢
taka sama dlugos$cia stowa wyjsciowego akumulatora L jak uktad
zrys. 4 i opisany jest zaleznoscia:

y 2 nF
. =M M gin| = £ +05]. (17
tia (1) 2 <{k_divJ>2L an

Sygnaty u,(n) oraz wu;[(n) sa skwantowane z rozdzielczoscig
wynikajaca z rozdzielczo$ci zastosowanego przetwornika C/A
(16 bitow). Miarg doktadno$ci procesu odtwarzania probek byt
btad bezwzgledny Au(n). Jako satysfakcjonujaca doktadnosé
zatozono warto$§¢ maksymalng btedu Au(rn) réwna wadze najmniej
znaczacego bitu przetwornika C/A. Dla takiego zalozenia dobiera-
no rozmiary tablicy probek oraz dtugosci stdéw w poszczegdlnych
modutach uktadu z rys. 4.

Jak wspomniano w punkcie 2, btad korekcji, a wigc doktadnosé
generowanej sinusoidy, zalezy od reszty szeregu Taylora R,. Aby
réznica Au(n) (rys. 5) wynosita si¢ nie wigcej niz +1 LSB sygnalu
u,{n) nalezy zapewnié, aby |R,,.| nie przekraczata wartosci naj-
mniej znaczacego bitu tego sygnatu, co mozna zapisac jako:

2
<o (18)
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Rys. 4. Schemat zaprojektowanego uktadu NCO
Fig. 4. Schematic diagram of implemented NCO
u,(n
i NCO System ,(n)
Generator
Zadanie parametrow LW, M
ukladu i przebiegu: —
=1
fouy=102,7e-6
lour e +\ Au(n)
w=10
Obliczenie statych:
Fv
K div
L N u,(n
F, k_div, L, M NCO Matlab ()

Rys. 5. Schemat uktadu do badania uktadu NCO zaprojektowanego w System Generator
Fig. 5. Schematic diagram for testing NCO designed in System Generator

Rozwiazujac rdwnanie (18) ze wzgledu na W otrzymuje si¢ naj-
mniejsza wymagang liczbe bitow

W =[05M+165] (19)

potrzebng aby ‘Au(n]max =1LSB, co dla M=16 daje wartos¢
W =10 bitow.
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Na rys. 6a, b przedstawiono przebieg Au(n) dla dwoch okresow
sinusoidy i dla liczby probek na okres rownej N=974. Symulacje
przeprowadzono dla parametréw jak na rys. 5.

a)

B,=0
B,=1

B=2

0 500 1000 1500 2000
n

0 500 1000 1500
n

Rys. 6. Przebiegi bledu Au(n): a) do korekeji branych jest B) najstarszych
bitow sygnatu Ax(n), b) do korekeji brane sa wszystkie obcinane
bity akumulatora fazy

Fig. 6. Waveform of error Au(n): a) By MSBs of signal Ax(r) are used
for correction, b) all truncated bits of phase accumulator are used
for correction

Rysunek 6a przedstawia wpltyw liczby najstarszych bitow B
sygnatu Ax(n) uzywanych do korekcji btedu obcigcia fazy.
W przypadku B;=0 (brak korekcji) amplituda btedu Au(n) jest
opisana zaleznoscig (9). Zwigkszeniu liczby bitéw B, do 1, 2, 3,
odpowiada odpowiednio dwu-, cztero- oraz o$miokrotne zmniej-
szenie amplitudy btedu. Na tej podstawie mozna okresli¢ mini-
malna liczbg bitéw By, aby Au(n) nie przekraczat +£1 LSB:

B =M-W+2. (19)

Na rys. 6b przedstawiono przebieg btedu Au(n), gdy do korekcji
wykorzystuje si¢ wszystkie obcinane bity akumulatora fazy.
W tym przypadku, pomimo odpowiedniego doboru dlugos$ci szyny
adresowej pamigci probek, moga pojawié si¢ probki, w ktorych
Au(n) jest rowny +2 LSB. Powodem tego sg bledy numeryczne
wystepujace przy wykonywaniu operacji mnozenia i dodawania,
spowodowane zbyt niska rozdzielczoscia probek na wyjsciu prze-
twornika faza/amplituda (16 bitdéw). W tym celu, jak réwniez
w celu zwigekszenia doktadnosci odtwarzanych prébek sinusoidy
(objawiajacej si¢ w zwiekszeniu liczby wartosci dla ktorych Au(n)
jest rowne zeru), zwigkszono dlugos¢ szyny adresowej i danych
pamieci probek oraz dlugos¢ stowa sygnatu Ax(n) odpowiednio do
12, 20 oraz 10 bitéw. Schemat powstalego w ten sposéb uktadu
NCO przedstawiono na rys. 4. Przebieg bledu Au(n) w tym przy-
padku przedstawiono na rys. 7.

Uktad z rys.4 zaimplementowano w uktadzie FPGA typu
XC3S50 firmy Xilinx. W tabeli 1 zestawiono zajmowane ilosci
poszczegodlnych zasobdéw uktadu programowalnego.
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Rys. 7. Przebieg bledu Au(n) przy zalozeniu dlugosci stow sygnalow wewngtrznych
jak narys. 4
Fig. 7. Plot of Au(n) error assuming signal word-lengths given in fig. 4

Tab. 1. Zestawienie zasobow uktadu FPGA typu XC3S50 wykorzystanych
do implementacji NCO generujacego sygnal wyjsciowy u,(n)

Rodzaj zasobu ‘WyKorzystanie zasobu
Slices 509 z 768 (66%)
619 z 1536 (40%)

Slice Flip Flops

4 input LUTs 921 z 1536 (60%)
BRAMs 2z4 (50%)
GCLKs 1z 8 (12%)

4., Podsumowanie

Wykorzystanie w syntezerze DDS metody korekcji szeregiem
Taylora umozliwia zwigkszenie doktadnosci generowanego sy-
gnatu sinusoidalnego u(n) do +1 LSB M-bitowego stowa wyj-
$ciowego. Dzigki temu zmniejsza si¢ efekt niepozadanej modula-
cji fazy w ukladzie NCO, powodujacej powstanie dodatkowych
harmonicznych w widmie sygnalu wyjsciowego uktadu. Uktad
NCO z korekcja szeregiem Taylora zaimplementowano w popu-
larnym i niedrogim uktadzie FPGA serii Spartan-3 firmy Xilinx.
Implementacja uktadu z korekcja Taylora jest mozliwa przy wy-
korzystaniu tablicy zawierajacej probki funkcji sinus i cosinus,
zawartej w zastosowanym uktadzie FPGA. Zaleta przedstawione-
go rozwigzania, w poréwnaniu z rdzeniem IP uktadu DDS wcho-
dzacym w skitad pakietu Xilinx ISE [5], jest takze mozliwosé
zwigkszenia rozdzielczo$ci nastawy czestotliwosci wytwarzanej
przez syntezer poprzez zwigkszenie pojemnosci akumulatora fazy.
Przewiduje si¢ zastosowanie opracowanego syntezera w cyfro-
wym zrédle wzorcowego napigcia przemiennego.

Praca naukowa finansowana ze $rodkow Komitetu Badan Na-
ukowych w latach 2004 — 2007 jako projekt badawczy.
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