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Streszczenie

Przedmiotem pracy sa filtry cyfrowe dwuwymiarowe 2-D. W artykule
przedstawiony jest oryginalny algorytm identyfikacji transmitancji filtrow
cyfrowych dwuwymiarowych oraz przyklady jego dziatania. Na podstawie
algorytmu doboru wspoétczynnikéw wielomianéw funkcji wymiernej filtra
cyfrowego przedstawiono przyktad obrazujacy poprawnos¢ identyfikacji
transmitancji. Celem artykulu jest takze opracowanie teorii dotyczacej
cyfrowych dwuwymiarowych filtrow odwrotnych i quasi-odwrotnych oraz
uogdlnienie metod quasi-odwrotnosci z uktadéw jednowymiarowych na
uktady dwuwymiarowe 2-D. Uzyskane na drodze optymalizacyjnej filtry
quasi-odwrotne pozwalaja na wybor stopnia aproksymacji uktadu wypad-
kowego powstatego przez kaskadowe potaczenie uktadu znieksztalcajace-
go i filtra korekcyjnego. W pracy przedstawiono formutly, dzigki ktéorym
mozliwe jest zaprojektowanie stabilnego dwuwymiarowego filtra quasi-
odwrotnego, w oparciu o istniejacy model matematyczny w postaci trans-
mitancji H(z) uktadu korygowanego (przedstawiona metoda identyfikacji
funkcji wymiernej) lub jego odpowiedzi impulsowej. Zaleta tych formut
jest mozliwos¢ doboru stopnia aproksymacji w stosunku do idealnego
filtru odwrotnego lub stopnia stabilizacji.

The method of identification of the rational
function and the synthesis of inverse and
quasi-inverse two-dimentional digital filters

Abstract

In this paper presents the algorithm of choice rational function coefficients
two-dimentional digital filters 2-D in the discreet time domain. The
rational function good agrees filters approximation in the constant or
discreet time domain. The article contains simple example illustrates the
algorithm of choice rational function coefficients for the digital filter 2-D.
In this article the theory of inverse and quasi-inverse of two dimensional
digital filters is presented. The choice of approximation degree system is
possibly by cascade connection of a distorting system and correction filter.
The formules permit to design quasi-inverse digital filter (2-D) based on
the mathematical model of transmitation H(z) of the distorting system.

1. Wstep

Metody identyfikacji transmitancji stosuje si¢ w zagadnieniach
korekcyjnych. Znajac odpowiedz impulsowa uktadu zaktdcajace-
go mozna okresli¢ jego transmitancje. Algorytm przedstawiony
w pracy [2] pozwala na wyznaczenie wspotczynnikdw transmitan-
cji filtrow dwuwymiarowych na podstawie probek odpowiedzi
impulsowej uktadu. Zaktadajac lub wiedzac, ze rozpatrywany
uktad znieksztalcajacy jest liniowy i czasowo-niezmienny, pelna
informacje o nim uzyskuje si¢ przez znajomos¢ odpowiedzi im-
pulsowej. Proces uzyskania operatora H przeksztalcajacego wiel-
kos$¢ wejsciowa w wyjsciowg nazywany jest procesem identyfika-
cji. Znajac sygnaty na wejsciu i wyjsciu uktadu tatwo jest okresli¢
transmitancj¢ uktadu korekcyjnego, ktéra zgodnie z definicja jest
stosunkiem postaci operatorowych sygnalu wyjsciowego do wej-
Sciowego. Z kolei znajomos$¢ transmitancji pozwala na wyznacze-
nie rownania roéznicowego uktadu korekcyjnego. Tor przetwarza-

nia uwzgledniajacy korekcje sygnatlu dwuwymiarowego przed-
stawiony jest jako kaskadowe potaczenie uktadu znieksztalcajace-
go oraz uktadu korekcyjnego.

2. Metoda wyznaczania wspotczynnikéw
transmitancji filtréw cyfrowych 2-D

Wyznaczanie odwrotnosci wielomianu 2-D mozna rozmaicie
interpretowac: jako transformacje filtru SOI-NOI (nierekursywne-
go w rekursywny) czy tez na odwrot. Procedura odwrotnosci jest
wigc kluczowa tak podczas analizy jak i syntezy filtru, czy tez
przy aproksymacji zadanego, dyskretnego rozktadu sygnatu funk-
cja wymierna 2-D. Zadanie polega na wyznaczeniu wspotczynni-
kéw a,  przy zadanym, skonczonym zbiorze wspdtczynnikow

h; . W pracy zaklada si¢ znajomos¢ dyskretnej odpowiedzi impul-
sowej uktadu znieksztalcajacego. Ponizej przedstawiono transfor-
macj¢ SOI-NOI filtrow 2-D (transformacj¢ 4 — @ ). W dziedzinie
filtréw cyfrowych jest to rozklad wielomianu W(z) na szereg (do
rozwazan przyjeto: Ay, =1, by, =1):

by _
2 2
Ay + oz, +ay,z, + 0,22, + Ayz, +ayz, +...

2 2
=Ny +hyoz, + hyzy + Bz 2y + Moz + hypzy + (D

dajacy funkcje impulsowq filtru i pozwalajacy stabilny filtr typu
NOI zastapi¢ rownowaznym filtrem SOI. Transformacja SOI-NOI
jest w istocie algorytmem odwrdcenia wielomianu.

Powyzsza funkcj¢ po wymnozeniu przez mianownik mozna
przedstawi¢ w postaci:

2 2
(aoo + a2, + g2, + Q2,25 + AyZ, +aAp2z, + )*
* 2 2 )_
(hoo + 0oz, + hyzy + hyzzy + Dz Bz, )= by, )
Jeden z wielomianéw w roéwnaniu (2) jest skonczony, drugi nie-

skonczony. Po wykorzystaniu splotowych wlasciwosci wspot-
czynnikow przy mnozeniu wielomianéw wynikaja rownania:

agyhyy = by,

Agoltg + Ayohgy =0 Z

Agolly; + AgiFrgy =0 Z

gyl + arohyy +@hoo =0 z

Agohiyy + agly, + @hoo =0 z

Agolyy + ayohy, + ag g + ayhyy =0 212, 3)

Liczba réwnan w uktadzie (3) jest nieskonczona, ale kazde
z rownan ma skonczong liczbe sktadnikow. Z prawej strony réw-
nan uktadu (3) zaznaczono potegi zmiennych zz, odpowiadajace
poszczegdlnym wspodtczynnikom. Z obserwacji rownan wynika,
ze wspolczynniki @, mozna rekursywnie wyznacza¢ wedhg

uporzadkowania ,,horyzontalnego”:
Aoy _>(a10’a01)_> (azoranaaoz)_)“‘ )

Jezeli réwnania beda rozwigzywane wedtug podanej kolejnosci,
to w kazdym z nich wystapi tylko jedna niewiadoma zaznaczona
podkresleniem (3).
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Kazde sktadowe réwnanie splotowe mozna zapisaé w ksztalcie
tablicy symbolicznej przedstawionej w pracy [2].

Horyzontalnie uporzadkowane rekursje wspotczynnikow a
okreslajace transformacj¢ (h— g) przyjmuja nastepujaca postac
(zgodnie z przyjeta wartodcia probki j =1 oraz wartoscia
by =1):

Agohy = by = ay =1
ayy = —dyhy,

h

Ay ==yl — Ayl

Ay =~y

Ay, = —ag, 1y, = Agohy,

a, ==ayhy — ayhy —agh, ®)

Transformacja (5) jest w istocie algorytmem odwrocenia wie-
lomianu. Wniosek ten przekonuje, Ze operacja znajdowania od-
wrotnosci filtru, tzw. filtru odwrotnego, jest kluczowym dziata-
niem zaréwno podczas analizy jak i syntezy filtru.

Na podstawie wczesniejszych rozwazan algorytm wyznaczania
wspdtczynnikéw a transmitancji przyjmuje forme:

(6)

. %
Q;; =a;; —ay, h

i—k+1,j-1+1

Ponizszy rysunek przedstawia obraz, ktdrego probki zastoso-
wano w algorytmie doboru wspdtczynnikéw funkcji wymiernej
(rys. 1 a) oraz odpowiedz impulsowa uktadu otrzymana na pod-
stawie wyznaczonej transmitancji (rys. 1 b).

a) b)

Rys. 1. Sprobkowany sygnal wyjsciowy oraz odpowiedz impulsowa uktadu 2-D
na podstawie wyznaczonej transmitancji
Fig. 1. Samples of the output signal and impulse response of two-dimentional

system on the basis appointed rational function

Uzyskane wyniki wskazuja na poprawnos¢ przeprowadzonych
rozwazan (poprzez poréwnanie wartosci probek obu obrazdw)
i w pelni potwierdzaja przydatno$¢ metody identyfikacji transmi-
tancji filtrow cyfrowych w dziedzinie czasu dyskretnego. W pracy
[3] przedstawiono szerzej przyktady dziatania algorytmu identyfi-
kacji wraz z symulacjami.

3. Zagadnienie korekcji sygnatu w potaczeniu
kaskadowym

Jesli H(z,,z,) bedzie transmitancja (funkcja wymierng wyzna-
czong wczesniej analitycznie) uktadu korygowanego a G(z,,z,)

poszukiwana funkcja transmitancji cyfrowego filtra korekcyjnego,
ktéry jest polaczony kaskadowo z uktadem korygowanym to
poszukiwany filtr korekcyjny spetni zadanie jesli zajdzie rownosé:

H(z,,2,)*G(z,,z,) =1 (7

Uklad znieksztatcajacy

L/ L/
X(n) y(n) x(n)

Rys. 2. Ilustracja kompensacji znieksztalcen przez kaskadowe dotaczenie uktadu
korekcyjnego

Fig. 2. The compensation of distorting signal realized by cascade connection
of correction filter

Filtr korekeyjny
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Nalezy zaprojektowaé uktad kompensacyjny bedacy doktadna
odwrotnos$cia uktadu wprowadzajacego znieksztalcenia oraz pola-
czy¢ go kaskadowo z uktadem znieksztatcajacym.

1

. ®)
Hipzy o)

G(z,2,) =

Jesli znana jest odpowiedZz impulsowa uktadu znieksztatcajace-
go h(n,,n,), nalezy zaprojektowaé taki uklad korekcyjny aby
wypadkowa odpowiedz calego uktadu, ktéry nie bedzie wprowa-
dzat znieksztatcen byta opisana operacja splotu postaci:

Z z hnmgk—n./—m =

n=—om=—n0

1 dia k=0Al=0 ©)
0 dla k#0vIi=0

gdzie: p = - odpowiedz impulsowa ukladu znieksztalcajacego,
g,, - 0dpowiedz impulsowa filtra korekcyjnego.

Operacja ta prowadzi do uzyskania idealnego uktadu odwrotne-
go (tzw. odwrotnos$ci). Moze jednak okazac sig, ze filtr korekcyj-
ny, ktéry jest doktadna odwrotnoscia uktadu znieksztalcajacego
bedzie niestabilny. Nalezy przyjaé wtedy pewne zatozenia:

e Poszukiwany filtr korekcyjny dwuwymiarowy bedzie filtrem
stabilnym,

e Filtr korekcyjny w potaczeniu kaskadowym z uktadem znie-
ksztalcajacym bedzie tworzyt uktad tozsamosciowy lub zblizo-
ny do tozsamosciowego.

Ponizej przedstawione zostaly dwa sposoby spelnienia przyje-
tych zatozen:

1. SPOSOB PIERWSZY
Nalezy zatozy¢ pozadany wskaznik stabilnosci uktadu korek-
cyjnego g na okreslonym pewnym poziomie ¢
q=(g,2) gdzie qeR i ¢q)0 (10)
oraz
(hg —1,hg —1) = min (11)

czyli poszukiwanie takiego uktadu korekcyjnego, ktory w pota-
czeniu z uktadem znieksztatcajacym najlepiej aproksymuje uktad
tozsamosciowy.

2. SPOSOB DRUGI
Nalezy zatozy¢ wspotczynnik aproksymacji na okreslonym po-
ziomie ¢
(hg-1,hg-1)=¢q (12)

oraz poszukiwanie filtra odwrotnego g o najlepszym wskazniku
stabilnosci
(g.g) - min (13)

Dla pierwszego sposobu tworzy si¢ funkcjonat Lagrange’a
W postaci:

f(g.A)=(hg—1,hg-1)+l(g.8)—q] (14)

gdzie 4 e R oraz A oznacza (okresla) na ile wskaznik stabilnosci
poszukiwanego uktadu korekcyjnego bedzie wptywal na koncowe
rozwigzanie.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia minimum
jest:
W (2,2,)1(2,,2,)8,(2,,2,) = h ' (2,,2,) + Ag,(2,,2,) =0
120 (15)

Rozwiazaniem jest utamek operatorowy:

h(2,2,) R G (16)
l*‘h*(zl’zz)h(zl’zz) /I+h(zz_l,zl_1)h(zl,zz)

8,(z,2,)=
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Pelna korekcja wystepuje wtedy, gdy filtr korekcyjny jest do-
ktadng odwrotnoscig uktadu korygowanego. Warunek taki (pa-
trzac na powyzszy wzor) jest spetniony dla 2 =0.

1

h(z1 ,Z

dla 1=0 (17)
5)

gi(zlszz):

W istocie g,(z,,2,) dla A €[0,) tworzy A - rodzing filtrow
quasi-odwrotnych. Z tej rodziny trzeba wybraé jeden egzemplarz
spetniajacy dokfadnie warunek (10). W tym celu definiuje si¢
funkcje stabilizacji przedstawiona w dalszej czgsci pracy i opisang
wzorem (20).

Transmitancja filtra quasi-odwrotnego dwuwymiarowego 2-D
przyjmuje zatem postac:

G, (zy,2,) = —Hz2m) (18)
T A4 H(Z 2 HH(2,,2,)
Z Z hnmzlnzgl
G,(z,2,) = n:Om:Oz 1 1_n2 )
’ ﬂ“ + zzhnﬁmlz;m Zlﬂ” Zzhnlnzzl" Z;
ml m2 nl n2

Na podstawie wzoru (16) uzyskane rozwiazanie tworzy funkcje
F(4) czyli tzw. funkcje stabilizacji dla filtra (uktadu) korekcyjne-

go dwuwymiarowego 2-D:

‘H(e—jwl’e—/'wZ)‘z (20)
F(ﬂ) = 1 UISSIER ‘H(a)N ,w\ )‘ (21)
NN, iS00 (A + ‘H(O)N, ’a)’\z )2

Podobnie zdefiniowa¢ mozna tzw. funkcje aproksymacji (2-D),
ktora jest bezposrednio zwiazana z funkcja stabilizacji. Zapisuje-
my ja zaleznoscia:

(22)
e dwdo,
¢( )= (2”)2 :’[ {(}A—H( */a)l —sz)‘ ) 0,dw,
| Moty 22 (23)

#(A) =

2
NN, n1=0n2=0 (A +‘H(a);’,: ,wzi )

Jak juz wczesniej wspomniano petna korekcja wystepuje wtedy,
gdy filtr korekcyjny jest doktadng odwrotnoscia uktadu znie-
ksztalcajacego ale tylko dla przypadku gdy A =0. Jesli idealny
uktad korekcyjny jest niestabilny to wartos$¢ funkcji stabilizacji
dazy do nieskonczonosci dla 4 dazacego do zera. Biorac pod
uwage wzor (14) dla 1 =0 stabilno$¢ uktadu korekcyjnego nie
ma znaczenia a wigc jedyny warunek jaki nalezatoby speinié
opisany jest zalezno$cia (11).

Przebieg funkcji stabilizacji i funkcji aproksymacji przedstawia
ponizszy rysunek.

>
A

Rys. 3. Wykresy funkcji stabilizacji i aproksymacji
Fig. 3. The diagrams of stabilization and approximation functions
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Funkcja stabilizacji jest monotonicznie malejaca. W punkcie 0°
jej warto$¢ moze siggnac nieskonczonosci. Przypadek taki zajdzie
wowczas gdy charakterystyka czgstotliwosciowa filtru odwraca-
nego bedzie miata punkty przejscia przez zero. Oznacza to wyste-
powanie zer funkcji H(z;,z,) lezacych na okrggach jednostkowych.
Filtr odwrotny jest wtedy niestabilny czego wyrazem jest ucieczka
funkcji stabilizacji do nieskonczonosci. Dodatnia warto$¢ czynni-
ka Lagrange’a 1 ma zatem dzialanie stabilizujace poprzez
zmniejszenie warto$ci F(4). Funkcja aproksymacji monotonicz-
nie narasta w przedziale 1 e[0,00). Wraz ze wzrostem 1 popra-

wiaja si¢ warunki stabilno$ciowe filtru quasi-odwrotnego, ale
pogarszaja si¢ warunki aproksymacyjne.

Zgodnie z zatozeniem (10) funkcja stabilizacji powinna przyjac
zatozong warto$¢ ¢, dlatego A nalezy wyznaczy¢ rozwiazujac
réwnanie F(1)=gq.

Przy znajomosci transmitancji H(z,,z,) uktadu znieksztatcajace-
go poszukiwanie wartosci 4 moze odbywaé si¢ numerycznie
metoda Newtona [7]. Rownanie F(4)=¢ ma tylko jedno rozwia-
zanie 4, ktéoremu odpowiada konkretny egzemplarz , -quasi-
odwrotnosci, gwarantujacy stabilizacj¢ na poziomie g.

Wyniki symulacyjne potwierdzajace stusznos$é przeprowadza-
nych rozwazan przedstawione zostang w kolejnych publikacjach.

4. Podsumowanie

Przedmiotem pracy sa filtry cyfrowe dwuwymiarowe 2-D. Ce-
lem artykutu bylo opracowanie teorii dotyczacej filtrow odwrot-
nych 1 quasi-odwrotnych oraz wuogdlnienie metod quasi-
odwrotnosci z uktadow jednowymiarowych [5] na uktady dwu-
wymiarowe 2-D. W pierwsze] czesci artykutu przedstawiono
oryginalng metod¢ wyznaczania wspdtczynnikéw transmitancji
uktadow dwuwymiarowych. Transmitancja ta jest niezbedna do
okreslenia rownania réznicowego uktadu korekcyjnego. Na pod-
stawie przeprowadzonych symulacji potwierdzono poprawnosé
przedstawionej metody. W drugiej czgsci pracy zawarto formuty
pozwalajace okresli¢ transmitancj¢ filtra korekcyjnego. Uzyskane
na drodze optymalizacyjnej filtry quasi-odwrotne pozwalaja na
wybor stopnia aproksymacji uktadu wypadkowego powstatego
przez kaskadowe potaczenie uktadu znieksztalcajacego i filtra
korekcyjnego. Synteza filtra korekcyjnego bazuje na uzyskaniu
stabilnej odwrotnosci lub quasi-odwrotnosci transmitancji uktadu
korygowanego.
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