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S t r e s z c z e n i e  
 

W  p r z y p a d k u  n i es y n c h r o n i c z n eg o  p r ó b k o w a n i a  s y g n a ł u  o k r es o w eg o ,  
w i d m o  u z y s k a n e z a  p o m o c ą  d y s k r et n eg o  p r z ek s z t a ł c en i a  F o u r i er a  ( D F T )  
o b a r c z o n e j es t  b ł ę d em  t z w .  p r z ec i ek u  w i d m a .  W  p r a c y  z a p r o p o n o w a n o  
o r y g i n a l n ą  m o d y f i k a c j ę  D F T  ( m et o d ę  M D F T )  p o l eg a j ą c ą  n a  d o p a s o w a n i u  
c z ę s t o t l i w o ś c i  f u n k c j i  b a z o w y c h  d o  c z ę s t o t l i w o ś c i  p o d s t a w o w ej  n i es y n -
c h r o n i c z n i e p r ó b k o w a n eg o  s y g n a ł u .  Pr z ed s t a w i o n o  p o r ó w n a n i e w y n i k ó w  
M D F T  z  w y n i k a m i  D F T  o r a z  m et o d y  n a j m n i ej s z y c h  k w a d r a t ó w  L S M .  
 M odi f i c at i on  of  di sc r e t e  F ou r i e r   t r an sf or m at i on  f or  m or e  p r e c i se   sp e c t r u m  de t e r m i n at i on  

 
A b s t r a c t  

 
I n  c a s e o f  n o n -s y n c h r o n o u s  s a m p l i n g  o f  p er i o d i c  s i g n a l ,  t h e s p ec t r u m  
o b t a i n ed  f r o m  t h e d i s c r et e F o u r i er  t r a n s f o r m a t i o n  ( D F T )  i s  d ef o r m ed  b y   
a  s p ec t r u m  l ea k a g e p h en o m en o n .  I n  t h i s  p a p er  a n  o r i g i n a l  m o d i f i c a t i o n  o f  
D F T  i s  p r o p o s ed .  T h e b a s i c  f u n c t i o n  f r eq u en c y  i s  m a t c h ed  w i t h  t h e  
f r eq u en c y  o f  t h e n o n  s y n c h r o n o u s  s a m p l ed  s i g n a l .  S o m e r es u l t s  o f  M D F T ,  
D F T  a n d  l o w  s q u a r e m et h o d  ( L S M )  c o m p a r i s o n  a r e p r es en t ed  i n  f i g .  2  a n d  
i n  f i g .  3 .  T h e M D F T  m et h o d  i s  b et t er  t h en  D F T  a n d  L S M  m et h o d s  i n  c a s e 
o f  p o l y -h a r m o n i c  n o n  s y n c h r o n o u s  s a m p l ed  s i g n a l  a n a l y s i s .  
 1 .  W st ę p  
 

W  c or az  p ow s z ec h n i ej  s t os ow an ym c yf r ow ym p r z et w ar z an i u  
s yg n ałó w , p ods t aw ow ym n ar z ędz i em do w yz n ac z an i a w i dma 
s yg n ału , j es t  dys k r et n e p r z ek s z t ałc en i e F ou r i er a ( D F T )  r eali z ow a-
n e z az w yc z aj  w  p os t ac i  s z yb k i eg o alg or yt mu  F F T .  P r ob lemem 
z b li ż on ym do an ali z y w i dmow ej  j es t  p ot r z eb a w yz n ac z an i a z es p o-
lon eg o s t os u n k u  s yg n ałó w  s i n u s oi daln yc h , n p .  do w yz n ac z an i a 
i mmi t an c j i  dw ó j n i k ó w  lu b  do w yz n ac z an i a c h ar ak t er ys t yk  w i d-
mow yc h  u k ładó w  p r z et w ar z an i a n a p ods t aw i e p omi ar ó w .  

A lg or yt m D F T  p oz w ala n a b ez b łędn e w yz n ac z en i e amp li t u d 
z es p olon yc h  s k ładow yc h  h ar mon i c z n yc h  p od w ar u n k i em r ó w n o-
mi er n eg o i  s yn c h r on i c z n eg o p r ó b k ow an i a.  B r an y do ob li c z eń  
z es t aw  p r ó b ek  mu s i  ob ej mow ać  c ałk ow i t ą  li c z b ę ok r es ó w  b ada-
n eg o s yg n ału .  N i es t et y c z ęs t o j es t  t ak , ż e t r u dn o p r z ew i dz i eć  
k s z t ałt  i  c z ęs t ot li w oś ć  b adan eg o s yg n ału , w t edy p r ó b k ow an i e 
odb yw a s i ę w  s p os ó b  p r z yp adk ow y.  W  t ak i ej  s yt u ac j i  u z ys k an e 
w i dmo z az w yc z aj  ob ar c z on e j es t  b łędem t z w .  p r z ec i ek u  w i dma.  
P op r aw ę dok ładn oś c i  daj e s t os ow an i e ok i en  s yg n ałow yc h , z a-
g ęs z c z an i e w i dma p r z ez  dop i s yw an i e z er ow yc h  p r ó b ek  lu b  ap r ok -
s ymac j a f r ag men t ó w  w i dma [ 1 ] .   

M et odą  i den t yf i k ac j i  amp li t u dy i  f az y s yg n ału  s i n u s oi daln eg o, 
odp or n ą  n a p r ob lemy z  p r ó b k ow an i em j es t  met oda n aj mn i ej s z yc h  
k w adr at ó w  L S M  [ 2 ] .  P oz w ala on a n a dok ładn e ok r eś len i e p ar ame-
t r ó w  s i n u s oi dy n aw et  n a p ods t aw i e z es t aw u  p r ó b ek  ob ej mu j ą c eg o 
t ylk o c z ęś ć  ok r es u , z eb r an yc h  n i es yn c h r on i c z n i e i  n i er ó w n omi er -
n i e.  M et oda t a w ymag a dok ładn ej  z n aj omoś c i  p u ls ac j i  b adan eg o 

s yg n ału , w  p r z ec i w n ym r az i e w yn i k i  ob ar c z on e s ą  z n ac z n ymi  
b łędami .  

P r z edmi ot em n i n i ej s z ej  p r ac y j es t  or yg i n aln a modyf i k ac j a dys -
k r et n eg o p r z ek s z t ałc en i a F ou r i er a maj ą c a n a c elu  p op r aw ę j ej  
dok ładn oś c i  w  p r z yp adk u  n i es yn c h r on i c z n eg o p r ó b k ow an i a.  
Z az w yc z aj , w  t ak i ej  s yt u ac j i  n i e da s i ę w yodr ęb n i ć  z es t aw u  p r ó -
b ek  ob ej mu j ą c eg o c ałk ow i t ą  li c z b ę ok r es ó w  s yg n ału .  W yn i k  
k las yc z n eg o alg or yt mu  D F T  b ędz i e ob ar c z on y b łędem p r z ec i ek u  
w i dma, p r op on ow an a met oda p oz w ala n a z n ac z n e z mn i ej s z en i e 
t eg o b łędu .  

O b ok  w yj aś n i en i a s p os ob u  modyf i k ac j i  D F T , p r z eds t aw i on e 
z os t an ą  w yn i k i  li c z n yc h  ek s p er ymen t ó w  p ok az u j ą c yc h  w łaś c i w o-
ś c i  t ej  met ody w  p or ó w n an i u  do k las yc z n eg o D F T  or az  do alg o-
r yt mu  L S M .  

 2 .  P r z e g l ą d wy b r an y c h  m e t od i de n t y f i k ac j i  h ar m on i c z n y c h  
 

S z er eg  F ou r i er a t o ap r ok s ymac j a s yg n ału  ok r es ow eg o, s p ełn i a-
j ą c eg o w ar u n k i  D i r i c h let a, z a p omoc ą  k os i n u s oi daln yc h  f u n k c j i  
b az ow yc h :  
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g dz i e 0 2 /Tω π=  - p u ls ac j a p ods t aw ow a s yg n ału .  W s p ó łc z yn n i k i  
ap r ok s ymac j i  w yz n ac z a s i ę z e w z or u :  
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A mp li t u dy z es p olon e p os z c z eg ó ln yc h  h ar mon i c z n yc h  ok r eś la s i ę 
n a p ods t aw i e z ależ n oś c i :  

 
 0 02 dla   0,     n nX c n X c= ≠ = ,                     ( 4 )  
 
D ys k r et n e p r z ek s z t ałc en i e F ou r i er a w yp r ow adz a s i ę n a p ods t a-

w i e s z er eg u  F ou r i er a p op r z ez  dys k r et yz ac j ę w z or u  ( 3 )  [ 1 ] , p r z y 
n as t ęp u j ą c yc h  z ałoż en i ac h :  
- p r ó b k i  p ob i er an e s ą  z e s t ałym ods t ęp em PT , 
- ok r es  s yg n ału  j es t  c ałk ow i t ą  w i elok r ot n oś c i ą  ok r es u  p r ó b k ow an i a:  

 
 PT NT= ,                                         ( 5 )  

w  z w i ą z k u  z  t ym:  
 2

PNT
π

ω =
.                                         ( 6 )  

 
W ar u n ek  t en  g w ar an t u j e ok r es ow oś ć  s yg n ału  s p r ó b k ow an eg o 

 
 ( ) ( )x n N x n+ = .                                   ( 7 )  
 
Z as t ęp u j ą c  c ałk ę ( 3 )  s u mą  ( c ałk ow an i e met oda p r os t ok ą t ó w )  [ 1 ] :  
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otrzymuje się równanie analizy DFT: 
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A lg orytm L S M ,  opierają c  się na aprok symac ji zestawu prób ek  

przeb ieg iem sinusoidalnym,  prowadzi do identyf ik ac ji amplitudy  
i f azy poc zą tk owej syg nał u sinusoidalneg o [ 2 ] : 
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L ic zb y 0C  i 1C  wyznac zane są  jak o rozwią zanie równania: 
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g dzie: 
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P odstawą  realizac ji alg orytmu jest wc ześ niejsza znajomoś ć  pul-

sac ji identyf ik owaneg o syg nał u. 
W  przypadk u syg nał ów ok resowyc h  o dominują c ej podstawo-

wej h armonic znej,  moż na identyf ik ować  ok res i c zęstotliwoś ć  na 
zasadzie zlic zania prób ek  przypadają c yc h  na ok res syg nał u,  mię-
dzy miejsc ami przejś c ia syg nał u przez zero. Dla zwięk szenia 
dok ł adnoś c i stosuje się aprok symac ję liniową  syg nał u między 
prób k ami. 
 
3. M o d y f i k a c j a  d y s k r e t n e g o  p r z e k s z t a łc e n i a  

F o u r i e r a  
 

W  wynik u niesync h ronic zneg o prób k owania,  na ok res syg nał u 
przypada niec ał k owita lic zb a ok resów prób k owania. S tosują c  
alg orytm DFT pojawia się zjawisk o tzw. przec iek u widma,  utrud-
niają c e dok ł adną  identyf ik ac ję sk ł adowyc h  h armonic znyc h . P ro-
b lem wynik a z niedopasowania,  w proc esie aprok symac ji,  pulsac ji 
f unk c ji b azowyc h  do pulsac ji syg nał u. S tą d pojawił  się pomysł  
modyf ik ac ji DFT. 

Z ak ł ada się niesync h ronic zne prób k owanie,  tzn.: 
 
 ,     'P PNT T N T T≠ = ,                             ( 1 3 )  
 

g dzie: N – lic zb a prób ek  ( lic zb a c ał k owita) ,  N’  – iloś ć  ok resów 
prób k owania przypadają c yc h  na ok res syg nał u ( lic zb a rzec zywi-
sta) . W  przypadk u sync h ronic zneg o prób k owania N= N’ . 

P omimo prób k owania syg nał u ok resoweg o ( ) ( )x t T x t+ =  
uzysk any syg nał  c yf rowy nie jest ok resowy ( ) ( )x n N x n+ ≠ ,  
speł niona jest jednak  zależ noś ć : 

 
 ( )( ) ( )' P Px n N T x nT+ = .                         ( 1 4 )  
 
P ulsac ja b adaneg o syg nał u ok reś lona jest wyraż eniem: 
 
 

0
2
' PN T
π

ω =
.                                   ( 1 5 )  

 
 

W prowadzają c  tę pulsac ję i zastępują c  c ał k ę ( 3 )  sumą : 
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otrzymuje się równanie analizy modyf ik owaneg o DFT ( M DFT) : 
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P rzek ształ c enie M DFT ok reś lone wzorem ( 1 7 )  zapewnia lepsze 

dopasowanie f unk c ji b azowyc h  do sk ł adowyc h  h armonic znyc h  
analizowaneg o syg nał u. I deę modyf ik ac ji pok azano na rys. 1 . 
P rzedmiotem analizy b ył  syg nał  sinusoidalny o c zęstotliwoś c i  
1 0 0  H z. R ysunek  1 .a)  pok azuje pok rywają c e się widma uzysk ane 
metodami DFT i M DFT w przypadk u sync h ronic zneg o prób k o-
wania,  tzn. 10 101 PT T= . W idoc zny tutaj ef ek t przec iek u widma 
został  sztuc znie wywoł any metodą  dopisywania zerowyc h  prób ek ,  
ab y lepiej porównać  widma. B adana sinusoida jest dziesią tą  h ar-
monic zną  syg nał u i został a wyznac zona b ezb ł ędnie,  podob nie,  jak  
inne widoc zne tu h armonic zne o numerac h : 7 ,  8 ,  9 ,  1 1 ,  1 2 ,  i 1 3  
( odpowiednio o c zęstotliwoś c iac h  7 0 ,  8 0 ,  9 0 , 1 1 0 , 1 2 0  i 1 3 0  H z) ,  
k tóryc h  amplitudy wynoszą  zero. R ysunek  1 .b )  pok azuje wynik  
stosowania metod DFT i M DFT w przypadk u niesync h ronic zneg o 
prób k owania,  tj.: 10 101,1 PT T= ,  tzn. iloś ć  ok resów prób k owania 

' 101,1N =  a lic zb a prób ek  102N = . N a widmie wyznac zonym za 
pomoc ą  DFT widać  wyraź nie przec iek  ( nie tylk o ten wywoł any 
dopisywaniem zerowyc h  prób ek ) . B rak uje prą ż k a dla c zęstotliwo-
ś c i syg nał u,  c zyli 1 0 0  H z,  natomiast w ok olic ac h  c zęstotliwoś c i 
innyc h  h armonic znyc h  ( o zerowyc h  amplitudac h )  wszystk ie prą ż -
k i mają  niezerowe wartoś c i. M etoda M DFT pozwolił a ok reś lić  
amplitudę b adanej sinusoidy z b ł ędem wynoszą c ym -0 , 0 0 9 5 % . 

 
 

  
R y s . 1 .  P o r ó w n an i e  w y n i k ó w  d z i ał an i a m e t o d  D F T  ( k o l o r  j as n o s z ar y )  i  M D F T  

( k o l o r  c i e m n o s z ar y ) . B ad an i a s y g n ał u  s i n u s o i d al n e g o  o  c z ę s t o t l i w o ś c i  1 0 0  
H z  w  p r z y p ad k u :  a)  s y n c h r o n i c z n e g o  p r ó bk o w an i a 10 101 PT T= ,   
b)  n i e s y n c h r o n i c z n e g o  p r ó bk o w an i a 10 101,1 PT T= . 

 
N iesync h ronic zne prób k owanie oznac za nierównomierny roz-

k ł ad prób ek  w zak resie ok resu ( lub  ok resów)  b adaneg o syg nał u. 
U trudnia to uś rednianie zg odnie ze wzorem ( 3 ) . W  metodzie 
M DFT,  wzór ( 1 7 )  sumowanie ob ejmuje N sk ł adnik ów,  c o odpo-
wiada przedział owi c zasu PNT . W ynik  sumowania dzielony jest 
natomiast przez N’ ,  c o odpowiada innemu,  zazwyc zaj k rótszemu 
przedział owi c zasu równemu ok resowi ( lub  ok resom)  b adaneg o 
syg nał u. O k azuje się,  ż e tak i sposób  ob lic zeń  daje najmniejszy 
b ł ą d,  jeż eli k osinusoidalny przeb ieg  b adaneg o syg nał u ma f azę 
poc zą tk ową  / 2ϕ π= ± . W yjaś nią  to poniż sze ob lic zenia zrealizo-
wane dla c zasu c ią g ł eg o,  dla pierwszej h armonic znej.  
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Stosowany jest podobny sposó b u ś r edniania,  jak  w M D F T ,  tz n.  dł u -
g oś ć  pr z edz iał u  c ał k owania r ó ż ni się  od ok r esu  badaneg o syg nał u   
o war toś ć  ∆ .   

R oz patr ywany jest syg nał : 
 
 ( ) ( ) 2cos ,     Tx t t πω ϕ ω= + = .                      ( 1 8 )  
 

A mpl itu da z espol ona syg nał u  wynosi: 
 
 1 1 cos sinjX e jϕ ϕ ϕ= = + .                          ( 1 9 )  
 

M oż na ją  obl ic z yć  na podstawie wz or u : 
 
 ( )1 1 1X a jb= − ,                                   ( 2 0 )  

g dz ie: 
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K or z ystają c  z  pr z ybl iż enia dl a mał yc h  war toś c i α : 
 
 sinα α≈ ,                                       ( 2 3 )  
 

dl a / 2ϕ π= ,  otr z ymu je się : 
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∆= − ≈ − ,                        ( 2 4 )  

 
 ( )

1
sin 2 1

2
T Tb
T T T T

ω

ω

∆+ ∆ + ∆ ∆= − + ≈ − + = − .           ( 2 5 )  
 
U z ysk any wynik  obar c z ony jest niewiel k im bł ę dem ( pr z y z ał o-

ż eniu  T∆ � ,  g dy l ic z ba pr ó bek  jest wystar c z ają c o du ż a) ,  k tó r y 
ma wpł yw pr z ede wsz ystk im na bł ą d f az y.  L ic z ne ek sper ymenty 
obl ic z eniowe,  wedł u g  wz or u  ( 1 7 ) ,  potwier dz ił y osią g anie naj-
mniejsz yc h  bł ę dó w dl a / 2ϕ π= ± .  U z ysk iwane wynik i potwier -
dz ał y tr af noś ć  pr z ybl iż eń  ( 2 4 )  i ( 2 5 ) .  B ł ę dy był y teg o sameg o 
r z ę du ,  r ó ż nił y się  jednak ,  c o do war toś c i,  z e wz g l ę du  na dysk r ety-
z ac ję .  
 

4. P o r ó w n a n i e  m e t o d  L S M ,  D F T  i  M D F T  
 

N a r ysu nk u  2 .  pok az ano por ó wnanie wynik ó w dz iał ania metod 
pr z y wyz nac z aniu  ampl itu dy z espol onej syg nał u  sinu soidal neg o.  
Syg nał  poddawany był  pr ó bk owaniu  w tak i sposó b,  ż e jeg o 1 0  
ok r esó w obejmowane był o pr z ez  7 0  do 1 2 0  ok r esó w pr ó bk owa-
nia.  P u l sac ja syg nał u  ok r eś l ana był a na podstawie pr ó bek  z  wyk o-
r z ystaniem apr ok symac ji l iniowej mię dz y pr ó bk ami,  w miejsc ac h  
pr z ejś c ia pr z ez  z er o.  B ł ą d wyz nac z enia pu l sac ji powodował  
z wię k sz enie bł ę dó w anal iz ,  jednak  tak i sposó b postę powania jest 
bar dz iej z bl iż ony do identyf ik ac ji sinu soidy na podstawie pomia-
r ó w.  W yk r esy 2 . a)  or az  2 . b)  to por ó wnanie bł ę dó w,  odpowiednio,  
modu ł u  i f az y dl a tr z ec h  metod.  B ł ę dy al g or ytmu  D F T  są  wiel o-
k r otnie wię k sz e niż  bł ę dy poz ostał yc h  metod.  W yk r esy 2 . c )  or az  

2 . d)  to z bl iż enie popr z ednic h  wyk r esó w dl a metod L SM  i M D F T .  
M etoda L SM  daje k il k ak r otnie mniejsz y bł ą d ampl itu dy,  bł ę dy 
f az owe są  w pr z ybl iż eniu  tak ie same.  

 
 

  
R y s .  2 .   P or ó w n an i e  w y n i k ó w  i d e n t y f i k ac j i  am p l i t u d y  z e s p ol on e j  s y g n ał u   

s i n u s oi d al n e g o,  m e t od am i :  L S M  – k ol or  s z ar y ,  D F T  – k ol or  j as n os z ar y ,  
M D F T  – k ol or  c z ar n y .  

 
W  pr z ypadk u  podobneg o badania syg nał u  sinu soidal neg o z  na-

ł oż onymi h ar monic z nymi ( h ar monic z na nr  2  o ampl itu dz ie r ó wnej 
1 0 %  ampl itu dy h ar monic z nej podstawowej i f az ie poc z ą tk owej 
/ 6π ,  or az  h ar monic z na nr  3  o ampl itu dz ie 2 0 %  i f az ie poc z ą tk o-

wej /12π ) ,  dok ł adniejsz e wynik i ampl itu dy daje metoda M D F T  
w por ó wnaniu  z  L SM .  W ynik i pok az ano na r ysu nk u  3 .  

 
 

  
R y s .  3 .   P or ó w n an i e  w y n i k ó w  i d e n t y f i k ac j i  am p l i t u d y  z e s p ol on e j  s y g n ał u   

s i n u s oi d al n e g o z  n ał oż on y m i  h ar m on i c z n y m i ,  m e t od am i :  L S M  – k ol or   
s z ar y ,  M D F T  – k ol or  c z ar n y .  

 
 

5 . P o d s u m o w a n i e  
 

Z apr oponowano or yg inal ny sposó b modyf ik ac ji dysk r etneg o 
pr z ek sz tał c enia F ou r ier a w c el u  dok ł adniejsz eg o wyz nac z ania 
sk ł adowyc h  h ar monic z nyc h  syg nał ó w pr ó bk owanyc h  niesync h r o-
nic z nie.  M etoda M D F T ,  w por ó wnaniu  do metod D F T  i L SM ,  
daje mniejsz e bł ę dy anal iz y w pr z ypadk u  syg nał ó w wiel oh ar mo-
nic z nyc h .  
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