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S t r e s z c z e n i e  
 

O p i s ano  s p o s ó b  w y p r o w ad z eni a r ó w nani a p r z et w ar z ani a d l a p r z et w o r ni k a 
i nd u k c y j no ś c i o w eg o ,  p r z ez nac z o neg o  d o  p o m i ar u  k o nd u k t y w no ś c i  el ek -
t r o l i t ó w  z naj d u j ą c y c h s i ę  w  z b i o r ni k ac h np .  k ad z i ac h.  W  o p ar c i u  o  o t r z y -
m aną  f u nk c j ę  p r z et w ar z ani a p r z ed s t aw i o no  w y ni k i  o b l i c z eń  nu m er y c z -
ny c h,  u m o ż l i w i aj ą c e anal i z ę  m et r o l o g i c z ną  t eg o  u k ł ad u .  W  w y ni k u  p r z e-
p r o w ad z o nej  anal i z y  u z y s k ano  i nf o r m ac j ę  o d no ś ni e c har ak t er y s t y k i  p r z e-
t w ar z ani a,  w p ł y w u  na j ej  w ar t o ś c i  w ł aś c i w o ś c i  el ek t r y c z ny c h i  m ag ne-
t y c z ny c h ś c i an z b i o r ni k a z aw i er aj ą c eg o  b ad any  o ś r o d ek ,  a t ak ż e o d l eg ł o -
ś c i  u m i es z c z eni a p r z et w o r ni k a o d  ś c i an o  p o w y ż s z y c h w ł aś c i w o ś c i ac h.  
D o k o nano  w er y f i k ac j i  d o ś w i ad c z al nej  o t r z y m any c h z al eż no ś c i  anal i t y c z -
ny c h,  k t ó r a p o l eg ał a na p o m i ar z e k o nd u k t y w no ś c i  el ek t r o l i t u  ( r o z t w o r u  
k w as u  s i ar k o w eg o )  o  z nany m  s t ę ż eni u  w  s t ał ej  t em p er at u r z e z a p o m o c ą  
w y k o naneg o  p r z et w o r ni k a.  U z y s k ane w y ni k i  w s k az u j ą  na p o p r aw no ś ć  
o t r z y m aneg o  m o d el u  p r z et w o r ni k a.  
 

A b s t r a c t  
 
T hi s  p ap er  c o nt ai ns  t he p r o c es s i ng  f o r m u l a o f  an i nd u c t i v e t r ans d u c er  i n 
an i m m er s i o n v er s i o n f o r  c o nt ac t l es s  m eas u r em ent s  o f  c o nd u c t i v i t y  o f  
c o nd u c t i v e m ed i a.  D ep end enc i es  d et er m i ni ng  t he i nf l u enc e o f  t he el ec t r i c  
and  m ag net i c  p r o p er t i es  o f  t he w al l s  o f  t he v es s el ,  w hi c h c o nt ai ns  t he 
i nv es t i g at ed  m ed i u m  u p o n t he t r ans f er  f u nc t i o n o f  t he t r ans d u c er  hav e al s o  
b een f o r m u l at ed .  T hes e d ep end enc i es  c an al s o  b e u s ed  t o  d es i g ni ng  t he 
t r ans d u c er  i n a s hi el d  w i t h af o r em ent i o ned  p r o p er t i es .  M o r eo v er ,  ex p er i -
m ent s  hav e b een c ar r i ed  o u t  w hi c h c o ns i s t ed  i n t he m eas u r em ent  o f  t he 
c o nd u c t i v i t y  o f  t he 42SOH  el ec t r o l y t e s o l u t i o ns  o f  k no w n c o nc ent r at i o ns  
i n a c o ns t ant  t em p er at u r e b y  m eans  o f  t he t r ans d u c er  d es i g ned  and  u s i ng  
t he t heo r et i c al  d ep end enc i es  d er i v ed .  T he r es u l t s  o b t ai ned  d em o ns t r at e t hat  
t he m eas u r em ent s  – b y  m eans  o f  t he p r o p o s ed  m et ho d o l o g y  – c an b e 
c ar r i ed  o u t  w i t h a s u f f i c i ent  ac c u r ac y .  
 1 .  W s t ę p  
 
W  d z ied z inie p om iar ów  w y kor z y s t u j ą c y c h  p r z et w or niki p ar a-

m et r y c z ne is t ot ny m  z ag ad nieniem  j es t  z naj om oś ć  ic h  c h ar akt er y -
s t y ki p r z et w ar z ania. D o p r z et w or ników  p ar am et r y c z ny c h  należą  
p r z et w or niki ind u kc y j noś c iow e,  w  kt ór y c h  f u nkc j a p r z et w ar z ania 
w y r ażana j es t  w  p os t ac i z ależnoś c i w ią żą c ej  z m iany  im p ed anc j i 
obs er w ow anej  na z ac is kac h  c ew ki z  kond u kt y w noś c ią  bad aneg o 
m ed iu m ,  s t r u kt u r ą  g eom et r y c z ną  i c z ę s t ot liw oś c ią  nap ię c ia z as ila-
j ą c eg o u z w oj enie c ew ki. W  lit er at u r z e d ot y c z ą c ej  bez s t y kow eg o 
p om iar u  kond u kt y w noś c i r óżny c h  s u bs t anc j i z a p om oc ą  p r z et w or -
ników  ind u kc y j noś c iow y c h  ot r z y m ano w z or y  albo p r z y  z by t  
d u ży m  u p r os z c z eniu  ( np . d la c ew ki d ł u g iej  [ 1 ] ,  albo d la okr eś lonej  
s t r u kt u r y  g eom et r y c z nej  [ 2 ,  3 ,  4 ]  i kt ór y c h  nie m ożna w y kor z y s t ać  
d o analiz y  m et r olog ic z nej  innej  s t r u kt u r y . R oz w ią z ania p r z ed s t a-
w ione w  [ 3 ,  4  i 2 ]  d ot y c z ą  od p ow ied nio:  kons t r u kc j i p r z et w or nika 
w  w er s j i p r z ep ł y w ow ej  i kons t r u kc j i w  w er s j i z anu r z eniow ej  bez  
kar kas u  i os ł ony  iz olac y j nej . W  t ej  p r ac y  p od d ano analiz ie p r z e-
t w or nik ind u kc y j noś c iow y  z  u z w oj eniem  naw inię t y m  na kar kas ie 
iz olac y j ny m  w  p os t ac i kr ót kiej  c ew ki j ed now ar s t w ow ej  ( r y s . 1 a) . 
U z w oj enie od  s t r ony  s u bs t anc j i bad anej  j es t  z abez p iec z one os ł oną  

iz olac y j ną . W p ł y w  ot oc z enia na f u nkc j ę  p r z et w ar z ania u s t abili-
z ow ano p op r z ez  u m ies z c z enie c ew ki p r z et w or nika w  m ag net y c z -
ny m  ekr anie o w ł as noś c iac h  p r z ew od z ą c y c h  ( r y s . 1 b) . 
 2 .  Mo d el e o b l i c zen i o w e 
 
D la r oz w ią z ania z ag ad nienia p r z y j ę t o m od ele kons t r u kc y j ne 

p r z et w or nika w  w er s j i z anu r z eniow ej  ( r y s . 1 ) .  
 

  
R y s.  1 .  M od e l e  p r z e t w or n i k a  z a n u r z e n i ow e g o:  a )  b e z  e k r a n u ,  b )  z  e k r a n e m  
F i g .  1 .  C om p u t a t i on a l  m od e l s of  i m m e r si on  t r a n sd u c e r s 
 
W  analiz ow any c h  m od elac h  p r z y j ę t o nas t ę p u j ą c e p ar am et r y  

oś r od ków :  
- oś r od ek bad any  
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g d z ie:  σ  - kond u kt y w noś ć  oś r od ka,  µ  - p r z enikalnoś ć  m ag ne-
t y c z na oś r od ka,  0µ  - p r z enikalnoś ć  m ag nnet y c z na p r óżni 
- c ew ka w z bu d z aj ą c a 
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W ł aś c iw oś c i ekr anu  p r z y j ę t o j ako id ealne i s t ą d  w  m od elu  nie 
u w z g lę d niono ic h  g r u boś c i. W  m od elac h  oblic z eniow y c h  r ów na-
niam i w y j ś c iow y m i s ą  r ów nania M ax w ella[ 4 , 5 ] ,  kt ór y c h  r oz w ią -
z ania p os z u ku j e s ię  z a p om oc ą  s kł ad ow ej  ką t ow ej  p ot enc j ał u  
w ekt or ow eg o ),( zrAϕ  w  w alc ow y m  u kł ad z ie w s p ół r z ę d ny c h . 
W y nika t o z  s y m et r ii os iow ej  p r z et w or nika or az  p r z y j ę t eg o m od e-
lu  c ew ki w z bu d z enia w  p os t ac i p r ą d ów  p ow ier z c h niow y c h   
o s kł ad ow y c h  ką t ow y c h  p ł y ną c y c h  na p ow ier z c h ni w alc a o p r o-
m ieniu  0r  i w y s okoś c i l2 . P ot enc j ał  w ekt or ow y  ϕA  s p eł nia  
w  obs z ar ac h  bez p r ą d ow y c h  r ów nanie L ap lac e’ a [ 5 ]  ( 02 =∇ ϕA ) ,  
nat om ias t  w  obs z ar z e w y p eł niony m  oś r od kiem  bad any m  r ów nanie 
H elm h olt z a [ 5 ]  .1     ,    , 2

0
22 −===∇ jjkAkA σωµϕϕ  

W  c elu  z r ealiz ow ania f u nkc j i p r z et w ar z ania w y z nac z ono p ot enc j ał  
w ekt or ow y  w  obs z ar z e bez p r ą d ow y m  ( 10 rrr ≤≤ ) ,  w  kt ór y m  
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znajduje się uzwojenie cewki. Dla ułatwienia obliczeń rachunko-
wy ch zastosowano następ ujący  sp osó b rozwiązania: 
1 )  najp ierw obliczono rozkład p ola wzbudzenia związany  z g ęsto-
ścią p rądu p ły nąceg o p rzez uzwojenie cewki, 

2 )  p rzy jęto w obszarach bezp rądowy ch sup erp ozy cję p ola wzbu-
dzenia i p ola p rądó w wirowy ch sp ełniająceg o ró wnanie L ap la-
ce’ a ( 02 =∇ ϕA ) , 

3 )  w obszarze z wy indukowany m i p rądam i wirowy m i bezp ośred-
nio wy znaczono p ole z rozwiązaneg o ró wnania H elm holtza 
( ϕϕ AkA 22 =∇ ) . 

P rzy  wy znaczaniu rozwiązania p owy ż szy ch ró wnań zastosowano 
całkowe p rzekształcenie F ouriera [ 6 ]  wzg lędem  zm iennej „ z”  
otrzy m ując dla każ deg o p odobszaru odp owiednie ró wnanie B esse-
la rzędu p ierwszeg o. R ozwiązanie ty ch ró wnań wy raż a się za 
p om ocą zm ody f ikowany ch f unkcji B essela p ierwszeg o i drug ieg o 
rodzaju z odp owiednim i stały m i całkowania. W y znacza się je na 
p odstawie warunkó w brzeg owy ch, któ re doty czą ciąg łości p ó l ϕA  
na p owierzchniach rozdziału obszaró w obliczeniowy ch ( 0rr =   
i 1rr = )  oraz p oró wnania składowy ch sty czny ch natęż enia p ola 
m ag nety czneg o ( ϕµ A×∇−1 )  na ty ch p owierzchniach (ry s.1 a) .  
W  p rzy p adku m odelu z ry s.1 b na p owierzchni idealnie p rzewo-
dzącej ( ∞→1σ )  o p rom ieniu 2rr =  zachodzi dodatkowo zerowa-
nie się składowej norm alnej indukcji m ag nety cznej i 0=ϕA , dla 

2rr = , a p onieważ  p rzy jęto, ż e p owierzchnia ta m a idealne wła-
sności m ag nety czne ( ∞→µ ) , to na tej p owierzchni następ uje 
zerowanie się składowej sty cznej indukcji m ag nety cznej tzn. 

0)(1 =
∂

∂
=

r
rA

r
Bz

ϕ , dla 2rr = . U wzg lędniając p owy ż sze warunki 
brzeg owe otrzy m uje się zależ ność  określającą p otencjał wektoro-
wy  na p owierzchni m odelującej cewkę 
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- dla m odelu z ry s. 1 b (dla ∞→1σ ) : 
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- dla m odelu z ry s.. 1 b (dla ∞→µ ) : 
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)()()()()( 211111211 qrIqrKqrIqrKA −=λ , 
)()()()()( 211010212 qrIqrKqrIqrKA +=λ , 
)()()()()( 201111201 qrIqrKqrIqrKB +=λ ,           (2 )  
)()()()()( 102020102 qrIqrKqrIqrKB −=λ , 

σωµλ 0
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λ  - zm ienna wy nikająca z transf orm acji F oriera, 0101 ,,, KKII  - 
zm ody f ikowane f unkcje B essla. 
Dalej wy znaczono składową sty czną p ola elektry czneg o: 

),(),( 00 zrAjzrE ϕϕ ω−= , a następ nie nap ięcie na zaciskach  

cewki: ∫=
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3. R ó w n a n i a  p r z e t w a r z a n i a  
 
R ó wnanie p rzetwarzania zdef iniowano zależ nością: 
 

XjRZ
ZZZ 00

0

00 ∆∆∆ +=
−

= ,                         (3 )  

 
g dzie: 0,ZZ  - im p edancja cewki z p ró bką i bez p ró bki. Dla za-
p ewnienia uniwersalności otrzy m any ch ró wnań wp rowadzono 
nową zm ienną: σωµ

λ
0

=y , a p ozostałe p aram etry  wy raż ono  
w p ostaci wzg lędnej: σωµδ 00 r=  i p rzy jęto: 
a)  dla m odelu z ry s. 1 a: 
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b)  dla m odelu z ry s. 1 b: 
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P o wp rowadzeniu ty ch zm ian, ró wnania p rzetwarzania m ają p o-
stać : 
- dla m odelu z ry s. 1 a: 
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- dla m odelu z ry s. 1 b z ∞→1σ : 
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- dla m odelu z ry s. 1 b z ∞→1µ : 
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W y raż enia )(),(),( 121 yByAyA  i )(2 yB  otrzy m uje się p o p odsta-
wieniu we wzorach (2 )  w m iejsce arg um entó w 2qr  i 1qr  odp o-
wiednio jy +2

21αα
δ  i jy +2

1α
δ . 

 
4. Wy n i k i  o b l i c z e ń   
 
W  celu ujawnienia właściwości m etrolog iczny ch wy nikający ch 

z otrzy m any ch zależ ności p oddano je analizie num ery cznej za 
p om ocą p rog ram ó w nap isany ch w środowisku M atlab. N a ry s. 2  
p rzedstawiono wy niki obliczeń uzy skane w op arciu o wzó r (4 ) . 
W y raż ają one zm iany  p oszczeg ó lny ch składowy ch p rzy rostu 
im p edancji ( Z0∆ )  w f unkcji arg um entu δ  w szerokim  zakresie 
zm ian jeg o wartości. 
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R y s . 2 .  F u n k c j e p r z et w ar z an i a p r z et w or n i k a w  s z er ok i m  z ak r es i e z m i an   

p ar am et r u  δ  
F i g . 2 .  T r an s f er  f u n c t i on s  of  t he t r an s d u c er  i n  a w i d e r an g e of  c han g es   

of  ar g u m en t  δ  
 
Z  p rz eds t awionyc h  wykres ó w wynika,  że s kł adowa rez ys t anc yjna 
t rac i c h arakt er f unkc ji m onot onic z nej dl a 2>δ  a s kł adowa reak-
t anc yjna dl a 4>δ  s t aje s ię  c oraz  b ardz iej p ł as ka,  a p rz ez  t o m niej 
c z uł a na z m iany p aram et ru δ . W ykres y dos t arc z ają inf orm ac ji na 
t em at  wyb oru op t ym al neg o z akres u p aram et ru δ ,  w kt ó rym  s kł a-
dowe m ają najwię ks z e nac h yl enie w s t os unku do os i δ . D l a s kł a-
dowej )Re 0Z(∆  op t ym al nym  z akres em  jes t  p rz edz iał  ( 0 .4  - 2 ) ,   
a dl a s kł adowej )Im 0Z(∆  p rz edz iał  ( 0 .4  - 4 ) . W  z wiąz ku z  t ym  
dal s z e ob l ic z enia p rz ep rowadz ono dl a wart oś c i δ z  p rz edz iał u  
( 0  - 2 )  i p rz y ró żnyc h  wart oś c iac h  ws p ó ł c z ynnika α . W yniki 
ob l ic z eń  p rz eds t awiono na rys .3 . 
 

  
R y s . 3 .  F u n k c j e p r z et w ar z an i a p r z et w or n i k a w  z ak r es i e p r ak t y c z n eg o  

j eg o z as t os ow an i a 
F i g . 3 .  T r an s f er  f u n c t i on s  of  t he t r an s d u c er  i n  t he ar ea of  p r ac t i c al  ap p l i c at i on s  
 
W ykres y ( rys . 3 )  dodat kowo ob raz ują wp ł yw g rub oś c i os ł ony 
iz ol ac yjnej na f unkc ję  p rz et warz ania ( p aram et r α ) . N at om ias t  
wykres y na rys . 4 a i 4 b  p rz eds t awiają wp ł yw odl eg ł oś c i ekranu  
o ideal nyc h  wł as noś c iac h  p rz ewodz ąc yc h  ( ∞=1σ )  i m ag net yc z -
nyc h  ( ∞=µ )  na f unkc je p rz et warz ania p rz et wornika. Z a ekran 
m ożna ró wnież uważać  ś c iany nac z ynia ( kadz i)  z awierając eg o 
b adane m edium . N a p ods t awie t yc h  wykres ó w is t nieje m ożl iwoś ć  
okreś l enia odl eg ł oś c i um ies z c z enia p rz et wornika od ś c ian nac z y-
nia t ak,  b y wp ł yw t yc h  ś c ian b ył  m niejs z y od z ał ożoneg o,  l ub  
c ał kowic ie p om inię t y. 
 

          
R y s . 4 .  W p ł y w  od l eg ł oś c i  ek r an u  ( ś c i an y  n ac z y n i a)  od  p ow i er z c hn i  u z w oj en i a 

c ew k i  n a f u n k c j e p r z ej ś c i a,  a)  -o w ł as n oś c i ac h p r z ew od z ą c y c h,   
b )  - o w ł as n oś c i ac h m ag n et y c z n y c h. 

F i g . 4 .  I n f l u en c e of  t he d i s t an c e of  t he s hi el d  ( v es s el  w al l s )  u p on  t r an s f er   
f u n c t i on s  f or :  a)  t he s hi el d  w i t h c on d u c t i v e p r op er t i es ,   
b )  t he s hi el d  w i t h m ag n et i c  p r op er t i es  

5. P o m i a r y   
 
W  eks p erym enc ie jako b adaneg o oś rodka użyt o roz t woru kwa-

s u s iarkoweg o o s t ę żeniu 2 0 %. J eg o kondukt ywnoś ć  z m ierz ono z a 
p om oc ą kondukt om et ru O k.-1 0 2 / l  f -m y R adel kis  o b ł ę dz ie g ra-
nic z nym  2  %i uz ys kano 6 5 , 3  S / m . W art oś ć  t ą p rz yję t o z a wart oś ć  
odnies ienia ( 0σ )  w s t os unku do wyniku uz ys kaneg o z a p om oc ą 
op rac owaneg o wedł ug  kryt erió w wynikając yc h  z  p rz eds t awionej 
anal iz y p rz et wornika indukc yjnoś c ioweg o .P rz et wornik t en z os t ał  
wykonany w p os t ac i c ewki jednowars t wowej nawinię t ej drut em  
m iedz ianym  b ez p oś rednio na p owierz c h ni karkas u iz ol ac yjneg o  
o ś rednic y 1 0 0 , 0  m m . U z wojenie od s t rony z ewnę t rz nej z os t ał o 
z ab ez p iec z one os ł oną iz ol ac yjną o g rub oś c i 1 , 0 m m . D l a wykona-
neg o p rz et wornika ws p ó ł c z ynniki ( ξα  , )  wynikając e z  wym iaró w 
g eom et ryc z nyc h  i wc h odz ąc e do ró wnań  p rz et warz ania wynos ił y 
odp owiednio:  1 , 0  i 0 , 5 . 
P om iaru z m ian p aram et ró w el ekt ryc z nyc h  p rz et wornika wywo-

ł anyc h  z anurz eniem  p rz et wornika w b adanym  oś rodku dokonano 
z a p om oc ą t rans f orm at oroweg o m os t ka R L C  p rz y c z ę s t ot l iwoś c i 
ró wnej 1 M H z . Z m ierz one p oś rednio wart oś c i )Re 0Z(∆  i )Im 0Z(∆  
i ob l ic z one num eryc z nie c h arakt erys t yki )()Re 1

0 δfZ(∆ =  um oż-
l iwił y okreś l enie wart oś c i arg um ent u δ ,  a nas t ę p nie z  z al eżnoś c i 

0
2
0

2

ωµ
δσ

r
=  - wart oś c i kondukt ywnoś c i b adaneg o oś rodka. O t rz y-

m ano wynik mS2,67=σ . P oró wnując  wart oś c i σ  i 0σ  m ożna 
s t wierdz ić ,  że ic h  ró żnic a nie p rz ekrac z a 3  %. 
 
6 . U w a g i  k o ń c o w e  
 
U z ys kane wz ory i op rac owane p rog ram y kom p ut erowe,  real iz u-

jąc e na ic h  p ods t awie ob l ic z enia num eryc z ne um ożl iwiają dob ó r 
wym iaró w g eom et ryc z nyc h  p rz et wornikó w i c z ę s t ot l iwoś c i z as i-
l ania w t aki s p os ó b ,  ab y p rac ował y w korz ys t nym  p unkc ie c h arak-
t erys t yki ( rys .2 ) . J eżel i kondukt ywnoś ć  b adaneg o oś rodka jes t  
m ał a,  t o korz ys t ne p unkt y na c h arakt erys t ykac h  os iąg a s ię  z wię k-
s z ając  p rom ień  c ewki i c z ę s t ot l iwoś ć  z as il ania. W  p rz yp adku 
p om iaru kondukt ywnoś c i b adaneg o oś rodka z najdując eg o s ię   
w z b iorniku,  kt ó reg o ś c iany m ają wł aś c iwoś c i p rz ewodz ąc e  
i m ag net yc z ne,  wp ł yw ic h  na c h arakt erys t ykę  p rz et warz ania m oż-
na uc z ynić  p om ijal nie m ał y,  p os ł ug ując  s ię  w t ym  c el u wykres am i 
z  rys . 4 ,  l ub  dokonując  ob l ic z eń  w op arc iu o p odane z al eżnoś c i 
anal it yc z ne. U z ys kane wyniki ws kaz ują,  że p om iary t ą m et odą 
m og ą b yć  wykonywane b ez s t ykowo z  niep ewnoś c ią nie p rz ekra-
c z ając ą kil ku p roc ent . 
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