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S t r e s z c z e n i e  
 

W  ar t yk u l e p r zed s t awi o n o  zmo d yf i k o wan ą  n u mer yc zn ą  met o d ę  k o r ek c ji  
zn i ek s zt ał c eń  s ygn ał u  wyjś c i o wego  c zu jn i k a mec h an i c zn yc h  wymu s zeń  
i mp u l s o wyc h ,  wywo ł an yc h  d ys p er s ją  f al  w jego  el emen c i e s p r ę ż ys t ym.   
W  met o d zi e wyk o r zys t u je s i ę  d ys k r et n e p r zek s zt ał c en i e F o u r i er a p r ó b ek  
c zas o wyc h  s ygn ał u  wyjś c i o wego  c zu jn i k a i  c h ar ak t er ys t yk ę  d ys p er s yjn ą  
el emen t u  s p r ę ż ys t ego  w p o s t ac i  c yl i n d r yc zn ego  p r ę t a.  Pr zed s t awi o n o  
wyn i k i  k o r ek c ji  zmi er zo n yc h  p r zeb i egó w o d k s zt ał c eń  i mp u l s o wyc h ,  
p o ws t ał yc h  w wyn i k u  u d er zen i a mec h an i c zn ego .  M et o d a u mo ż l i wi a t ak ż e 
s ymu l ac ję  zn i ek s zt ał c eń  d ys p er s yjn yc h  s ygn ał u  wyjś c i o wego  c zu jn i k a  
z el as t yc zn ym p r ę t em.  
 

A b s t r a c t  
 
T h e p ap er  p r es en t s  a mo d i f i ed  n u mer i c al  met h o d  f o r  t h e c o r r ec t i o n  o f  t h e 
s en s o r  s i gn al ’ s  d i s t o r t i o n ,  c au s ed  b y wav e d i s p er s i o n  i n  i t s  el as t i c  b ar .  T h e 
met h o d  i s  b as ed  o n  t h e D i s c r et e F o u r i er  T r an s f o r mat i o n  o f  t h e t i me  
s amp l es  o f  t h e s en s o r  s i gn al  an d  o n  t h e s o l u t i o n  o f  t h e d i s p er s i o n  eq u at i o n  
o f  t h e b ar ,  s h o wi n g t h e v ar i at i o n  o f  p h as e v el o c i t y wi t h  t h e wav el en gt h  f o r  
t h e i t s  f i r s t  v i b r at i o n  mo d e.  Pr es en t ed  ar e t h e r es u l t s  o f  t h e c o r r ec t i o n  o f  
t h e i mp u l s i v e s t r ai n s  ex c i t ed  b y a mec h an i c al  i mp ac t .  T h e met h o d  al s o  
al l o ws  f o r  t h e s i mu l at i o n  o f  a d i s p er s i v e d i s t o r t i o n  o f  t h e s en s o r  s i gn al ,  
b as ed  o n  el as t i c  b ar .  
 
1 .  W st ę p  
 

E l as t yc zny m et al o w y prę t  z zai ns t al o w anym i  na ni m  w  o dpo -
w i edni c h  m i ejs c ac h  t ens o m et ram i ,  ( nazyw any c zę s t o  prę t em  
H o pk i ns o na) ,  s t ano w i  po w s zec h ni e s t o s o w any c zu jni k  s i ł  i  c i ś ni eń  
i m pu l s o w yc h  [ 1 ] .  G ł ó w ne zal et y t ak i eg o  c zu jni k a t o  pro s t a b u do -
w a i  b ardzo  s zero k i e pas m o  przeno s zeni a.  S i ł a l u b  c i ś ni eni e dzi a-
ł ają c  na jedną  z po w i erzc h ni  c zo ł o w yc h  prę t a w yw o ł u ją  w  ni m  
s prę ż ys t e f al e o dk s zt ał c eń ,  k t ó re pro pag u ją  w zdł u ż  jeg o  dł u g o ś c i  
jak o  f al e po dł u ż ne.  J eż el i  dł u g o ś c i  t yc h  f al  s ą  du ż o  w i ę k s ze ni ż  
ś redni c a prę t a,  t o  i c h  pro pag ac ja w  ni m  o db yw a s i ę  b ez dys pers ji  
f al .  K s zt ał t  przeb i eg u  t yc h  f al  w  praw i dł o w o  w yznac zo nym  o d-
c i nk u  prę t a jes t  m i arą  dzi ał ają c eg o  w ym u s zeni a.  J eż el i  dł u g o ś c i  
f al  o dk s zt ał c eń  s ą  po ró w nyw al ne l u b  m ni ejs ze ni ż  ś redni c a prę t a 
t o  i c h  pro pag ac ja m a c h arak t er dys pers yjny,  c o  znac zy,  ż e prę dk o -
ś c i  f azo w e f al  w  prę c i e zal eż ą  o d i c h  c zę s t o t l i w o ś c i .  D ys pers ja f al  
pro w adzi  do  ro zm yw ani a s i ę  k s zt ał t u  i m pu l s u  o dk s zt ał c eni a 
w zdł u ż  dł u g o ś c i  prę t a,  w yw o ł aneg o  i m pu l s em  w ym u s zeni a,  c o  
s k u t k u je zni ek s zt ał c eni am i  s yg nał u  w yjś c i o w eg o  c zu jni k a.  W a-
ru nk i em  w yk o rzys t ani a prę t a,  jak o  el em ent u  s prę ż ys t eg o  c zu jni k a,  
w  zak res i e jeg o  prac y z dys pers ją  f al ,  jes t   s k o m pens o w ani e 
w pł yw u  dys pers ji  f al  w  s yg nal e w yjś c i o w ym  c zu jni k a.  

W  prac y przeds t aw i o no  zm o dyf i k o w aną  nu m eryc zną  m et o dę  
k o rek c ji  zni ek s zt ał c eń  s yg nał u  w yjś c i o w eg o  c zu jni k a o dk s zt ał c eń  
i m pu l s o w yc h ,  w yw o ł anyc h  dys pers ją  f al  w  el em enc i e s prę ż ys t ym  
c zu jni k a,  w  k t ó rej w yk o rzys t u je s i ę  D ys k ret ną  T rans f o rm at ę  
F o u ri era i  c h arak t erys t yk ę  dys pers yjną  pi erw s zeg o  m o du  drg ań  
el em ent u  s prę ż ys t eg o  c zu jni k a.  
 

2 .  Ro zwią zan ie  r ó wn an ia r u c h u  p r ę t a 
 

P o ds t aw ą  m et o dy k o rek c ji  zni ek s zt ał c eń  dys pers yjnyc h  s yg nał u  
w yjś c i o w eg o  c zu jni k a o dk s zt ał c eń  i m pu l s o w yc h  jes t  ro zw i ą zani e 
ró w nani a ru c h u  ni es k o ń c zeni e dł u g i eg o  prę t a po d w pł yw em  w y-
m u s zeni a h arm o ni c zneg o ,  k t ó re u zys k al i  ni ezal eż ni e P o c h h am er  
i  C h ree [ 2 ] .  R o zw i ą zani e P o c h h am era-C h ree,  w  u pro s zc zo nej 
po s t ac i  jak o  ró w nani e c zę s t o t l i w o ś c i o w e l u b  dys pers yjne m o ż na 
zapi s ać  [ 3 ]  
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J0,  J1 – f u nk c i e B es s el a pi erw s zeg o  ro dzaju  rzę du  zero w eg o   
i  pi erw s zeg o  o dpo w i edni o ,  a jes t  pro m i eni em  prę t a,  ρ jes t  g ę s t o -
ś c i ą  m at eri ał u  prę t a nat o m i as t  λ i  µ s ą  s t ał ym i  L am eg o  o k reś l o ny-
m i  przez rel ac je 
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przy c zym  E jes t  m o du ł em  J o u ng a,  ν jes t  s t ał ą  P o i s s o na.  

R ó w nani e ( 1 )  w i ą ż e prę dk o ś ć  f azo w ą  cf z dł u g o ś c i ą  Λ w ym u -
s zeni a h arm o ni c zneg o  i  jes t  ś c i s ł e dl a prę t a ni es k o ń c zeni e dł u g i e-
g o .  R ó w nani e m a w i el e pi erw i as t k ó w  ,  z k t ó ryc h  k aż dem u  o dpo -
w i ada i nna po s t ać  drg ań  – i nny m o d prę t a.  K aż dy m o d  c h arak t e-
ryzu je o dpo w i adają c a  l i c zb a w ę zł ó w  w   przek ro jac h  po przec z-
nyc h  prę t a.  J eś l i  przyją ć  w  ró w nani u  c zę s t o t l i w o ś c i o w ym  w art o ś ć  
ν jak o  s t ał ą ,  t o  m o ż na je ro zw i ą zać  m et o dą  nu m eryc zną ,  o t rzym u -
ją c  k rzyw e dys pers yjne,  k t ó re dl a danej po s t ac i  drg ań  przeds t a-
w i ają  zal eż no ś c i  cf / c0 w  f u nk c ji  a/Λ .  N a rys u nk u  1  przeds t aw i o no  
t rzy k rzyw e dys pers yjne o dpo w i adają c e t rzem  k o l ejnym  pi er-
w i as t k o m  ró w nani a c zę s t o t l i w o ś c i o w eg o ,  dl a s t al o w eg o  c yl i n-
dryc zneg o  prę t a ze s t ał ą  ν =  0 , 2 9 ,  w yznac zo ne przez D av i es a [ 4 ] .   
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Rys. 1.  Ro z w i ąz an i e  r ó w n an i a d ysp e r syj n e g o  p r z e d st aw i aj ąc e  z al e ż n o ś ć  p r ę d k o ś c i  

f az o w e j  w  f u n k c j i  st o su n k u  p r o m i e n i a p r ę t a i  d ł u g o ś c i  f al i  d l a p i e r w sz yc h  
t r z e c h  p o st ac i  d r g ań  p r ę t a,  w yk o n an e g o  z e  st al i  o  st ał e j  P o i sso n a ν =  0 , 2 9  
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Z przebiegów krzywych dyspersyjnych wynika, że dla wszyst -
kich t rzech m odów prę dkoś ci f azowe m aleją ze zm niejszaniem  
dłu goś ci f ali.  F ale o wyższych czę st ot liwoś ciach propagu ją 
wzdłu ż prę t a wolniej niż f ale o niższych czę st ot liwoś ciach.  P o-
wst ały w prę cie im pu ls odkszt ałcenia, podczas działania na jego 
powierzchnię  czołową wym u szenia im pu lsowego, zawiera skła-
dowe różnych czę st ot liwoś ci, kt óre propagu ją z różnym i prę dko-
ś ciam i f azowym i wzdłu ż prę t a.  P rowadzi t o do rozm ywania się  
kszt ałt u  przebiegu  odkszt ałcenia i w konsekwencji do zniekszt ał-
ceń  sygnału  wyjś ciowego czu jnika.  D o korekcji zniekszt ałceń  
dyspersyjnych sygnału  wyjś ciowego czu jnika wykorzyst u je się  
krzywą dyspersyjną pierwszej post aci drgań  prę t a  obliczoną przez  
B ancrof t a i podaną w post aci zest awu  wart oś ci w t abeli 1 [ 5 ] .  
 
Tab. 1 .  Z al e ż n o ś ć  cf /c0 w  f u n k c j i  d/Λ p r z y  ν j ak o  p ar am e t r z e   

d o z n ac z a ś r e d n i c ę  p r ę t a 
 

v 
d/Λ 

0, 2 5  0, 3 0 0, 3 5  
0, 00 1 , 00000 1 , 00000 1 , 00000 
0, 05  0, 9 9 9 6 1  0, 9 9 9 4 4  0, 9 9 9 2 4  
0, 1 0 0, 9 9 8 4 3  0, 9 9 7 7 4  0, 9 9 6 9 4  
0, 1 5  0, 9 9 6 3 8  0, 9 9 4 8 2  0, 9 9 3 02  
0, 2 0 0, 9 9 3 3 3  0, 9 9 05 4  0, 9 8 7 3 2  
0, 2 5  0, 9 8 9 09  0, 9 8 4 6 6  0, 9 7 9 6 7  
0, 3 0 0, 9 8 3 3 7  0, 9 7 6 9 1  0, 9 6 9 7 9  
0, 3 5  0, 9 7 5 7 2  0, 9 6 6 8 8  0, 9 5 7 3 9  
0, 4 0 0, 9 6 5 5 9  0, 9 5 4 1 0 0, 9 4 2 1 8  
0, 4 5  0, 9 5 2 2 0 0, 9 3 8 1 0 0, 9 2 3 9 7  
0, 5 0 0, 9 3 4 7 9  0, 9 1 8 5 4  0, 9 02 7 7  
0, 5 5  0, 9 1 2 8 8  0, 8 9 5 4 9  0, 8 7 8 9 9  
0, 6 0 0, 8 8 6 8 1  0, 8 6 9 6 4  0, 8 5 3 4 1  
0, 6 5  0, 8 5 8 00 0, 8 4 2 2 2  0, 8 2 7 09  
0, 7 0 0, 8 2 8 4 1  0, 8 1 4 6 6  0, 8 01 1 0 
0, 7 5  0, 7 9 9 8 2  0, 7 8 8 1 8  0, 7 7 6 3 2  
0, 8 0 0, 7 7 3 3 2  0, 7 6 3 5 7  0, 7 5 3 3 0 
0, 8 5  0, 7 4 9 4 3  0, 7 4 1 2 5  0, 7 3 2 3 6  
0, 9 0 0, 7 2 8 2 6  0, 7 2 1 3 0 0, 7 1 3 5 5  
0, 9 5  0, 7 09 6 7  0, 7 03 6 5  0, 6 9 6 8 2  
1 , 00 0, 6 9 3 4 4  0, 6 8 8 1 4  0, 6 8 2 03  
1 , 2 0 0, 6 4 7 1 2  0, 6 4 3 2 1  0, 6 3 8 6 9  
1 , 4 0 0, 6 2 04 8  0, 6 1 6 8 7  0, 6 1 2 8 4  
1 , 6 0 0, 6 04 7 9  0, 6 01 1 1  0, 5 9 7 1 3  
1 , 8 0 0, 5 9 5 2 6  0, 5 9 1 3 9  0, 5 8 7 3 1  
2 , 00 0, 5 8 9 3 2  0, 5 8 5 2 4  0, 5 8 1 01  
∞ 0, 5 8 1 4 8  0, 5 7 5 1 6  0, 5 6 9 03  

 
 
3. M e t o d a  k o r e k c ji  z n i e k s z t a ł c e ń   

d y s p e r s y jn y c h  d l a  m o d u  1  d r g a ń  
 

N iech przebieg y(t) odpowiada niezniekszt ałconem u  im pu lsowi 
odkszt ałcenia na począt ku  prę t a, kt óry jest  wywołany wym u sze-
niem  m echanicznym  x (t) działającym  na jego powierzchnię  czo-
łową.   

P o przet warzaniu  analogowo-cyf rowym  ot rzym u je się  ciąg jego 
próbek y[ k ] , k  =  0 , 1, 2 , . . .  N-1.  O bliczając dyskret ną t ransf orm at ę  
F ou riera ciągu  czasowego y[ k ]  ot rzym u je się  ciąg próbek zespolo-
nych Y[ n]  okreś lony równaniem :  
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n =  0 , 1, 2 , . . .   N-1 

 
E lem ent  Yn  ciągu   Y[ n]  m ożna zapisać  w post aci:  
 

njnn eYY ϕ
=      ( 3 ) 

 
E lem ent owi Yn odpowiada  czę st ot liwoś ć  n/NT, gdzie T oznacza 

czas próbkowania.  I m pu ls odkszt ałcenia propagu jąc dyspersyjnie  
wzdłu ż prę t a u lega zniekszt ałceniu .  P rzebiegi odpowiadające 
zniekszt ałconem u  im pu lsowi odkszt ałcenia zapiszem y jako y’(t)  
i y’[ k ] , k  =  0 , 1, 2 , . . .  N-1.  W ykonu jąc dyskret ną t ransf orm at ę  
F ou riera na ciągu  y’[ k ]  ot rzym u je się  ciąg Y’[ n] , kt órego elem ent  
Yn’ m ożna zapisać :   

    
'' nj

nn eYY ϕ
=       ( 4 ) 

 
W  celu  skorygowania zniekszt ałceń  wywołanych dyspersją  

w każdym  elem encie nY '  wprowadza się  przesu nię cie f azy ∆ϕn , 
zależne od czę st ot liwoś ci elem ent u  nY '  i dłu goś ci propagacji  
z im pu lsu  w prę cie, okreś lone zależnoś cią:  

 





 −⋅

⋅=
nf

n ccTN
zn 112

0
πϕ∆              ( 5 ) 

 
W ym agane do obliczenia ∆ϕn prę dkoś ci f azowe 

nfc , przy da-
nych:  ś rednica prę t a d, prę dkoś ć  f ali podłu żnej  w cienkim  prę cie 
c0 =  ( E/ρ)0,5  oraz czas t rwania im pu lsu  NT=τ , wyznacza się  
posłu gu jąc się  krzywą dyspersyjną )/d(gc/c

nf Λ=0  pierwsze-
go m odu  prę t a, dla st ałej ν odpowiadającej m at eriałowi prę t a.  
P om ocne w t ym  bę dzie wyznaczenie krzywej dyspersyjnej  
w post aci zależnoś ci )f(gc/c nfn =0 , dla danej wart oś ci ś redni-
cy d prę t a, przy czym  Λ/cf

nfn = .  W  wyniku  przeprowadzonych 
obliczeń  ot rzym u je się  ciąg próbek zespolonych ][~ nY , kt órego 
elem ent  

nY
~  opisu je się  wzorem :  

 
)(jnn n

'
neYY~ ϕ∆ϕ +

=          ( 6 ) 
 
W yznaczając odwrot ną dyskret na t ransf orm at ę  F ou riera ciągu  
][~ nY  ot rzym u je się  ciąg próbek czasowych ][~ ky  okreś lony wyra-

żeniem :  
 

∑
−

=

=

1

0

2
N

n
)N/nk(je]n[Y~]k[y~ π                     ( 7 ) 

 
k  =  0 , 1, 2 , . . .  N-1 

 
C iąg próbek ][~ ky  st anowi est ym at ę  niezniekszt ałconego ciągu  

czasowego y[ k ] .  
P rzykład zast osowania przedst awionej m et ody w korekcji znie-

kszt ałceń  dyspersyjnych sygnału  wyjś ciowego czu jnika siły u de-
rzenia m echanicznego przedst awiono na rysu nku  2 .   
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a) 

 
 

b ) 

  
R y s .  2 .   S y g n ał  w y j ś c i ow y  c z u j n i k a s i ł y  w y w oł an y  p od ł u ż n y m  u d er z en i em  s t al ow ej  

k u l k i  o ś r ed n i c y  1 0 , 0 0  m m  w  s t al ow y  p r ę t  o ś r ed n i c y  2 2 , 0  m m  i  d ł u g oś c i  
1 5 0 ,  0  c m  a) b ez  k or ek c j i  b ) z  k or ek c j ą  z n i ek s z t ał c eń  d y s p er s y j n y c h .   
P r ę d k oś ć  u d er z en i a w y n os i  2 , 2  m / s .  

 
N a ry s u n k u  3  p rz ed s t aw io n o  z as y mu l o w an y  s y g n ał  w y jś c io w y  

h ip o t et y c z n eg o  c z u jn ik a s ił y ,  k t ó ry  p rz et w arz a imp u l s  o d k s z t ał c e-
n ia w  s t al o w y m p rę c ie o  ś red n ic y  2 2 , 0  mm p o w s t ał y  w  w y n ik u  
jeg o  u d erz en ia p o d ł u ż n eg o  s t al o w ą  k u l k ą  o  ś red n ic y  1 0 , 0 0  mm  
z  p rę d k o ś c ią  2 , 2  m/ s .   

 
a) 

  
 
 
 

b ) 

   R y s .  3 .   S y m u l ow an y  s y g n ał  w y j ś c i ow y  h i p ot et y c z n eg o c z u j n i k a s i ł y ,  k t ó r y   
p r z et w ar z a i m p u l s  od k s z t ał c en i a w  s t al ow y m  p r ę c i e o ś r ed n i c y  2 2 , 0  m m  
p ow s t ał y  w  w y n i k u  j eg o u d er z en i a p od ł u ż n eg o s t al ow ą  k u l k ą  o ś r ed n i c y  
1 0 , 0 0  m m  z  p r ę d k oś c i ą  2 , 2  m / s :  a) n a p oc z ą t k u  p r ę t a,  b ) p o p r z eb y c i u   
od l eg ł oś c i  1  m  w  p r ę c i e 

 
S y g n ał  w y jś c io w y  c z u jn ik a o d w z o ro w u je imp u l s  o d k s z t ał c en ia n a 
p o c z ą t k u  p rę t a o raz  p o  p rz eb y c iu  p rz ez  n ieg o  o d l eg ł o ś c i 1  m  
w  p rę c ie.  S y mu l ac ję  p rz ep ro w ad z o n o  n a p o d s t aw ie t eo rii H ert z a  
u d erz en ia c iał  i w y n ik ają c y c h  z  n iej z al eż n o ś c i n a c z as  t rw an ia  
i amp l it u d ę  imp u l s u  s ił y  [ 1 ] .  P o c z ą t k o w y  imp u l s   o d k s z t ał c en ia 
ma k s z t ał t  p o ł ó w k i s in u s o id y .  Z n iek s z t ał c en ia d y s p ers y jn e s y g n a-
ł u  c z u jn ik a,  w y w o ł an e p ro p ag ac ją  imp u l s u  o d k s z t ał c en ia w  p rę c ie 
n a d ł u g o ś c i 1  m,  s y mu l o w an o  n a p o d s t aw ie z al eż n o ś c i ( 6 )  w p ro -
w ad z ają c  o d p o w ied n ie o p ó ź n ien ia f az y  k aż d ej s k ł ad o w ej c z ę s t o -
t l iw o ś c i.  
 
4. W n i o s k i   
 

P rz ed s t aw io n a met o d a k o rek c ji z n iek s z t ał c eń  d y s p ers y jn y c h  
s y g n ał u  w y jś c io w eg o  c z u jn ik a w y mu s z eń  imp u l s o w y c h ,  w  k t ó -
ry m jak o  el emen t  s p rę ż y s t y  s t o s u je s ię  el as t y c z n y  p rę t ,  u mo ż l iw ia 
p o p raw n e p rz et w arz an ie t ak im c z u jn ik iem w y mu s z eń  o  s z ero k im 
p aś mie c z ę s t o t l iw o ś c i o b ejmu ją c y m z ak res  d y s p ers y jn ej p ro p ag a-
c ji f al  w  p rę c ie.  

Z amies z c z o n e p rz y k ł ad y  k o rek c ji i s y mu l ac ji z n iek s z t ał c eń  d y s -
p ers y jn y c h  s y g n ał u  w y jś c io w eg o  c z u jn ik a s ił y  u d erz en ia,  p rz e-
p ro w ad z o n e o p is an ą  met o d ą ,  w s k az u ją  n a jej ef ek t y w n o ś ć  w  t eg o  
ro d z aju   z ad an iac h  miern ic t w a d y n amic z n eg o .  
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o u t p u t  s ig n al  o f  a mec h an ic al  imp u l s iv e ex c it at io n  s en s o r 
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