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Streszczenie

W pracy zaprezentowano wyniki badan btedu oceny wspétczynnika rozsze-
rzenia metodami przyblizonymi w pomiarach posrednich. W oparciu
o przeprowadzong analize doktadnosci przyblizonych metod oceny niepew-
nosci rozszerzonej zaprezentowano zakresy stosowania tych metod, przy
przyjetym kryterium nie przekraczania zatozonej wartosci btedu oceny. Do
badan wykorzystano znajomos¢ charakterystyk wspotczynnika rozszerzenia
dla splotu dwoch rozktadow Studenta i dwoch rozktadow jednostajnych.

Abstract

In the paper the results of examining error evaluation of the coverage factor
with approximate methods in indirect measurements are presented. Basing
on the method's accuracy analysis, the range of application of the
approximate methods of the expanded uncertainty estimation has been
presented; the criterion of not-exceeding a preset value of the error has been
implemented. The knowledge of coverage factor characteristics for the
convolution of two Student's distributions and two rectangular distributions
was used.

Stowa Kkluczowe: wspélczynnik rozszerzenia, niepewno$¢ rozszerzona,
prawdopodobienstwo
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1. Wprowadzenie

Kazda ocena niepewnosci rozszerzonej U wiaze si¢ z konieczno-
$cia wyboru przyblizonej metody oceny wspotczynnika rozszerze-
nia. Metody zalecane przez migdzynarodowy dokument Guide to
the expression of uncertainty in measurement [1] wymagaja podjg-
cia decyzji, czy warto$ci ocenianego wspotczynnika beda blizsze
warto$ciom wspoétczynnika dla rozktadu normalnego, czy dla roz-
ktadu Studenta. Gtéwnym czynnikiem decydujacym o takim wybo-
rze jest z reguty liczno$¢ prob.

W prezentowanym artykule przeprowadzono analiz¢ doktadno-
$ci oceny wspolczynnika rozszerzenia przy pomiarach posrednich,
ktore charakteryzuja si¢ na ogot wigksza liczba niepewnosci stan-
dardowych. Przyjeto merytorycznie stuszna koncepcje, ktora nadal
jest uwzgledniana, ze metoda, ktora mozna uzna¢ za metodg do-
ktadna bazuje na znajomosci splotu rozktadow sktadowych. Praca
jest kontynuacja prowadzonych badan tendencji zmian btgdéw oce-
ny wspotczynnika rozszerzenia k(a) metodami przyblizonymi
w przypadku, gdy wzrasta liczba sktadowych niepewnos$ci. Przed-
stawione wyniki dotycza badan dla splotu dwoch rozktadow Stu-
denta i dwoch rozktadéw jednostajnych.

W rozpatrywanym przypadku niepewno$¢ rozszerzona okresla-
my jako:

U=k@)u, e

gdzie — zgodnie z prawem propagacji niepewnosci — ztozona nie-
pewnos¢ standardowa u, dla wielko$ci mierzonej posrednio, kiedy
zmienne sa niezalezne, jest rowna

@

Wspotczynnik rozszerzenia k(a) powinien w takiej sytuacji
przyjmowaé wartosci zmiennej standaryzowanej rozktadu beda-
cego splotem rozktadow sktadowych. Poniewaz wartos$ci zmien-
nych standaryzowanych dla splotow sa rzadko publikowane, nie-
znany wspoétczynnik rozszerzenia ocenia si¢ metodami
przyblizonymi. Pociaga to za soba okreslone bledy oceny nie-
pewnosci rozszerzone;j.

Zgodnie z przyjetym zatozeniem, Ze znajomoS$¢ splotu rozkta-
dow sktadowych pozwala na oceng niepewno$ci rozszerzonej,
ktora mozna uzna¢ za warto$¢ doktadna, przyjeto, ze miara rozbiez-
nos$ci migdzy metoda przyblizona a metoda doktadng bedzie blad,
ktorego bezwzgledna wartos¢ opisuje zalezno$¢:
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U

w ktorej U jest niepewnos$cia rozszerzong oceniong za pomoca
metody przyblizonej jako:

U, =k@)u, 4)

natomiast U jest niepewnoscia rozszerzong oceniong ,,doktadnie”,
w oparciu o znajomos$¢ rozktadu, ktory dla rozpatrywanej sytuacji
pomiarowej jest splotem dwoch rozktadow Studenta i dwoch roz-
ktadéw jednostajnych. Wspoétczynnik rozszerzenia kg, (@) jest
wartoscig uznang za doktadna:

U=k ((x )'uc 5)

Dla wigkszosci rozpatrywanych sytuacji pomiarowych btad opi-
sany zalezno$cia (3), bedzie blgdem oceny nieznanej wartosci
wspotczynnika rozszerzenia k(a), ktory przyjmuje postac:
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Stosujac rozne przyblizone metody oceny niepewnosci rozsze-
rzonej, wspotczynnikowi rozszerzenia k(c) przyporzadkowuje sig
rozne wartosci. W niniejszej pracy zaprezentowano wyniki badan
dla trzech przyblizonych metod oceny niepewnosci rozszerzonej:

- metody narzuconych wartosci,
- metody efektywnej liczby stopni swobody,
- metody sumy geometrycznej.

(€)

2. Charakterystyka splotu dwoch rozktadéw
Studenta i dwéch rozkiadéw jednostajnych

Sytuacja pomiarowa, w ktorej wykorzystuje si¢ splot dwoch
rozktadow Studenta i dwoch rozktadéow jednostajnych, jest przy-
ktadem pomiaru posredniego wykonywanego za pomoca dwoch
przyrzadow pomiarowych, ktére przy powtarzaniu pomiaréw
wykazuja rozrzut wynikow, a liczba pomiaréw jest mata (n < 30).
Rozpatruje sig zatem cztery niepewnosci standardowe: dwie nie-
pewnosci standardowe typu B odpowiadajace odchyleniu stan-
dardowemu rozktadu jednostajnego oraz dwie niepewno$ci stan-
dardowe typu A odpowiadajace odchyleniu standardowemu
rozktadu Studenta.

Do modelowania btgdu instrumentalnego przyjeto rozktad pro-
stokatny, gdyz brak szczegétowych informacji na temat przyrzadu
pomiarowego pozwala jedynie na zatozenie, ze jego btedy moga
przybra¢ z jednakowym prawdopodobienstwem kazda warto§é
z przedziatu okres$lonego przez btedy graniczne Ag . Ten sposoéb in-
terpretacji dopuszcza rowniez dokument [1].



Na podstawie opracowanego opisu analitycznego wspotczynni-
kow rozszerzenia dla badanych splotow, mozna wyodrebni¢ wszy-
stkie parametry, ktorych funkcja sa te wspotczynniki. Mozna tez
wykazac [2], ze wspotczynnik rozszerzenia dla splotu nazywany
dalej wspotczynnikiem kg, () jest funkcja 6 zmiennych: prawdo-
podobienstwa a, liczby stopni swobody m; = n,—11im, = ny— 1
pierwszego i drugiego rozktadu Studenta oraz stosunku niepewno-
sci standardowych 7, ngi n:

ksm(ot)=f(a,mpmg:mms,n) (7

W dalszych rozwazaniach wykorzystane zostaty symbole zaleca-
ne przez migdzynarodowy dokument [1], zgodnie z ktérym:
— 1, jest stosunkiem niepewnosci standardowych typu B,
— 7y jest stosunkiem niepewnosci standardowych typu A,
— 7 jest stosunkiem ztozonych niepewno$ci standardowych typu

A do typu B:
[ 2 2
| Uey _uy _N"4FU4,  (3)
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Charakterystykami odniesienia, z ktorymi beda poréwnywane
charakterystyki kg, (o) w funkcji 77, sa odpowiednio charaktery-
styka wspotczynnika k(o) dla rozktadu normalnego oraz k () dla
rozktadu jednostajnego [3, 4]. W praktyce pomiarowej, dokonujac
oceny niepewno$ci wyniku pomiaréw metodami przyblizonymi,
nalezy zatozy¢ prawdopodobienstwo «, dla ktorego beda wykony-
wane obliczenia.

3. Wyniki obliczen wspétczynnika
rozszerzenia dla splotu

Ze wzgledu na to, ze wspélczynnik rozszerzenia kg, () jest
funkcja wielu zmiennych, zaprezentowanie wynikow obliczen tego
wspolczynnika dla réznych przyjetych wartosci parametrow o, m,
m,, M1 ng przekracza ramy tej publikacji. Rozszerzenie tego tema-
tu czytelnik moze znalez¢ migdzy innymi w pracach wlasnych au-
tora [6—8] oraz w pracach innych autorow.

Obliczenia przeprowadzono dla jednej wartoci prawdopodo-
bienstwa o = 0,99, dla matych wartosci liczby stopni swobody ,
dla wybranych warto$ci n z przedzialu od 0,1 do 10.

Do obliczen wykorzystano program Matlab, przyjmujac nastepu-
jace parametry:

— doktadnoé¢ przyblizenia prawdopodobienstwa o przez zmienna

k e=le-4,

— liczbg przedzialéw catkowania w procedurze catkowania metoda

Simpsona Zp =300,

— wielokrotnos¢ j = 20.

W tabeli 1 zestawiono otrzymane w wyniku obliczen warto$ci
wspdtczynnika rozszerzenia kg, (0,99) dla rozktadu bedacego splo-
tem dwoch rozktadow Studenta i dwoch rozktadéw jednostajnych.

Tab. 1. Wartosci wspotezynnikow rozszerzenia kgg,,(0,99) dla 1, = ng=1

I m= m=6 m=9
n n Wl2:3 m2:6 m2=9
10 2,2531 2,2266 2,2203
<) 2,3875 2,2867 2,2688
4 2,4812 2,3281 2,3031
3 2,6688 2,4031 2,3625
2 3,1141 2,5672 2,4844
1 1 4,2031 2,9750 2,7656
2 5,1000 3,3075 2,9906
3 5,3625 3,4125 3,0578
4 5,4500 3,4600 3,0800
5 5,5188 3,4725 3,0938
10 5,5625 3,5013 30125

Na rys. 1 przedstawiono przyktadowe charakterystyki wspol-
czynnika rozszerzenia kgg;/(0,99) dla m; = m, =3, m; = m, =6
im;=m,=09,oraz n,= ng=1w funkcji stosunku ztozonych nie-
pewnosci standardowych 1 oraz jego odwrotnosci.
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Rys. 1. Charakterystyki wspotezynnikéw rozszerzenia kgg,(0,99) oraz
k)(0,99) dla m,=m,=3, m;=m,=6 i m; = m, =9, w funkcji stosunku

niepewnosci standardowych 7 i jego odwrotno$ci.

W rozpatrywanej sytuacji obie proby maja t¢ sama liczbe stop-
ni swobody i zadna ze sktadowych niepewnosci standardowych
typu A i typu B nie jest niepewno$cia dominujaca, poniewaz war-
tosci wspotczynnikéw 1, = ny= 1. Narys. 1 wyr6znié mozna dwa
rézne obszary. Obszar nazywany dalej obszarem typu A wystepu-
Jje wowezas, gdy niepewnos$¢ typu A jest wieksza od niepewnosci
typu B. Natomiast dla obszaru nazywanego dalej obszarem typu
B wystepuje sytuacja przeciwna. Zgodnie z przewidywaniami
opartymi na centralnym twierdzeniu granicznym charakterystyki
wspotezynnika rozszerzenia kg, (o) maja tendencje zblizania sig
do warto$ci wspotczynnika k(o) dla rozkladu normalnego,
szczegoblnie wowczas kiedy wzrasta liczno$é prob. Tendencje te
wystepuja jedynie w obszarze typu A, dla ktorego u, > u,. Nato-
miast w obszarze typu B, gdzie uy > u,, wptyw liczno$ci proby
jest znacznie mniejszy i zanika wraz ze wzrostem warto$ci sto-
sunku up /u .

4. Przyblizone metody oceny niepewnosci
rozszerzonej

4.1. Metoda narzuconych wartosci

Dokument [1] zaleca m.in. innymi stosowanie arbitralnie narzu-
conych warto$ci wspotczynnika rozszerzenia rownego k() = 3 dla
prawdopodobienstwa a = 0,99. Zgodnie z ta ocena, wspoltczynni-
kowi k(o) przypisujemy warto$ci wspodtezynnika, ktére sg bliskie
warto$ciom zmiennej standaryzowanej rozkladu normalnego.
W rozpatrywanej sytuacji pomiaru posredniego, bezwzgledne war-
tosci bledow wynikajacych z oceny wspotczynnika rozszerzenia
metoda narzuconych warto$ci opisane sg jako:

_ 3 kss (0,99)] )
§ = L2 tssw 77|
kSSJJ (0’99)

50

m=3

SW%

40 4

m=6
TS T R < R T B R S IR
ugluy Uplug
Rys. 2. Bezwzgledne wartoéci bledow 6 oceny wspotezynnika rozszerzenia

metoda narzuconych warto$ci w funkcji stosunku ztozonych
niepewnosci standardowych 1 = u /u, ijego odwrotnoscei.
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Na rys. 2 przedstawiono bezwzgledne wartoséci btedow & oceny
wspotczynnika rozszerzenia metoda narzuconych warto$ci w funk-
cji stosunku niepewnosci standardowych 7 dla réznych wartosci m.

Jak mozna zauwazy¢, W obszarze typu A dla liczby stopni
swobody m > 6 warto§¢ btgdu nie przekracza zatozonej warto$ci
20%, natomiast dla skrajnie matych wartosci m warto$¢ btedu
osiaga znaczne warto§ci. W obszarze typu B wptyw liczby stop-
ni swobody jest znacznie mniejszy i zanika wraz ze wzrostem
stosunku u /u ,.

4.2. Metoda efektywnej liczby stopni swobody

Dokument [1] proponuje dla rozpatrywanej sytuacji pomiarowej
charakteryzujacej si¢ matg liczebnoscia prob metodg, zgodnie
z ktéra wspotczynnik rozszerzenia k() przyjmuje warto$ci zmien-
nej standaryzowanej rozktadu Studenta k,, odczytywane z tablic
tego rozktadu dla efektywnej liczby stopm swobody m,

Jezeli taczna niepewnos¢ standardowa jest plerwmstklem Z sumy
dwoch lub wigcej wariancji ocenionych na podstawie wynikow ma-
to licznych préb o nieznanym odchyleniu standardowym o, to zgo-
dnie z formula Welcha-Satterthwaite’a [5] nieznany rozktad szuka-
nej zmiennej standaryzowanej moze by¢ przyblizony rozkladem
Studenta dla efektywnej liczby stopni swobody m,. W rozpatrywa-
nym przypadku pomiaru posredniego efektywna liczba stopni swo-
body jest opisana zalezno$cia (10) wynikajaca z tej formuly:

4
u

— C

4
L O (2 Y1 (of (10)
N 3 PR Ea

g1y OX = s

gdzie u - jest standardowa niepewnoscia ztozona wielkosci mierzo-
nej posrednio i obliczonej zgodnie z prawem propagacji niepewno-
sci, m,, = -1 jest liczba stopni swobody j-tej proby, a m oznacza
liczbg stopni swobody typu B obliczana na podstawie wiarygodno-
$ci sktadowej niepewnoscei typu B.

W sytuacji, gdy niepewno$¢ standardowa typu B oceniana jest na
podstawie znajomosci rozktadu jednostajnego, ktorego granice wy-
znacza blad graniczny aparatury pomiarowej, mozna przyjaé, ze
jest to niepewnos¢ dobrze znana. Do dalszych rozwazan przyjeto
zatem wzgledna niepewnos$¢ warto$ci typu B, rowna 0,1 [4], co od-
powiada liczbie stopni swobody m; =50. Przy zatozeniu, ze wszy-
stkie pochodne czastkowe sg rowne jednosci i po dokonaniu odpo-
wiednich przeksztalcen, otrzymuje sig:

2+ )z + )2 1)
“{”J“j[nw}A ) { A an

Taka posta¢ zaleznosci opisujacej m, pozwala na przedstawienie
charakterystyki wspotczynnika rozszerzenia rozktadu Studenta dla
efektywnej liczby stopni swobody k¢, (a) w funkcji n dla r6z-
nych warto$ci m, w celu porownania jej z charakterystyka wspot-

k(0,99)
m=3
3,5 4
m=6
/ m=9
é Kkn(0,98)
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Rys. 3. Charakterystyki wspé?czynnikéw rozszerzenia k,,qq;; (0,99) 412}
my=m,=3, m;=m,=6 i m;=m,=9 w funkcji stosunku niepewnosci
standardowych n = u /uy ijego odwrotnosci

czynnika rozszerzenia dla badanego splotu kss (@). Na rys 3
przedstawiono charakterystyki wspotczynnika &, oo, (1), kg, /(a)
dlam; =m,=3,m =m,=6orazdlam =m,=9.

Cechg charakterystyczna obliczonego wspotczynnika k,,,¢q,, (01)
jest to, ze w obszarze typu A jego warto$ci w sposob znaczacy roz-
nig si¢ od warto$ci wspotczynnika kg, (), ktére sa wartosciami
dokladnymi. Wraz ze wzrostem liczby stopni swobody réznice te
maleja. Ponadto wraz ze wzrostem liczby stopni swobody w tym
obszarze warto$ci wspotczynnika &, o, (@ ) zblizaja si¢ do warto-
sci wspotczynnika k,, (o) dla rozktadu normalnego. Natomiast dla
obszaru typu B warto$ci wspotczynnika &, o, (@) przyjmuja state
warto$ci, niezalezne od liczby stopni swobody i bliskie warto$ciom
wspdtczynnika ky, ().

Zgodnie z przyjgtym zatozeniem, ze warto$¢ wspotczynnika roz-
szerzenia dla badanego splotu rozktadéw sktadowych mozna uznaé
za warto$¢ doktadng, bezwzglgdna wartos¢ btedu oceny ta metoda
przyblizona zostata zdefiniowana jako:

l Ko, 5517 0.99)- kssyy (0999)‘
X

Na rys. 4 przedstawiono bezwzgledne wartosci btedow & oceny
wspotezynnika k, oo, (o) w funkcji stosunku niepewnosci standar-
dowych n dla r6znych wartosci m.

0 = (12)

K(0,99)
m=3

3.5 1

ugluy uplug

Rys. 4. Bezwzgledne wartosci bledow 6 oceny wspo%czynmka k py5577(0,99)
w funkcji stosunku ztozonych niepewnosci standardowych n=u ,/u,
i jego odwrotnosci

4.3. Metoda sumy geometrycznej

Metoda nazywana metoda sumy geometrycznej jest czesto stoso-
wana w praktyce pomiarowej. Zgodnie z tag metoda ocenia sie nie-
pewnos$¢ rozszerzong jako sume geometryczng sktadowych nie-
pewnosci rozszerzonych:

U= S W)

Uwzgledniajac, ze dla rozpatrywanego przypadku pomiaru po-
sredniego wystgpuje splot czterech rozktadow sktadowych
S*S*J*J, niepewno$¢ rozszerzong oblicza sie z zalezno$ci:

U=\ @)l + K, o, + k3@ )i, +13, )= s @),
(14)

Przy zalozeniu, ze wszystkie pochodne czastkowe w wyrazeniu
na u, sa rowne jednosci, wspotczynnik rozszerzenia oceniany me-
toda sumy geometrycznej, zwany dalej & 2SS, .7 (@), przyjmie postaé:

\/kél (oc)-uf11 +k (a) uA +k2(oc) Q:B] +u32)

2 2 2
\/“A| +MA2 -i-LtBl +uBz

(15)

k gSSJJ =

Po dokonaniu odpowiednich podstawien otrzymuje sie wspot-
czynnik kgSS 7 (@) wyrazony w funkcji stosunkéw niepewnosci
standardowych 1i ¢ oraz okreslonych wspétczynnikow rozszerzenia:



2 D 72 2 2
nz(kSl (a)'nS +kS2(a)+(nS +1)'kJ(OL) (16)
®” + ) +1)
Na rysunku 5 przedstawiono charakterystyki wspotczynnika
rozszerzenia k 2SSIJ (0,99) oraz kg, (0,99) w funkeji stosunku

ztozonych niepewnosci standardowych 1 = u /ug i jego odwrot-
nosci.

K gssrr (0‘ ):

65

k(0,99 =
— kssuy ( ) m=3

55 4

e Kgssuy

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
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Rys. 5. Charakterystykl wspotczynnikow rozszerzenia kg, (0,99) oraz

k,55,7(0,99) dlam, =my= 3, m=m,=6 i m;=m,=9 w funkcji stosunku
ziozonych niepewnosci standardowych n=u,/uy ijego odwrotnosci

Cechg charakterystyczna obliczonego wspolczynnika kgS
577 (0,99) jest to, ze w obszarze typu A jego wartosci nie r6znia sig
znaczaco od wartosci wspotczynnika kg, (0,99), ktore sa warto-
éciami doktadnymi. Wraz ze wzrostem liczby stopni swobody
m réznice te maleja. W obszarze B wartoSci rozpatrywanego
wspotczynnika zaleza w niewielkim stopniu od liczby stopni swo-
body, a warto§ci wspotezynnika kg, (0,99) staja sig bliskie war-
tosciom wspotczynnika & (0,99) gla rozktadu jednostajnego. Zgo-
dnie z przyjetym zalozeniem, ze warto$¢ wspotczynnika
rozszerzenia dla badanego splotu rozktadéw skladowych mozna
uznaé za warto$¢ doktadna, bezwzgledna wartos¢ btedu oceny ta
metoda przyblizong zdefiniowano jako:

‘ kgssi (0 99) Kssr (O 99)‘
Kssiy (0 99)

Na rys. 6 przedstawiono bezwzgledne wartoéci bledéw 6 oceny
wspolczynnika k 2SSJJ (0,99) w funkcji stosunku ztozonych niepew-
nosci standardowych n=u,lug ijego odwrotnosci, dla réznych
warto$ci m.

Przy korzystaniu z tej metody, pomimo Ze nie jest zalecana przez
dokument [1], praktycznie w calym zakresie zmiennosci parametru
n nie przekracza sig zatozonej wartoéci biedu 6 = 20%.

a7

5. Podsumowanie

W oparciu o przeprowadzona analiz¢ doktadnosci przyblizonych
metod oceny niepewnoéci rozszerzonej, przedstawiono zakresy sto-
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10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ugfu, uplug
Rys. 6. Bezwzgledne warto$ci bledow & oceny wspotezynnika £, oSS (0,99)

w funkeji stosunku ztozonych niepewnosci standardowych n = u,lug
ijego odwrotno$ci

sowania tych metod, przy przyjetym kryterium nie przekraczania
zalozonej wartoéci btedu oceny rownej 20%. Jak wykazaly bada-
nia, zakresy stosowalno$ci prezentowanych metod sa rozne i wyda-
je sie, ze w wielu przypadkach moga si¢ wzajemnie uzupelniac.
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