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Streszczenie

Podano metode wyznaczania macierzy przeksztalcajacej sterowalna parg
macierzy liniowych uktadow ciaglych i dyskretnych o zmiennych parame-
trach o jednym wejsciu do zadanej postaci kanonicznej. Sformutowano wa-
runki przy spetnieniu, ktérych macierz A(#) uktadu wyjsciowego i prze-
ksztatconego A4 (¢) maja ten sam wielomian charakterystyczny, czyli
det[I-A(1)] = det[/ -4 (1)]. Podano dwie procedury wyznaczania tej macie-
rzy, ktore zilustrowano przyktadami.

Abstract

A method is proposed for determination of state transformation of a pair of
matrices to a given canonical form for linear time-varying continuous-time
and discrete-time single input systems. Conditions are established under
which the given matrix 4(2) and the transformed matrix 4 (?) have the same
characteristic polynomial, i.e. det[/-A4(?)] = det[/-4 (1)].

Two procedures for determination of the transformation matrix are given and
illustrated by examples.

1. Wprowadzenie

W teorii sterowania czesto zachodzi potrzeba przeksztatcania li-
niowych uktadéw ciagtych i dyskretnych do zadanych postaci ka-
nonicznych. Typowym przykladem jest zagadnienie przesuwania
warto$ci wlasnych macierzy (biegunéw uktadéw) do zadanych po-
tozen w uktadach sterowalnych [1-5]. Wyznaczanie macierzy
sprzezen zwrotnych jest tatwiejsze i obliczeniowo prostsze, jezeli
para macierzy (4,B) ma posta¢ kanoniczng np. sterowalng [2-5].
Podobny problem wystepuje przy syntezie obserwatorow stanu.
Znane sa w literaturze [1-5] metody wyznaczania macierzy prze-
ksztatcajacych dowolng sterowalna par¢ macierzy do postaci
kanonicznych dla uktadow liniowych o statych parametrach. Meto-
dy te sa zwykle oparte na wyznaczaniu macierzy sterowalnosci
i obserwowalnoéci. Analogiczne metody sa rowniez stosowane dla
liniowych uktadéw o parametrach zmiennych w czasie [1].

W pracy tej zostanie podana inna, nowa metoda, rachunkowo
znacznie prostsza, wyznaczania macierzy przeksztatcajacej stero-
walna parg macierzy liniowych uktadéw ciaglych i dyskretnych
o jednym wejsciu do zadanych postaci kanonicznych.

2. Przeksztatcenie liniowe zmiennych stanu

Niech R™ bedzie zbiorem macierzy o wymiarach mxn i elemen-
tach z ciata liczb rzeczywistych oraz R"=R™'.

Wezmy tez pod uwage liniowy uklad ciagly o zmiennych para-
metrach opisany rOwnaniami

0= 400+ 80u0) (+0-20) 09
) =€) x0)+ DO u@) (1b)

przy czym x(¢)eR’, u(f)eR™ i y(t)eR® sa odpowiednio wektorami
stanu, wymuszenia (sterowan) i odpowiedzi a macierze A(f)eR™,
B(f)eR™™, C(H)eR™, D(f)eR™™ maja elementy zalezne od czasu
t i sa dowolnie wiele razy ciagle rozniczkowalne. Niech macierz
nieosobliwa P(f) przeksztatcenia liniowego zmiennych stanu

x(t)=P@)x(t) det P(t)= 0 dla wszystkich >0 )
ma ciagte pochodne dowolnego rzedu.

Rozniczkujac wzgledem czasu zalezno$é (2) i korzystajac z row-
nania (la) otrzymamy

)= PO O+ PO 70 = 40 x0+ BO ul)= :
- 4() P) 70)+ BO) u() 3

Wyznaczajac z rownania (3) ¥ otrzymujemy
#0)= 40)5O)+BOu() (4a)
przy czym
A@Q)=P" OO PO-PO]. BO=P 0)B0O) ()
Podstawiajac zalezno$¢ (2) do rownania (1b) dostaniemy
Y©)=COTO)+DE)u() (4b)
przy czym
C)=coPt) DO=0) 6)
Jak wiadomo macierz sterowalno$ci (osiagalnosci) uktadu (1)
ma postac [1]

5O)=[50) 50 .. s,0) (7a)
przy czym
5,¢)=BG), S,()=5_0)-A4¢)s,,¢) dai=2,...n (7b)
Uktad (1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy [1]
rzad S(t)=n dla wszystkich ¢ > 0 (8)

Analogicznie definiujemy macierz sterowalno$ci uktadu prze-
ksztatconego (4)

5050 50 ... 50] (9a)
przy czym
5,0=B0). 5.0)=5.0)-40)3.) dlai=2,...n (9b)

Korzystajac z zaleznosci (5) tatwo wykaza¢, ze macierze stero-
walnoéci (7) i (9) sa zwiazane zalezno$cig [1]

$©)=POSE) (10)

Sterowalno$é jest, wiec niezmiennicza wzgledem przeksztatce-
nia liniowego zmiennych stanu (2).

Jezeli rzad S(1) = rzad 5(1) = n to znajac macierze sterowalnosci S(2)
i5(1) z zaleznoéci (10) mozemy wyznaczy¢ macierz P(z) [1]. W pra-
cy tej zostanie przedstawiona inna nowa metoda wyznaczania ma-
cierzy P(f) przeksztatcajacej marg macierzy (A(f), B(t)) do znanej
postaci kanoniczne;.

Z pierwszej z zaleznosci (5) wynika, ze

A@)= P ()4E)PC) (11)
wtedy i tylko wtedy, gdy
P (0)P()=0 (12)

Z zaleznosci (11) mamy
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det[ 15— )] =detfrs - P u)P0)] =
= detfp™! Qs - 4P} -
=det P (¢ )det] Is — A( )det P(r)=
= det[ls - A(t)]
gdyz det P'(¢) = [det P(¢)]"".
Jezeli jest spetiony warunek (12) to macierze 4(¢) i 4(1) maja
wige ten sam wielomian charakterystyczny.

3. Istota proponowanej metody

Istote tej nowej metody przedstawimy dla uktadu o jednym wej-
Sciu (m=1, B(t)=b(t)eR").
Niech para macierzy (1(%), b(z)) ma nastgpujaca posta¢ kanoniczna

0 1 0 .. 0 0
0 0 1 0 0

A4@)=| : o PoLb)=]: (13)
0 0 0 1 0

—a) —a@) -a, () ... —a,,() 1
Korzystajac z (9) tatwo sprawdzi¢, ze para (13) jest sterowalna
dla wszystkich wartosci parametrow a,(f), k&=0,1, ...,n-1 oraz kazdej
chwili 220 ;
Zaktadamy, ze dana para (A(7),b(7)) jest rtowniez sterowalna dla
wszystkich jej parametrow i kazdej chwili £>0.
Niech Py(t) bedzie i-ta kolumna (i=1,...,n) poszukiwanej macie-
rzy P(t). Z zaleznoéci (5) i (13) mamy
0
0
PO ¢ =P (14)
0
1

bO)=PObO=[R0) PO) ..

oraz

RO RO .. O]

0 1 0 0
0 0 1 0
i : ; . : = (15)
0 0 0 1

—a)0) —a@) -4 ... -a,,()

40RO RO - ROFRO A0 - £0]

Z zaleznosci (14) mamy
B,()=5() (16)

Znajac macierz b(f) mozemy wigc wyznaczy¢ n-ta kolumne ma-
cierzy P(t). Mnozac macierz P(t) przez n-ta kolumne macierzy 4 (¢)
z réwnosci (15) otrzymamy

Pt O, O, )= 40P, ()-£,0)

czyli

Pt ©)= 2, P, O+ 40P, (0)-£,0) a7

Aby wyznaczy¢ elementy a, (), k=0,1, ...,n-1 macierzy A(t) zna-
jac macierz A(¢) obliczmy wielomian charakterystyczny tej macierzy

det[1,s = A= 5" —a,, "~ ~a@s-a0@)  (18)

Znajac wspotczynnik a,_(¢) oraz P (t)=b(f) mozemy z zalezno-
sci (17) wyznaczy¢ kolumng P, (7) macierzy P(7)

Aby wyznaczy¢ kolumng P ,(f) macierzy P(f) mnozymy ma-
cierz P(t) przez n-1-sza kolumng macierzy A(#) z réwnosci (15)
otrzymamy

P O)-a, 5 0P, ()= 40P, ()~ £, )
czyli

P2 =, O, O 40P, - £,1€) (19)
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Kontynuujac t¢ procedurg mozemy wyznaczy¢ kolejne kolumny
P 5(0),...P,(?) poszukiwanej macierzy P(t).

Aby otrzyma¢ kolumng P,(f) mnozymy macierz P(f) przez dru-
ga kolumng macierzy 4 (1) i wtedy z rownosci (15) otrzymamy

RO-a0P,0)= 40P, 0-£,()
RO=a0p, O+ 40R0O-£() - (20)

Zaleznosci (17), (19) 1 (20) mozemy zapisaé w postaci
P,(0)=60). P,(0)=a,0)P, )+

i+ A(t)PkH (t)_ Pk+l (t), (21)
dlak=n-1,...1

czyli

Znajac A(?) 1 b(f) mozemy wyznaczy¢ macierz P(f) korzystajac
z nastgpujacej procedury

Procedura 1.

Krok 1. Majac macierz A(f) wyznaczamy wspotczynniki a,(7),
k=0,1,...,n-1

Krok 2. Korzystajac ze wzoru (21) dla k=n-1,n-2,...,] wyznaczamy
kolejno kolumny P, (9),P, (?),..,P,(¢) macierzy P(f)

Przyktad 1. Wyznaczy¢ macierz P(f) przeksztalcajaca pare macierzy

40)- [‘j 2} 0-|,| @)

do postaci kanonicznej (13).
Para (22) jest sterowalna, gdyz

rad[$,0) $,0)]=rzadfp) 50)- 4O

gl %2
g =

Korzystajac z procedury 1 otrzymamy
Krok 1. Wielomian charakterystyczny (18) w tym przypadku ma
postaé

det[IS~A(t)]= s =5 -2s+e”, 23)
(@O)=¢", 0 0)=-2)
Krok 2. Korzystajac ze wzoru (21) otrzymamy
RO-50-|, |
RO-s 0RO 105020 7|
PO-10 0, ] @4
4 tym

przypadku warunek (12) jest spetniony gdyz P(1)=0.
Zgodnie z zalezno$ciami (5) macierze 4(z) i 5 () maja postac

107 Qv ;}[" ‘e"}[f iE

1 2 0

6
= L_, 2} (25)

z(t)=P1(t)b(t>:[? ;}m{ﬂ

a wige postac kanoniczna (13).

Niech tym razem para macierzy 4(¢) i 5(z) ma nast¢pujaca postaé
kanoniczng
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00 0 —ay) 1
10 0 —a) 0

AGED L .. O i) |, B 0 (26)
00 .. 1 -a.@ o

Korzystajac z (9) tatwo sprawdzié, ze para (26) jest sterowalna
dla wszystkich warto$ci parametrow a,(¢), k=0, 1,...,n-1 oraz kazdej
chwili £>0

Zaktadamy, ze dana para (4(2),b(1)) jest rowniez sterowalna dla
wszystkich jej parametrow i kazdej chwili 0.

Niech P, bedzie i-tq kolumng (i=1, ...,n) poszukiwanej macierzy
P(1)

Z zaleznosci (5) i (26) mamy

1

0
bO)=POO)=[RCO) RO ... O 0 =7 () 27)
0
00 ... 0 —a)
10 0 -a)
RO RO .. ROJO 1.0 —a() |- 28)
00 . 1 -a.0)

=40RO PO ... PO
Z zaleznosci (27) mamy
R()=50) (29)

Znajac macierz b(f) mozemy wige wyznaczy¢ pierwsza kolumne
macierzy P(f). Mnozac macierz P(f) przez pierwsza kolumne ma-
cierzy 4(t) z rOwnosci (28) otrzymamy

B()=40)R () (30)
a mnozac P(f) przez druga kolumne macierzy 4 (7)
Py(0)= 40P, () (1)

Kontynuujac t¢ procedurg mozna wyznaczyé kolejne kolumny
P(1),....P,(f) poszukiwanej macierzy P(f)
Zaleznosci (29)-(31) mozemy zapisaé w postaci

RE)=50) A,0)= 40P, @) dlak=2,..n (32)

Znajac A(?) 1 b(f) mozemy wyznaczy¢ macierz P(t) korzystajac
z nastgpujacej procedury.

Procedura 2.

Krok 1. Majac macierz A(f) wyznaczamy wspolczynniki a (9,
k=0,1,...,n-1

Krok 2. Korzystajac ze wzoru (32) dla k=2,.n wyznaczamy
kolejno kolumny P,(1),P;(%),...,P (f) macierzy P(?)

Przyktad 2. Wyznaczy¢ macierz P(f) przeksztalcajaca pare macierzy
-1 =2 0
A )= blt)=
© L b } © M (33)

do postaci kanonicznej (26).
Para (33) jest sterowalna, gdyz

rad[$,0) $,00=rzad[b) 50 1OBOF
o] ® s
= IZ3 | 3 =
Korzystajac z procedury 2 otrzymamy

Krok 1. Wielomian charakterystyczny (18) w tym przypadku ma
postac
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s+1 2

—tet §—3
€ ©=2¢"-3.4,()=2)

Krok 2. Korzystajac ze wzoru (32) otrzymamy

nO=40-| )} 20= 400~ ]

det [is - 4G )=

’ =% D534 s
(34)

oraz

I 3

PO-[70) RO [O ‘2} 35)

W tym przypadku warunek (12) jest spelniony, gdyz P(1)=0. Zgo-
dnie z zalezno$ciami (5) macierze 4(7) i 5 (z) maja postacie

i0-ror0-5 % o1 T T

e 3|1 3

_ [0 3—2te"} (36)

1 -2
5)= (z)b@:[jj

a wigc posta¢ kanoniczna (26).

Niech
0
wa 10
P=l: “w two@w 37)
0: 1. .."0,0
170, 5 0°0

Latwo sprawdzi¢, Ze dla macierzy tej P'=P. Korzystajac z ma-
cierzy permutacyjnej (37) oraz (13) i (26) mozemy otrzymaé naste-
pujace pary macierzy w postaci kanoniczne;

0 1 0 w0 0
0 0 [ =D
PAEP=P : F Ly [Pl
0 0 0.4 1
_“0(’) _al(t) —az(t) _afm(t)_
[~30) -a,20) ... ~a@) -a,()]
1 0 .. 0 0
= o0 1 et 0 0 (38)
|0 G o 0 OJ
K
o |o
Pb()=r|:|=|:
0| [0
1] |o

oraz odpowiednio

00 ... 0 —ayl)
10 ... 0 —a()
PAEP=P0 1 0 —a)|P=
00 ... 1 —a,,()
[~a,4¢) 1 0 ... 0
~a,,¢) 01 .. 0 (39)
—a) 0 0 1
| —ap) 0 0 0
(17 o
ol |0
Pb@)=P:|=|:
0| |o
0] [1
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Powyzsza metod¢ wyznaczania macierzy P(f) fatwo mozna uo-
g06Ini¢ na pary macierzy (38) i (39).

4. Uogodlnienie metody na uktady dyskretne
Wezmy pod uwagg liniowy uktad dyskretny o zmiennych para-
metrach opisany réwnaniami

Xpo = Apxp + By, k=0]1,... (40a)

Vi = Cpxy + Dy (40b)

przy czym x, €R", u, eR" i y, €R? s3 odpowiednio wektorami stanu,
wymuszen i odpowiedzi, a macierze 4, eR™, B, eR™™,
C, €RP" i D, eR™™ maja elementy rzeczywiste zalezne od k.
Niech macierz P, przeksztalcenia liniowego zmiennych stanu
X = Fx (41)
bedzie nieosobliwa dla wszystkich k>0.
Korzystajac z (41) i (40a) mozemy napisaé
Xt = DeaiXen = A B X + By
oraz
ot = A+ By (42a)
przy czym
A, =B\ AP,
_k k ll k" k (43)
B, =P \B,,k=0,,...

Podstawiajac (41) do (40b) otrzymamy
i = CiXy + Dyauy, k=0L,... (42b)
przy czym

C,=C.P,, D,=D, (44)
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Z pierwszej z zaleznosci (43) wynika, Ze jezeli P, =P, dla
k=0,1, ... to macierze 4, i A, sa podobne i maja te same wielomia-
ny charakterystyczne tzn. det[/z-4,] = det[/z-4,]. W tym przypadku
podang wyzej metodg mozna fatwo przenies¢ na uktady dyskretne
o zmiennych parametrach.

5. Uwagi koncowe

Dla uktadow o jednym wejsciu (m=1) podano metod¢ wyznacza-
nia macierzy P(¢) przeksztalcajacej parg sterowalna (4(2),b(?)) do
zadanej postaci kanonicznej (4 (¢),5 (¢)). Przeksztalcenie to nie zmie-
nia wielomianu charakterystycznego uktadu ciaglego (dyskretne-
g0), gdy jest spetniony warunek (12) (P, =P, dla k=0,1,..). Prze-
mienienie tej metody na dualna parg obserwowalna (4(2),C(?)) jest
trywialnie i wynika z zasady dualizmu. Uogdlnienie tej metody na
przypadek uktadu o wielu wejsciach (m>1) jest problemem otwar-
tym i jest przedmiotem dalszych badan
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