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Streszczenie

W artykule rozpatrywane jest zagadnienie pomiaru wartosci chwilowej
wielko$ci zmieniajacej si¢ w czasie za pomoca toru pomiarowego sktadaja-
cego si¢ z ukfadu probkujaco/pamigtajacego oraz przetwornika A/C. Opisa-
no spos6b modelowania wiasciwosci metrologicznych elementow toru oraz
probabilistyczny model wyniku pomiaru uzyskiwanego na jego wyjsciu.
Przedstawiono metode weryfikacji tego rodzaju modelu dla przypadku, gdy
obejmuje on wiele zrodet bledu.

Abstract

The paper characterizes the problem of instantaneous value measurement
of a quantity varying in time by using a measuring chain consists of a Sam-
ple/Hold circuit and an AD converter. A method of metrological properties
modeling of the chain elements and a model of measurement result obtained
at the output of the chain has been presented. A verification method of such
a kind model, for the situation when it contains many error sources, has
been described.

Slowa kluczowe: probkowanie, kwantowanie, probabilistyczny model bte-
du, niepewno$¢
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1. Wstep

Wielkosci fizyczne dzieli si¢ powszechnie na state i zmienne
w czasie. Biorac pod uwagg, ze w odpowiednio dtugim okresie cza-
su wszystkie wielkosci ulegaja zmianom, jako kryterium podziatu
przyjmuje si¢ relacj¢ zachodzaca migdzy czasem obserwacji danej
wielkosci a opisem jej zmiennosci. Wielkos¢ jest traktowana jako
stata w czasie, jezeli jej zmiany w czasie obserwacji sa nieistotne
z punktu widzenia celu tej obserwacji, w przeciwnym przypadku
uznawana jest jako zmienna w czasie.

W przypadku, gdy obserwacja ma na celu pomiar wielkosci,
kryterium powyzszego podziatu staje si¢ bardziej ztozone. Przede
wszystkim nalezy zauwazy¢, ze w trakcie realizacji pomiaru wiel-
ko$é mierzona powinna nie ulega¢ zmianie lub, wyrazajac si¢ bar-
dziej precyzyjnie, wptyw jej zmian na niedoktadnos¢ pomiaru nie
powinien by¢ wigkszy od przyjetego jako dopuszczalny. Z reguly
wplyw ten opisuje si¢ za pomoca btedu, ktory w rozpatrywanej sy-
tuacji nie moze przekracza¢ wartosci dopuszczalnych ze wzgledu
na niedoktadnos$¢ pomiaru.

Powyzsze wymaganie powoduje, ze czasowy Opis procesu po-
miaru wymaga wprowadzenia pojecia mezurandu jako swojego
rodzaju uogélnienia wielko$ci mierzonej, a zarazem dookreslenia
tego, co si¢ mierzy. Przyktadowo, jezeli rozpatruje si¢ napiecie

przemienne, to z zatozenia opisywane jest ono jako okresowa funk-
cja czasu, czyli jest wielkoscia zmienng w czasie. Jednym z podsta-
wowych parametréw takiego napigcia jest wartos¢ skuteczna, ktéra
w tym przypadku jest stata w czasie. Definiujac zatem warto$¢ sku-
teczna jako mezurand wymagana jest jego statos¢ w czasie przez co
najmniej jeden okres przebiegu wielkosci, a ewentualna zmienno$¢
mezurandu w czasie moze byé rozpatrywana w kolejno po sobie
nastepujacych okresach tego przebiegu.

Zupehie inaczej jest, gdy okredli si¢ mezurand jako wartos¢
chwilowa przebiegu zmiennego w czasie. Z definicji kazdy po-
miar realizowany jest dla innej warto$ci tego mezurandu. Z samej
istoty pomiaru (mierzy sig to, co jest nieznane) wynika, Ze pomiar
warto$ci chwilowej jest niepowtarzalny. W takiej sytuacji spetnie-
nie zadania odpowiedniej statosci mezurandu w trakcie realizacji
pomiaru wymaga z reguly zastosowania odpowiednich srodkéw
technicznych wspomagajacych proces pomiaru.
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Rys.1. Schemat uktadu do pomiaru warto$ci chwilowej wielko$ci zmiennej
w czasie, PP jest uktadem prébkujacym z pamigcia, AC — kwantyza-
torem, M — jest elementem realizujacym mnozenie

Fig.2. Scheme of a chain used for instantaneous value measurement of va-
rying in time quantity, PP is a Sample/Hold circuit, A/C —a quantizer,
M — an multiplication element

Schemat typowego uktadu do pomiaru wartosci chwilowej wiel-
ko$ci zmiennej w czasie pokazano na rys.1. Ukfad ten stanowi tan-
cuch trzech element6w, z ktérych pierwszy realizuje probkowanie,
ktore polega na fizycznym pobraniu przejawu wielkosci wejscio-
wej x(t), czyli probki tej wielkosci, w okreslonej chwili oznaczo-
nej jako I . Uklad probkujacy z reguty wyposazony jest w element
pamieciowy, ktory przechowuje probke przez czas niezbedny do
jej pomiaru. Zespot tych dwoch elementéw tworzy uktad prébku-
jaco/pamigtajacy oznaczany tutaj jako PP. Najczescie] spotykane
w praktyce ukfady PP stuza do probkowania napigé i stanowia
zesp6t wzmacniaczy wyposazony w kondensator jako element pa-
mieci analogowe;j [3].

Drugim z kolei elementem tancucha jest kwantyzator mierzacy
warto$¢ probki przez bezposrednie jej poréwnanie z suma elemen-
tarnych wzorcéw nazywanych kwantami [1]. W praktyce proces
kwantowania realizuja réznego rodzaju przetworniki analogowo/
cyfrowe, a efektem ich dziatania jest liczba "q Qp) okreslajaca ilos¢
kwantéw przyporzadkowanych probce XQPJ. Liczba ta stanowi
wskazanie niemianowane kwantyzatora. Aby uzyska¢ wskazanie
mianowane ¥¢,), wyrazone w jednostkach wielkosci wejsciowej,
nalezy wskazanie niemianowane pomnozy¢ przez warto$¢ kwantu
g, przy czym trzeba uwzgledni¢ rodzaj kodu, w ktérym wyrazona
jest liczba n, (t,). Wskazanie mianowane reprezentuje wartos¢ chwi-
lowa wielkosci wejsciowej w chwili v Uklad stuzacy do jego
uzyskiwania nazywany jest torem (uktadem) przetwarzania A/C.
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2. Model procesu prébkowania

Jak to wynika z rozwazan przedstawionych w punkcie 1, pomiar
wartosci chwilowej opisywany jest za pomoca dwoch liczb: wska-
zania ¥ i wartosci chwili probkowania !p . Zatem niedoktadnosé
tego rodzaju pomiaru moze by¢ okreslona odrebnie dla tych dwéch
liczb, czyli dwuwymiarowo, w sposdb opisany w pracy [4]. Jed-
nak taki sposob jest mato uzyteczny w praktyce, gdyz interpretacja
niedoktadnosci czasu probkowania moze by¢ wykorzystana tylko
w nielicznych sytuacjach. Znacznie bardziej przydatny jest drugi
sposob polegajacy na przeniesieniu bledéw czasowych w dziedzi-
ne wartosci probki, co oznacza, ze wszystkie bledy sa traktowane
w tym przypadku wylacznie jako bledy pomiaru wartosci probki,
czyli w sposéb jednowymiarowy. Takie podejscie pozwala na jed-
nolite objecie budzetem biedu wszystkich rodzajow bledow, wy-
maga jednak okreslenia warunkéw czasowej zmiennosci wielkosci
probkowanej, w ktorych tego rodzaju przeniesienie obowiazuje.
Problem ten ilustruje rys.2.

Rys.2. Ilustracja wptywu btedu czasowego 8, na wartodé probki pobieranej
w chwili %

Fig.2. Illustration of the time error 3

taken at the moment '

+ influence on the value of a sample

Zalozmy, ze zmienna w czasie wielko$¢ *), ktéra ma byé no-
minalnie probkowana w chwili o w rzeczywisto$ci, na skutek wy-
stapieniabteduodmierzaniaczasu 5, jestprobkowanaw chwili % * 8,
Spowoduje to powstanie bledu probki wynoszacego

o, =x(tp+5,)—x(tp) (1

ktorego wartos¢ jest zalezna zaréwno od wartosci bledu 5, jak
i od zmiany wielko$ci probkowanej migdzy chwilami nominalne-
go i rzeczywistego probkowania. Dla odpowiednio matego btedu 3,
btad probkowania moze by¢ opisany jako

dx(t)
X dt t

t=t, b

o
IR

@

Z zaleznos$ci (2) wynikaja dwa istotne wnioski. Po pierwsze,
btad préobkowania powinien by¢ opisywany w kategoriach proba-
bilistycznych poniewaz z samej istoty pomiaru wynika, Ze przebieg
wielko$ci mierzonej w momencie jej probkowania nie jest znany.
Tym samym nie jest znana jej pochodna i nawet jezeli btad “* ma
stala i okreslong warto$¢ to btad probkowania przyjmuje wartosé
przypadkowa. Po drugie, opis tego bledu moze by¢ wyznaczo-
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ny tylko dla okre$lonych warunkéw probkowania, czyli przede
wszystkim dla znanych przebiegéw wielkosci probkowane;.

Zatem dla celow analizy i wyznaczania niedokfadnosci procesu
probkowania niezbedne jest budowanie modelu btedu tego proce-
su dla okre$lonych warunkdw jego realizacji z uwzglednieniem
faktu, ze probka podawana jest kwantowaniu na kolejnym etapie
przetwarzania AC. Do dalszych rozwazan przyjmowany jest model
W postaci

Sl e )

gdzie 8, jest blgdem losowym o znanym rozktadzie. Zalezno$¢
(3) oznacza, ze wielko$¢ na wyjsciu uktadu probkujacego, skoja-
rzona z chwilg fp, rdwna jest sumie nieznanej wartosci wielkosci
probkowanej w chwili £, oraz realizacji bledu probkowania B po-
bieranej z populacji o znanym rozktadzie 26,).

Rozktad gﬁp) musi by¢ wyznaczany dla okreslonych warun-
kow probkowania. Proby analitycznego wyznaczania rozktadu
nie wydaja sie celowe, gdyz nawet w najprostszych przypadkach
tego rodzaju dziatania sg bardzo zmudne, a ich efektem sa ztozo-
ne wyrazenia matematyczne. Pozostajg wigc badania symulacyjne,
ktore procz prostoty maja istotng zalete — pozwalaja na relatywnie
doktadne modelowanie zjawisk zachodzacych w procesie przetwa-
rzania AC. Na rys.3 pokazano przykladowy histogram bledu prob-
kowania uzyskany w sposob symulacyjny.

Liczba wystapien
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Rys.3. Przyktadowy histogram btedu probkowania 5p , szeroko$¢ przedzia-
tu wynosi 7,8.10+

Fig.3. Exemplary histogram of the sampling error 59, the interval width is
7,8.10

Rys. 3 przedstawia histogram tzw. btedu drgania probek (ang.
jitter) powodowanego przez zjawiska, ktorych efektem jest losowy
rozrzut chwili rzeczywistego probkowania wokot chwili probko-
wania nominalnego [3]. Przyjeto, ze wielko§¢ probkowana zmie-
nia si¢ sinusoidalnie, jej amplituda wynosi 1, a okres 7" =1.
Eksperyment symulacyjny, ktéry doprowadzit do uzyskania tego
histogramu, skfadat si¢ 200 000 krokéw, przy czym kazdy z nich
mial nastepujacy przebieg. Najpierw losowano liczbe z przedzia-
hu [0, 21t] zgodnie z rozkladem jednostajnym, traktowana jako
nominalny moment probkowania P, a nastgpnie wyznaczano
prawdziwa wartos¢ probki #(,)=sinz,. Kolejne dziatanie polegato
na losowaniu wartoéci bledu probkowania 9y z populacji o roz-
ktadzie jednostajnym w przedziale opisanym na rys.3 oraz obli-
czeniu wartosci probki w chwili rzeczywistego probkowania, czyli
%, )= x€, + 8, kin, + 8,). Nastepnie wyznaczano wartos¢ bledu
jako §, =%, )- 1¢,) po czym kwalifikowano ja do odpowiedniego
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przedziatu (klasy) histogramu, co skutkowato zwigkszeniem licz-
nosci tej klasy o 1.

W ogdlnym przypadku btad 8, jest wypadkowa wielu bledow
czastkowych. Niezbedna jest wowczas rozbudowa modelu (3)
wielkosci podanej prébkowaniu. Najprostszym podejsciem jest
przyjecie, ze wypadkowy blad probkowania jest suma bledoéw
czastkowych o znanych rozktadach, a ewentualne zwiazki migdzy
nimi opisywane sa za pomoca wspotczynnikéw korelacji. Weryfi-
kacje tego rodzaju hipotezy mozna przeprowadzi¢ w sposéb opisa-
ny w punkcie 5.

3. Model wyniku kwantowania

Charakterystyka kwantyzatora, czyli zaleznos¢ miedzy "q liczba
uzyskiwana na wyjsciu kwantyzatora a warto$cia wielkosci x pod-
dawanej kwantowaniu, moze by¢ opisana zalezno$cig [1]

n,(x)=ent| = +0,5 @
q

gdzie ent jest funkcjg entier przyprzadkowujaca swojemu argu-
mentowi jego czesé catkowita, a g jest wartoscig kwantu. Zgodnie
z rys.1 wskazanie mianowane kwantyzatora uzyskuje si¢ po wyko-
naniu mnozenia

X=nq-q (5)

Analiza procesu kwantowania, opisana w pracach [1, 2], pozwa-
la na przyjecie modelu wyniku kwantowania w postaci réwnania

x=X+0, (6)

gdzie 8y jest btedem kwantowania o rozkfadzie jednostajnym

w przedziale [*% %] Roéwnanie (6) oznacza, Ze nieznana wartoS¢
wielkosci poddanej kwantowaniu jest wielkoscia losowa rowna su-
mie wskazania X i btedu pobieranego z populacji o znanej funkcji
gestosci prawdopodobienstwa (rozktadzie) g6.).

Probabilistyczny model wyniku pomiaru pozwala na wyznacza-
nie podstawowego parametru jakim jest niepewnos¢ wyniku po-
miaru zgodnie z zaleznoscia

1 A
— g(é‘))dé‘) = (7)
F _£

gdzie A jest niepewnoscia, O jest poziomem ufnosci, a 2@ ) opi-
suje rozktad btedu i musi by¢ symetryczna wzgledem osi rzgdnych
oraz catkowalna w sensie Riemann’a. Ponadto zachodzi

F = J.g(ﬁ)ds ®)

przy czym F =1 dla g(@ ) danej funkcja gestosci prawdopodobiefistwa
lub histogramem czgstosci, natomiast dla histogramu licznosci £ >1.

4. Model wyniku pomiaru wartosci chwilowej

Zgodnie z przyjeta koncepcja rozbudowa modelu wyniku kwan-
towania (6) polega na traktowaniu bigdu wskazania jako sumy
bledéw czastkowych o znanych rozktadach. Postugujac si¢ takim
tokiem rozumowania mozna postawi¢ hipotezg, ze btad wypadko-
wy na wyjéciu kwantyzatora jest suma biedu probkowania i kwan-
towania. Jednak charakterystyka (4) kwantyzatora jest nieliniowa,
co sktania do zadania pytania, jak dobrym przyblizeniem jest tego

rodzaju model. Odpowiedz na to pytanie daja badania symulacyjne
prowadzone wedlug opisanego schematu postgpowania.

Przyjmijmy zatem model wyniki pomiaru wartosci chwilowej
W postaci rownania

x(e,)= () +8,+35, ©)

i postawmy hipotezg, ze btad prébkowania 8 i kwantowania %
nie sa skorelowane w istotnym stopniu. Weryfikacje tej hipotezy
mozna przeprowadzié¢ obliczajac wspotczynnik korelacji zbiorow
wartosci obu bledéw lecz symulacyjne wyznaczanie tego wspot-
czynnika nie daje w tym przypadku dobrego efektu. Biorac jednak
pod uwage akceptowalnos¢ stosunkowo duzych niedoktadnosci
w opisie bledow, mozna zastosowac nieco inne podejscie polega-
jace na wyznaczaniu i porownywaniu dwoch histograméw. Jednym
jest histogram sumy bledow probkowania i kwantowania, bedacy
odpowiednikiem rozktadu uzyskanego w wyniku splotu rozktadow
obu btedéw, drugim — histogram btedu wypadkowego otrzymany
w efekcie wielokrotnego kwantowania probek z natozonymi reali-
zacjami btedu probkowania. Histogramy mozna poréwnywaé ana-
lizujac optycznie zgodnos¢ ich ksztattu i sprawdzajac zgodnos¢ ich
wariancji. Jednak lepsze ilosciowo wyniki uzyskuje si¢ poréwnujac
niepewno$¢ uzyskana dla obu histograméw zgodnie z funkcjona-
tem (7), gdyz tak wyznaczona niepewno$¢ jest bardziej wrazliwa na
ksztalt rozktadu bedu. Ponizej przedstawiono przyktadowe wyniki
tego rodzaj weryfikacji.

Przyjmijmy, ze eksperyment symulacyjny liczy 200 000 krokow
i wykonywany jest przy zatozeniu, ze kwantyzatorem jest 8-bitowy
binarny przetwornik A/C o zakresie [-1, 1], W kazdym z krokéw
najpierw obliczana jest warto$¢ prawdziwa X przebiegu sinuso-
idalnego, a nastepnie btad probkowania 3, w sposob opisany po-
przednio oraz btad kwantowania wartosci X jako 8,=i-%, gdzie
X uzyskuje sie zgodnie z zalezno$cig (4). Wartosci obu biedow sa
sumowane i przenoszone do pierwszego histogramu. Drugi histo-
gram tworzony jest dla bledu wypadkowego uzyskiwanego przez
odjecie od warto$ci X wskazania uzyskanego przez kwantowanie
zgodnie z wyrazeniem (4) sumy warto$ci X oraz 3,. Oba uzyskane
histogramy maja praktycznie taka samg posta¢ pokazang na rys.4.

Liczba wystapien
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Rys.4. Przyktadowy histogram wypadkowego bledu probkowania i kwan-
towania

Fig. 4. Exemplary histogram of the resultant sampling and quantization error
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Dla obu rozpatrywanych sytuacji obliczono odchylenia stan-
dardowe i niepewnosci na poziomie @ =09 . Dla sumy bledéw
probkowania i kwantowania odchylenie standardowe ma warto$¢
2,74.10%, a niepewno$¢ wynosi 5,23.102. Dla btedu wypadkowego
uzyskano odpowiednio wartosci 2,75.10% i 5,29.107. Otrzymane
warto$ci pozwalajg na stwierdzenie, ze przy akceptowalnym po-
ziomie niedokladnos$ci miedzy badanymi btedami probkowania
i kwantowania nie zachodzi korelacja.

5. Uwagi koncowe i wnioski

Z przedstawionych analiz wynika wniosek, ze wynik procesu po-
miaru wartosci chwilowej, skladajacego si¢ kolejno z probkowania
i kwantowania, moze by¢ opisany jako suma wskazania kwantyzatora
i bledu opisanego w kategoriach probabilistycznych. Blad ten moze
by¢ traktowany jako suma bledéw probkowania i kwantowania, przy
czym proces kwantowania nie powoduje powstawania istotnych kore-
lacji miedzy tymi btedami. Opisane eksperymenty symulacyjne prze-
prowadzono dla 8-bitowego przetwornika AC, a ich powtdrzenie dla
przetwornikéw o wigkszej liczbie bitéw daje lepsze rezultaty, gdyz
woéwezas nieliniowos$¢ procesu kwantowania jest jeszcze mniejsza.

Uzyskany model wyniku pomiaru wartosci chwilowej jest uzy-
teczny zaréwno dla celow analizy btedu procesu przetwarzania
analogowo/cyfrowego, jak i dla celow obliczania niepewnosci
wynikow tego rodzaju pomiaréw. Rozbudowa tego modelu moze
by¢ realizowana przez wprowadzanie do niego kolejnych biedow,

21

ktorych whasciwoscei 1 zwiazki z innymi bigdami moga by¢ badane
w sposob symulacyjny w sposob opisany w pracy.

6. Literatura

[1] Jakubiec J.: Btedy i niepewno$¢ wyniku kwantowania. Pod-
stawowe Problemy Metrologii. Prace Komisji Metrologii Od-
dzialu PAN w Katowicach. Seria: Konferencje Nr 5. Gliwice-
-Ustron, 11-14.05.2003, ss. 369-382. )

[2] Jakubiec J.: Probabilistyczny model wyniku pomiaru jako
podstawa wyznaczania niepewnosci. Mat. Kongresu Metrolo-
gii KM’04. Wroctaw, 6-9.09.2004, Tom I, ss. 25-28.

[3] Jakubiec J., Roj J.: Pomiarowe przetwarzanie probkujace. Wy-
dawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice 2000.

[4] Jaworski J.: Niedoktadnos¢ wspétrzednych punktu w prze-
strzeni euklidesowej. Mat. III Sympozjum MWPPP’04. Gli-
wice, 2004 (w druku).

Title: Probabilistic model of instantaneous value measurement
result of varying in time quantity

Artykut recenzowany




	2-2005-28.pdf
	2-2005-29.pdf
	2-2005-30.pdf
	2-2005-31.pdf

