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Streszczenie

W artykule przedstawiono kinematyke nowego typu manipulatora trojra-
miennego o trzech stopniach swobody, zbudowanego w Katedrze Robotyki
i Dynamiki Maszyn AGH. Wyprowadzono analityczne rozwiazanie zadania
kinematyki odwrotnej oraz zaproponowano i zbadano metodg szybkiego
i doktadnego numerycznego rozwiazywania zadania kinematyki prostej. Po-
dano takze sposob przyblizonego rozwiazania analitycznego tego problemu

Abstract

In the paper, kinematics of a new type of threelimbs, 3-DOF manipulator,
built in Dept. of Robotics and Machine Dynamics, AGH is presented.
The symbolic, closed form of inverse kinematics is derived. A method of
fast and accurate numerical solution of forward kinematic problem is
proposed and investigated. The way of approximate, analytic solving of
this problem is given.

1. Wstep

Manipulatory rownolegte sa zwykle zbudowane z nieruchome;j
podstawy i ruchomej platformy, polaczonych kilkoma niezalez-
nymi, szeregowymi tancuchami kinematycznymi (ramionami).
Tylko niektore pary kinematyczne w tych tancuchach sa nape-
dzane i ich liczba zwykle rowna jest liczbie stopni swobody,
ktore posiada platforma wzgledem podstawy. Zalety manipulato-
réw rownolegtych, takie jak mata bezwtadnos¢, wysoka sztyw-
no$¢, wysoka dynamika, czy korzystny stosunek obciazalnosci
do masy wtasnej, spowodowaly duze zainteresowanie tego typu
konstrukcjami. Najcze$ciej wykorzystywane sa konfiguracje
o sze$ciu stopniach swobody, oparte na konstrukcji platformy
Stewarda-Gougha [8], jednakze nie zawsze jest potrzebna tak du-
za ruchliwo$é. W zwiazku z tym analizowane sa konfiguracje
o mniejszej liczbie stopni swobody, jako potencjalnie prostsze
i tansze (wymagaja mniejszej ilosci napedow). Pierwsza tego ty-
pu konstrukcja, ktora odniosta duzy sukces komercyjny, dzigki
znakomitym wtasno$ciom dynamicznym, byt robot DELTA [7].
Pozniej analizowano wiele innych architektur manipulatorow
o trzech stopniach swobody [1][4] i prawie wszystkie sprawiaja
problemy z wyznaczeniem analitycznego rozwiazania zadania
kinematyki prostej.

Dzigki opracowaniu nowego typu przegubu, stanowiacego
réwnoczes$nie ruchoma platforme, oraz zastosowaniu liniowych

napedow bezposrednich, mozliwe bylo skonstruowanie nowego
typu manipulatora rownoleglego o duzej przestrzeni roboczej
i duzej obciazalno$ci. Niniejszy artykut po$wigcony jest rozwia-
zaniom problemu kinematyki prostej i odwrotnej tego manipula-
tora.

2. Manipulator réwnolegty typu tripod
Zbudowany w Katedrze Robotyki i Dynamiki Maszyn AGH ma-

: nipulator rownolegtly o trzech stopniach swobody przedstawiono na

rys. 1. Manipulator posiada trzy ramiona wychodzace od podstawy
i potaczone wspdlnym przegubem potréjnym. Przegub glowny po-
tréjny petni rolg ruchomej platformy, do ktérej montowany jest
chwytak lub narzedzie obrabiajace. Kazde z ramion robota tworzy
tancuch kinematycznym RRPRR (rys. 2), w ktérym czton pryzma-
tyczny 3 jest napedzany silnikiem liniowym. Naped liniowy prowa-
dzony jest przez prowadnicg przymocowana poprzez elementy
obrotowe do wspdlnej podstawy. Zaréwno przeguby taczace naped
z podstawa, jak i elementy przegubu potrojnego zostaly tak skon-
struowane, aby sktadaty si¢ z potaczen o jednym stopniu swobody.
Takie rozwigzanie konstrukcyjne gwarantuje mozliwo$¢ latwego
wykonania i montazu oraz tatwiejsze uzyskanie wymaganych do-
ktadnosci.

O$ przegubu gtéwnego jest zawsze skierowana prostopadle do
podstawy, co jest zapewnione przez odpowiednie usytuowanie osi
przegubow obrotowych [6] oraz oryginalna konstrukcje przegubu
gléwnego potrojnego [5]. Przegub potrdjny sktada si¢ z jednego
elementu gtéwnego i dwoch pomocniczych. Poniewaz chwytak
przymocowany jest bezposrednio do czgsci gtownej przegubu po-
trdjnego, ma to.bezposredni wplyw na jego orientacj¢ w przestrze-
ni. W sytuacji wykorzystania robota jako konstrukcji wsporczej
obrabiarki (wiercenie, frezowanie) nie ma to znaczenia, natomiast
przy wykorzystaniu manipulatora do zadan manipulacyjnych (pale-
tyzacja, montaz), korzystne jest uzycie dodatkowego napgdu obro-
towego pozwalajacego na orientacj¢ chwytaka wzgledem osi obro-
tu przegubu gléwnego (osi z).

Dotychczasowe doswiadczenia [9] wskazuja, ze dla manipulato-
rébw rownoleglych, przeciwnie niz dla szeregowych, znalezienie
rozwiazanie zadania odwrotnego kinematyki jest zwykle znacznie
tatwiejsze niz zadania prostego.
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3. Kinematyka odwrotna

Przedstawiony manipulator posiada trzy identyczne ramiona I,
I, 111, dziatajace bezposrednio na platforme (rys. 2). Kazde z ra-
mion tworzy taficuch kinematyczny, ktérego poczatek jest zwiaza-
ny z przyjeta podstawa a koniec ma bezposredni wplyw na potoze-
nie platformy.

Rys. 2 Struktura kinematyczna manipulatora

Na rys. 3 przedstawiono rzut manipulatora na plaszczyzne
rownolegla do jednego z czlonéw pryzmatycznych. Charaktery-
styczne wymiary pojedynczego ramienia, wynikajace z konstruk-
cji mechanicznej pokazano na rys. 4. Dhugos¢ cztonu pryzma-
tycznego 3 oznaczona jako [, zawarta jest pomiedzy punktem
Pp, o wspotrzednych (x,, Vp 2 =0) wynikajacym z przecigcia osi
symetrii ztacza 2 a $rodkiem obrotu ztacza 4. W uktadzie mierzo-
ne jest wysuniecie napedu liniowego /, ktorego 0§ jest odsunieta
od punkt P, o odlegto$¢ A. Zaleznosé wiazaca mierzona odle-
glos¢ 1 z dtugoscig czlonu pryzmatycznego [, okresla nastepuja-
ce roéwnanie:

I= P-4 (1)

Odleglos¢ B wynika z przesunigcia $rodka obrotu ztacza 4 od
gléwnej osi platformy przechodzacej przez koniec ramienia
P o wspotrzednych (x, y, z). Punkt P jest wspolnym koficem wszy-
stkich ramion i $rodkiem ruchomej platformy. Przedstawiona na
rys. 4 pomocnicza wielko$¢ K bedaca rzutem [, na ptaszczyzng xy,
pozwala powiaza¢ wspotrzedna z platformy z dhugoscia /,;:

Ip=7+K )
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Rys. 3 Widok jednego z ramion z zaznaczonymi charakterystycznymi wymiarami

A P P=(xp:J’p:Zp:0 )

P=(x,y,z)

K B

Rys. 4 Charakterystyczne wymiary, wystepujace w wyprowadzeniu rownan
kinematycznych, wraz z zaznaczonymi punktami poczatku i kofica
ramienia (por. rys. 3)

Odleglos¢ K+B, bedaca rzutem dtugosci ramienia ( P P )na pta-
$zCZyzng Xy wyraza si¢ jako:
(K +B)' = (- x,)' + (v - ) 3)
Przeksztalcajac zalezno$c (3) ze wzgledu na odleglosé K otrzy-
mano:

K= (x-x,F+(-»)-B @
Po wstawieniu (4) do (2) a nastepnie (2) do (1) otrzymano réw-
nanie (5) opisujace wysuniecie napedu / w zaleznosci od wspot-
rzednych kartezjafiskich $rodka platformy (x, y, z) z parametrami
X Vpy bedacymi wspétrzgdnymi poczatku ramienia Pp:
2

z:[ &—@Y+@—hY—BJ+X—A2 )

Manipulator posiada trzy ramiona rozmieszone zgodnie z 1ys.. 3.
Poczatek kazdego z ramion znajduje sig na okregu o promieniu R.
Wspotrzedne (xp,yp) dla ramienia pierwszego (I) wynosza:
X7 =R cos(90°)=0 (6)
Y] =R -sin(90°) =R
Analogicznie, dla ramienia drugiego (1I) i trzeciego (I11):

x, =R -cos(330°) = 23 R

i (7
Vv, =R-sin(330%) = — = R
i 3
X, =R-cos(210")=- "R
2 ®

y, = R-sin(210°) =—;R
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Rys. 5 Rozmieszczenie miejsc mocowania ramion na plaszczyznie xy - widok z gory

Po podstawieniu wspotrzednych poczatkow ramion (6) (7) (8) do
rownania (5) otrzymano uktad réwnan (9), bedacy rozwiazaniem
zadania odwrotnego kinematyki:

2
L= ( x* +(y-R} —Bj +z8 -4

4. Kinematyka prosta

Poszukiwanie potozenia $rodka P platformy manipulatora row-
nolegtego we wspotrzednych kartezjanskich, na podstawie znajo-
mosci wysunig¢ napedow, jest zadaniem znacznie bardziej skom-
plikowanym. Przyczyna tkwi w bezposrednim dzialaniu
wszystkich rownoleghych taficuchéw kinematycznych na platfor-
me. W ukladach otwartych mozna niezaleznie opisa¢ kazdy czton
fancucha kinematycznego osobnym réwnaniem a nastepnie doda-
jac geometrycznie te rownania, uzyska¢ roOwnanie calego tancucha
[2]. W manipulatorze rownolegltym kazde ramie moze przyjmowaé
nieskofczenie wiele potozen przy danym wysunieciu jego napedu.
Potozenie $rodka platformy znajduje si¢ w punkcie przeciecia po-
wiok okreslajacych dostgpne potozenia koncow poszczegdlnych
ramion przy danych wysunigciach napedéw [9]. Rozwiazaniem za-
dania kinematyki prostej jest wiec rozwigzanie uktadu rownan nie-
liniowych, w ktérych zawarte sg zaleznoéci pomiedzy potozeniem
koncowki ramienia a jego wysunigciem, ze wzgledu na wspotrzed-
ne kartezjanskie punktu P. Dla przestawionej konstrukcji manipula-
tora, zalezno$ci te sg okreslone rownaniami (9). Proba analityczne-
go rozwigzania tego uktadu rownan nie powiodta si¢. Rozwiazania
tego typu probleméw sprowadzaja si¢ w ktoryms$ momencie do wy-
znaczenia pierwiastkoéw wielomianow wysokiego rzedu [10] [4].
Nastepnie, sposroéd wielu matematycznie wyznaczonych rozwigzan
(pierwiastkow) nalezy zidentyfikowaé to jedyne, realizowalne fi-
zycznie. Jednakze skomplikowana posta¢ tych rozwiazan sprawia
duze problemy z ich fizyczna interpretacja, i co za tym idzie wybo-
rem tego wiasciwego.

Wobec braku rozwigzania analitycznego, nalezy zastosowaé me-
tody numeryczne. Algorytm numeryczny powinien dawaé wystar-
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czajaco dokladne rozwiazanie w minimalnej iloéci iteracji. Do
znajdowania rozwiazania zadania prostego kinematyki zastosowa-
no metod¢ Newtona-Raphsona [3]. Dla uproszczenia obliczen,
przeksztatcono réwnania (9) do postaci:

[(x—; 3Rj2+(y+;Rjz —BJZ—( x*+(y—R} —sz

2|

N N R
i
= =0

132_112

gdzie =[x y]". Rozwiazujac rownanie (10) mozna numerycznie wy-
znaczy¢ warto$ci wspotrzednych srodka platformy x, y. Wspotrzed-
na z mozna nastgpnie wyznaczy¢ analitycznie, przeksztalcajac
pierwsze réwnanie uktadu (9) do postaci:

z= 1,2—( x2+(y—R)2—B)2+A2 | (1)

Oznaczajac lewa strong rownania (10) przez S(z), zgodnie z me-
toda Newtona-Raphsona iteracje odbywaja sie wg zalezno$ci:

=g S 12)

gdzie Jg jest jakobianem réwnania (10), a k jest numerem kroku

iteracji. Jakobian mozna wyznaczy¢ analitycznie, dzieki czemu

unika si¢ blgdow numerycznych zwigzanych z obliczaniem po-
chodnych. Macierz jakobianu we wzorze (12) przyjmuje postaé:

Os, O,
5= ox Oy |_ Ju Y (13)
; 055 05 i,

ox oy

Poszczegdlne elementy macierzy jakobianu dane sa zalezno$ciami:

[(x_; 3R):(y+;Rj_B]<2x_ )

gy = = 5 +
(x—; ~3RJ +(y+;Rj (14)
2( x2+(y~R)2 —Bjx
x*+(y-RY
[[x~; ;3RJ2+[y+;R)2 —B](2y+R)
17 2 2 o
(x—; 3Rj +(y+;Rj (15)
2( x*+(y—RY —B)(y—R)
x2+(y—R)2 ]
{\[}H; 3Rj2+[y+;Rj2 —BJ(2x+ 3R)
Iy = = : +
(x+1 3Rj +(y+ 1 Rj (16)
W 2 2

2( #* +(y=RJ ~Bjx

. x*+(y—-RY
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[} 3Rj:(y+;Rj_B](2y+R>
o

2 = +

(x+; 3R)“+(y+;R)2 17)
2( x2+(y—R)z—BJ(y—R)
R

Dla osiagnigcia szybkiej zbieznosci metody Newtona-Raphsona
duze znaczenie ma przyjgcie wartosci poczatkowej zmiennej ¢, jak
najblizszej rozwigzaniu. Mozna to osiagnaé poprzez uproszczenie
uktadu réwnan (9) i rozwiazanie go ze wzgledu na wspétrzedne x,
¥, z. Przyjmujac zatozenie upraszczajace, ze B=0 oraz stosujac do-
datkowe podstawienie /,,; = I + 4°, uktad rownan (9) przyjmuje
postac:

= x2+(y—R)2+z2

2 2
1 1 X
= - 3R| +| y+ R| +=z°
[x 2 j (y 2 ] . (18)

2 2
l.= (x+l 3R| + y+1R +7°
2 2

Przeksztalcajac pierwsze rownanie uktadu réwnan (18) ze
wzgledu na parametr z otrzymano:

F=lg -2 - (- RF (19)

Po podstawieniu (19) do pozostatych dwoch rownan uktadu (18)
otrzymuje sig:

5

2 2
ly= [x~; 3R] +(y+;R] +l”ll—x2—(y—R)2
(20)

2 2
L= (x+; 3RJ +(y+;R] «klllzlaxz—(y—R)2

Rozwiazanie uktadu rownan (20) ze wzgledu na niewiadome
X 1y przyjmuje postac:

3(,-12)
6R
- 2[:1 _/,123 _152

6R

€2y

Po wykorzystaniu zaleznosci (21) w réwnaniu (19) otrzymuje sie
zaleznos$¢ pozwalajaca na wyznaczenie zmiennej z:

2 _n2 ¥ 2 gd <
z = [“2] By (lnl [,;3)‘ s 2[,.1 lns an +R (22)
12R* 6R

Roéwnania (21) i (22) stuza do wyznaczania warto$ci poczatko-
wych w metodzie Newtona-Raphsona. Sa one réwniez rozwiaza-
niem problemu kinematyki prostej uproszczonego modelu manipu-
latora. Fizyczna interpretacja powyzszego uproszczenia oznacza,
ze osie cztondw pryzmatycznych 3 przechodza bezposrednio przez
srodek platformy P.
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Badania symulacyjne opracowanej metody rozwiazywania zada-
nia kinematyki prostej wykazaly, ze uzyskanie doktadnosci
1pm zajmuje nie wigeej niz trzy kroki iteracji.

4 Podsumowanie

W artykule przedstawiono konstrukcje¢ kinematyczna nowego
manipulatora roéwnolegtego o trzech stopniach swobody, zbu-
dowanego w Katedrze Robotyki i Dynamiki Maszyn AGH. Wy-
prowadzono analityczne rozwiazanie zadania kinematyki od-
wrotnej dla tego manipulatora. Dla zadania prostego
kinematyki przedstawiono metodg rozwigzania numerycznego
z usprawnieniem pozwalajagcym na wykonanie czg$ci obliczen
analitycznie, co poprawia doktadnos¢ iteracji. Zaproponowana
metoda wyznaczenie wartosci poczatkowych dla algorytmu nu-
merycznego pozwala na uzyskanie bardzo szybkiej zbieznosci,
co ma duze znaczenie w obliczeniach w czasie rzeczywistym
np. w sterowaniu. Wykazano, co stanowi problem przy prébach
analitycznego rozwigzania zadania prostego i podano interpre-
tacj¢ fizyczna tego problemu.

Praca naukowa finansowana ze $rodkow Komitetu Badan Nau-
kowych jako projekt badawczy 4 TO7B 077 26
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