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Streszczenie

Przedstawiono dwie metody wyznaczania wspotczynnika rozszerzenia w pro-
cedurach szacowania niepewnosci pomiaru przy wzorcowaniu. Metody po-
legaja na przyblizeniu nieznanego rozktadu wielkogci mierzonej rozktadem
typu PN, ktéry jest splotem pojedynczego rozktadu prostokatnego i normal-
nego. Metody mozna stosowaé gdy wielkosci wejsciowe opisane sa rozkla-
dem prostokatnym lub normalnym. Btad metod przy wyznaczaniu Wwspot-
czynnika rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95% na 0got zawarty jest w gra-
nicach +1%.

Abstract

Two methods for evaluation of coverage factor in procedure for calculating
the uncertainty of measurement in calibration is presented. Methods based
on approximation of unknown probability distribution of measurand by RN
distribution. The RN distribution is a convolution of rectangular and normal
distributions. Methods maybe applied when all input quantities have rectan-
gular and normal distributions and coverage factor is corresponding to confi-
dence level of 95%. The error of coverage factor corresponding to confiden-
ce level of 95% is usually +1%.

Stowa kluczowe: niepewnosé pomiaru, rozklad prawdopodobiefistwa, splot,
niepewno$¢ rozszerzona, wspdtczynnik rozszerzenia
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1. Wstep

Metody obliczania wspotczynnika rozszerzenia potrzebne sa tam, gdzie
wymagana jest wysoka dokladnoé¢ wyznaczenia niepewnosci rozsze-
rzongj. Takimi sytuacjami sa pomiary zwiazane z wzorcowaniem. Dla
kazdego pomiaru wzorcujacego wymagana jest odpowiednia proce-
dura szacowania niepewnosci, zgodna z zaleceniami migdzynarodo-
wych organizacji metrologicznych [1]. J ednym z istotnych wymagan
dotyczacych tych procedur jest to, by wspotczynnik rozszerzenia za-
pewniat poziom ufnosci okoto 95%, dla Wyznaczonej niepewnosci
rozszerzonej zwiazanej z wynikiem wzorcowania. Ten warunek nalo-
z0no na laboratoria pomiarowe wykonujace ustugi metrologiczne zwia-
zane z wzorcowaniem. Kazde laboratorium powinno podawaé war-
to$¢ wspdtezynnika w §wiadectwie wzorcowania.

Metody obliczania wspétczynnika rozszerzenia oparte na og6t sg
o splot matematyczny funkcji gestosci prawdopodobienstwa sktado-
wych niepewnosci [2, 3]. Przy wzorcowaniu w wiekszo$ci procedur
mamy do czynienia ze splotem sktadowych, ktérym przypisano tylko
rozktad normalny lub prostokatny. W takiej sytuacji mozna z wysoka
doktadnoscia przyblizy¢ splot wielu sktadowych rozkladem, bedacym
tylko splotem pojedynczego rozkladu prostokatnego i normalnego. Dla
takiego rozkladu mozna juz bez wigkszych komplikacji

obliczeniowych wyznaczy¢ na drodze numerycznej wspdtczynnik roz-
szerzenia lub przyblizy¢ ten rozktad znanymi rozktadami prawdopo-
dobienstwa, dla ktorych wspétezynnik Wwyznaczany jest doktadnie.

2. Wielko$é mierzona

Wielko$¢ mierzona w procedurach szacowania niepewnosci na ogét
przedstawia si¢ w postaci nastepuj acego rownania pomiaru

Y =6% o b ey ay (1)
gdzie ¢;to wspotezynniki wrazliwosci, zazwyczaj bedace statymi,
a x; to wielko$ci wejsciowe. Jezeli wielkosci wejsciowe sa niezalez-
ne, co na 0g6t ma miejsce, to rozktad wielkosci wyjéciowej jest splo-
tem rozkladow wielko$ci wejsciowych. Funkcja gestosci prawdopo-
dobienstwa wielkosci mierzonej ma postaé

g()=g,(x)*..x gy (xy) )
gdzie

8i(’9)*gi+1(3%+1)= J.gi(xi)'giﬂ(x_xi)'d)q = J.gi(x_%ﬂ)’giﬂ(xm)' dx,y 3)
a g(x) to funkcje gestosci prawdopodobiefistwa wielkosci wejscio-
wych.

Wynik pomiaru przy wzorcowaniu podaj emy z niepewnoscia roz-
szerzong dla poziomu ufnosci p okoto 95%. Dla tak przyjetego zato-
zenia mozna sformutowaé warunek matematyczny w postaci:

U
J0)-dy=p=95% )
U

gdzie U=ku,(y) jest niepewnoscia rozszerzong, a k to wspotczynnik
rozszerzenia.

Réwnanie powyzsze mozna rozwiazaé jedynie na drodze nume-
rycznej, wykonujac operacje wielokrotnego splotu matematycznego
funkcji gestosci prawdopodobiefistwa wielkosci wejsciowych. Gdy
wielkosci wejéciowe opisane sa tylko rozktadami prostokatnymi
i normalnymi to do opisu powyzszego splotu mozna wykorzystaé
jego zbiezno$¢ do rozktadu typu PN. Rozktadem typu PN mozna
nazwac¢ rozkfad bedacy splotem pojedynczego rozktadu prostokat-
nego i normalnego. Wowczas spetniona jest réwnosé

g(v)=gpn (x) (5)
gdzie g, (x) to funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu typu
PN (rys. 1).
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Rys. 1. Funkcje gestosci rozktadu typu PN dla réznych warto$ci parametru »
Fig. 1. Probability density functions for convolution of rectangular and normal
distributions
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3. Rozkiad typu PN

Rozkiad typu PN charakteryzuje funkcja gestosci prawdopodobiefi-
stwa

1 x+3r 2
ge(x)= N _\Jg-y GXP[— E:l dz (6)

x

gdzie r jest parametrem rozktadu okreslajacym stosunek odchylef
standardowych tworzacych go rozkladéw prostokatnego i normal-
nego [4], zdefiniowanym jako iloraz

it i ™

gdzie op jest odchyleniem standardowym rozkladu prostokatnego,
a oyodchyleniem standardowym rozktadu normalnego.
Wspotezynnik rozszerzenia dla omawianego rozkladu, dany jest
funkcja
ken=f(r, p) (®)
Funkcja kpy nie ma postaci analitycznej lecz mozna ja wyznaczy¢

na drodze numerycznej (rys. 2). Dla poziomu ufnoéci p=95% wspot-
czynnik przyjmuje warto$ci z przedziatu od 1,6443 do 1,96.
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Rys. 2. Wspotezynnik rozszerzenia dla rozktadu typu PN przy poziomie
ufnosei 95%

Fig. 2. Coverage factor for convolution of rectangular and normal distributions at
confidence level of 95%

4. Sposoby wyznaczania wspétczynnika rozsze-
rzenia

Zakladajac, Ze rozklad wielkosci mierzonej przyblizamy rozkla-
dem typu PN nalezy wyznaczy¢ parametr r tego rozktadu, ktory dla
okreslonego poziomu ufno$ci pozwoli wyznaczyé wartosé wspot-
czynnika rozszerzenia. Parametr rozkladu mozna wyznaczyé stosu-
jac przyblizenie

r=r, 9)
dzie T = ) (10
2 u(y)-u ()

u(y) - najwigkszy udziat w niepewnosci ztozonej wielkosci wejscio-
wej o rozkladzie prostokatnym

Wykorzystuje sig tu zasade, Ze rozklad wielkosci wyjsciowej jest
zbiezny do rozktadu typu PN niezaleznie od liczby wielkosci wej-
sciowych, ktérym przypisano rozklady prostokatne i normalne. Na-

tomiast o parametrze r rozkladu PN decyduje sktadowa wielkosci:

mierzonej o rozktadzie prostokatnym i najwigkszym udziale wéréd
wszystkich sktadowych prostokatnych.

Na podstawie uktadu sktadowych w budzecie niepewnoéci nale-
zy wyznaczy¢ parametr r,, a nastgpnie mozna postuzy¢ sie dwoma
metodami wyznaczenia wspotczynnika rozszerzenia.
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4.1. Pierwsza metoda wyznaczania wspétczynnika
rozszerzenia

Metodg ta mozna nazwaé metoda trzech rozkladow. Polega ona na
przyblizeniu nieznanego wspélczynnika wspétczynnikiem jak dla
rozkladéw: normalnego, trapezowego i prostokatnego [5]. Wybor
odpowiedniego rozktadu zalezy od wartosci parametru 7,. Mozna to
zapisa¢ w postaci

k=ky dla O<r,<1

k=k; dla 1<r,£10 (11)

k=kp dla r,>10

gdzie: ky- wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu normalnego,
kr- wspbtezynnik rozszerzenia dla rozktadu trapezowego, k- wspot-
czynnik rozszerzenia dla rozktadu prostokatnego

kr = r23+1(1+ru—2,/ruil—p)) (12)

by =43p (13)

4.2. Druga metoda wyznaczania wspétczynnika roz-
szerzenia

Metodg ta mozna nazwaé metoda tablicowa [6]. Polega ona na opra-
cowaniu tabeli warto$ci wspétczynnikoéw rozszerzenia jakie moze
przyjmowac on dla okre§lonego poziomu ufnogci.

Przy podawaniu niepewnosci rozszerzonej wystarczajaca doktad-
noscia jest przedstawianie wspotczynnika z dwoma miejscami dzie-
sigtnymi. Przyblizenie to zapewnia uzyskanie powtarzalnej warto$ci
niepewnosci rozszerzonej z dwoma miejscami znaczacymi, jakie dla
pomiaréw wzorcujacych zalecaja migdzynarodowe organizacje me-
trologiczne. Mozna zatem tablicowa¢ warto$ci jakie powinien przyj-
mowa¢ wspétczynnik rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95% w za-
lezno$ci od warto$ci parametru 7. Tablice taka przedstawia tabela 1.
Okresla ona przy jakich granicach ilorazu udziatu niepewnosci r,
nastepuje zmiana warto$ci wspolczynnika o 0,01 jego wartosci.

Tabela 1. Warto$ci wspétczynnika rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95% przy
granicznych wartosciach ilorazu udziatu niepewnosci
Table 1. Coverage factor for limits of uncertainty ratio at confidence level of 95%

X do w;urtos'ci k do w:;méci k do w;’;tos'ci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 171 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1:77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 oo
1,86 1,5480 1,75 2,9765

5. Btad metod

Btad metod wyznaczania wspotczynnika rozszerzenia mozna przed-
stawi¢ jako

S k— ksplot
ksplot (14
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gdzie k,,,, to wspotczynnik rozszerzenia obliczony metoda wielo-
krotnego splotu rozktadow wielkosci wejsciowych.

Bfad metod analizowano dla poziomu ufnosci 95%, w odniesie-
niu do wielokrotnego splotu rozktadéw prostokatnych oraz splotu
mieszanego rozktadow prostokatnych i normalnych.

Blad pierwszej metody przedstawia rys. 3 i rys. 4. Najwicksza
warto$¢ osiaga w odniesieniu do splotu rozktadéw mieszanych pro-
stokatnych i normalnych, dla ktérych nie przekracza 2,5%. W pozo-
statych przypadkach splotu wielu rozktadéw prostokatnych nie prze-
kracza wartosci 1,5%.
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Rys. 3. Blad pierwszej metody w odniesieniu do splotu trzech (3P), pieciu (5P)
i dziesigeiu (10P) rozktadéw prostokatnych

Fig. 3. Error of first method in relation to convolution of three, five and ten rectan-
gular distributions
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Rys. 4. Blad pierwszej metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), po-
dwojnego (2PN) i pigciokrotnego (SPN) rozkladéw prostokatnego i normalnego
Fig. 4. Error of first method in relation to convolution of singly, double and five
times rectangular and normal distributions
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Rys. 5. Btad drugiej metody w odniesieniu do splotu dwéch (2P), trzech (3P),
pigciu (5P) i dziesigeiu (10P) rozktadéw prostokatnych

Fig. 5. Error of second method in relation to convolution of three, five and ten
rectangular distributions
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Rys. 6. Blad drugiej metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), podwoj-
nego (2PN) i pigciokrotnego (5PN) rozktadéw prostokatnego i normalnego

Fig. 6. Error of second method in relation to convolution of singly, double and five
times rectangular and normal distributions

Blad drugiej metody przedstawia rys. 5 i rys. 6. Im wigksza jest
liczba splatanych rozktadow tym mniejszy jest btad metody. Naj-
wigksza warto$¢ osiaga w odniesieniu do splotu dwéch rozkladow
prostokatnych, dla ktérych dochodzi do 1,5%. W pozostatych przy-
padkach splotu wielu rozkladow prostokatnych nie przekracza war-
tosci 1%, w przypadku splotu mieszanego rozktadéw prostokatnych
i normalnych 0,5%.

6. Przykiad zastosowania metod

Zastosowanie obu metod mozna przesledzi¢ na przyktadzie proce-
dury wzorcowania kalibratora temperatury [1].

W trakcie wzorcowania mierzy si¢ temperature, ktora nalezy przy-
pisa¢ otworowi pomiarowemu kalibratora temperatury. Pomiar prze-
prowadza sig po osiagnigciu przez wbudowany wskaznik temperatu-
ry stabilnego wskazania o warto$ci 180,0°C. Temperature panujaca
W otworze pomiarowym okresla si¢ za pomoca wprowadzonego don
platynowego termometru rezystancyjnego, ktéry petni role wzorca
roboczego. Wzorcowanie polega na pomiarze rezystancii elektrycz-
nej termometru za pomoca mostka pradu przemiennego. Temperatu-
1a ty, ktéra nalezy przyja¢ jako temperature otworu pomiarowe 20
w momencie, kiedy wskazanie wbudowanego termometru Wynosi
180,0°C, dana jest nastepujacym rownaniem:

Iy =tg +0ts + 0ty + 0ty + 0ty +0t, + 0ty + 6ty (15)

gdzie ;- temperatura wskazana przez wzorzec roboczy, ktérej war-
to$¢ wywodzi si¢ z pomiaru rezystancji przy zasilaniu pradem zmien-
nym, Jt - poprawka temperatury wynikajaca z pomiaru rezystancji
przy zasilaniu pradem zmiennym, 6, - poprawka temperatury wyni-
kajaca ze zmiany warto$ci wzorca roboczego od czasu jego ostatnie-
go wzorcowania (dryft), &ty - poprawka temperatury wynikajaca
z bledu nastawienia kalibratora temperatury, &t - poprawka tempe-
ratury wynikajaca z wystepujacych w kierunku promieniowym réoz-
nic temperatury migdzy termometrem wbudowanym a wzorcem ro-
boczym, 61, - poprawka temperatury wynikajaca z wystgpujacej
w kierunku osiowym niejednorodnosci temperatury w otworze po-
miarowym, & - poprawka temperatury wynikajaca z histerezy wska-
zan, 8ty - zmienno$¢ temperatury w czasie pomiaru.

Ponizej przedstawiono oszacowanie poszczegélnych sktadowych
niepewnosci.

Wzorzec roboczy (t,) - $wiadectwo wzorcowania termometru re-
zystancyjnego zastosowanego jako wzorzec roboczy podaje zalez-
nos$¢ migdzy rezystancja a temperatura. Zmierzona warto$é rezystan-
¢ji odpowiada temperaturze réwnej 180,1°C, przy Czym przypisana
tej warto$ci niepewno$¢ rozszerzona pomiaru wynosi U=30 mK
(k=2).
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Wyznaczenie temperatury przez pomiar rezystancji (8t;) - war-
tos$¢ temperatury zmierzona przez termometr rezystancyjny uzyty jako
wzorzec roboczy wynosi 180,1°C. Niepewno$¢ standardowa pomia-
ru zwigzana z pomiarem rezystancji i przeliczona na wartoéé tempe-
ratury wynosi u(8tg=10 mK.

Dryft wskazania wzorca roboczego (&) - na podstawie znajo-
mosci whasciwosci platynowych termometréw rezystancyjnych tego
samego typu co wzorzec roboczy, zmiang wskazan bedaca skutkiem
starzenia rezystora, ktére nastapito od czasu ostatniego wzorcowa-
nia termometru, oszacowano na +40 mK.

Btad nastawienia kalibratora temperatury (&t,) - dziatka elemen-
tarna wbudowanego termometru kontrolnego kalibratora temperatu-
ry wynosi 0,1 K. Wyznacza ona granice rozdzielczosci temperatury
+50 mK, wewnatrz ktérych zawiera si¢ wskazanie okreslajace jed-
noznacznie stan termodynamiczny bloku temperaturowego.

Niejednorodnos¢ pola temperaturowego w kierunku promienio-
wym () - wystepujaca w kierunku promieniowym réznice tempe-
ratury migdzy otworem pomiarowym a wbudowanym termometrem
oszacowano jako znajdujaca sie w przedziale £100 mK.

Niejednorodno$¢ pola temperaturowego w kierunku osiowym (&)
- odchylenia temperatury bedace skutkiem osiowej niejednorodno-
$ci pola temperaturowego w otworze pomiarowym 0szacowano na
podstawie wskazan otrzymanych przy réznych gtebokosciach zanu-
rzenia termometru, jako warto$ci lezace w przedziale £250 mK.

Efekt histerezy (o) - odchylenie temperatury otworu pomiaro-
wego bedace skutkiem zjawiska histerezy okre$lono na podstawie
wskazan termometru odniesienia podczas cyklow pomiarowych wy-
konanych zaréwno przy temperaturze rosnacej, jak i malejacej. War-
to$ci graniczne tego odchylenia oszacowano na 50 mK.

Niestabilno$¢ temperatury (6t,) - zmiany temperatury wywolane
Jej niestabilno$cia podczas 30 minutowego cyklu pomiarowego osza-
cowano na zawarte w przedziale +30 mK.

Dwie pierwsze ze sktadowych niepewnosci maja rozktad normal-
ny, pozostate natomiast opisane sa rozktadem prostokatnym. Wszyst-
kie sktadowe zostaty przedstawione w tabeli budzetu niepewnosci
(tabela 2). Dla uktadu tych sktadowych warto$¢ wspotczynnika
rozszerzenia, liczona metoda doktadna, na podstawie wielokrotne;
operacji splotu rozktadéw wielko$ci wejsciowych, wyniosta
k=1,8325.

Tabela 2. Budzet niepewnosci kalibratora temperatury
Table 2. Uncertainty budget of a temperature block calibrator

Symbol Estymata Niepewnosé Ro;klac(ii Wsp 6,%12 Udziat
wielkosci wielkosci standardowa | Prawdopodo- ceyait niepewnosci
bienstwa wrazliwosci

ts 180,1 °C 15 mK normalny 1 15 mK
dts 0°C 10 mK normalny i 10 mK
otp 0°C 23 mK prostokatny 1 23 mK
otx 0°C 29 mK prostokatny 1 29 mK
otr 0°C 58 mK prostokatny 1 58 mK
Ota o 144 mK prostokatny 1 144 mK
Oty 0°C 29 mK prostokatny 1 29 mK
Ity 0°C prostokatny

x 180,1 °C
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Sktadowa o rozktadzie prostokatnym i najwigkszym udziale jest
wielko$¢ wejsciowa zwiazana z niejednorodnoscig pola temperatu-
rowego w kierunku osiowym (6%,), dla ktorej udziat wynosi 144 mK.
Dla tej sktadowej iloraz udziatu niepewnosci, obliczony na podsta-
wie (10), wynosi r,=1,8304.

Obliczajac wspotczynnik rozszerzenia pierwsza z omawianych
metod dochodzimy do wniosku, ze najlepszym przyblizeniem roz-
ktadu wielkosci mierzonej jest rozktad trapezowy ze wzgledu na to,
iz iloraz udziatu zawarty jest w przedziale od 1 do 10. Do obliczenia
wspolczynnika ma zastosowanie w zwigzku z tym wzér (12). Na jego
postawie wyliczamy, ze k=1,85. W odniesieniu do wartosci doktad-
nej, btad wspotczynnika wyznaczony z zalezno$ci (14) wynosi
5=0,85%.

Obliczajac wspétczynnik rozszerzenia druga z omawianych me-
tod odczytujemy na postawie tabeli 1, ze warto$¢ wspotczynnika
wynosi k=1,83. W odniesieniu do warto$ci dokladnej, btad wspot-
czynnika w tym wypadku wynosi 6=-0,15%.

7. Podsumowanie

Przedstawione metody wyznaczania wsptczynnika rozszerzenia przy
wzorcowaniu pozwalaja na okreslenie jego warto$ci z bledem w gra-
nicach do £2,5%. Przy czym druga z metod pozwala na zredukowa-
nie btedu do granic +1,5%. W wielu jednak przypadkach rzeczywi-
stych procedur btad wyznaczenia wspotczynnika rozszerzenia na og6t
nie przekracza +1%. Dowodzi tego zamieszczony przyktad procedu-
ry szacowania niepewnosci dotyczacej kalibratora temperatury.

Obie metody moga by¢ z tatwoscia zastosowane do obliczania
wspotczynnika rozszerzenia w procedurach realizowanych przy uzy-
ciu arkusza kalkulacyjnego. Odpowiednio bowiem zaprogramowa-
ny arkusz pozwala na automatyczne wybieranie odpowiedniej skta-
dowej o najwigkszym udziale i rozktadzie prostokatnym, co pozwala
obliczy¢ odpowiednig wartosci ilorazu udziatu niepewnosci.

Metody mozna stosowa¢ dla dowolnej liczby wielko$ci wejscio-
wych opisanych rozktadami normalnym lub prostokatnym. Zapew-
niaja osiagniecie przy obliczaniu niepewnosci rozszerzonej zalozo-
nego poziomu ufnosci bliskiemu 95%, przyjetemu dla warunkéw
wzorcowania.
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