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Streszczenie

W artykule zostaly przedstawione uzyskane zaleznosci wartosci parametrow
elementéw dyskretnych uktadéw zastgpczych od rodzaju i charakterystyk
aproksymacji ciagtego rozktadu konduktywnosci elektrycznej wewnatrz
obiektu, opracowane zasady budowy struktur uktadéw zastgpczych, opraco-
wane i zbadane wlasciwosci funkcji opisujacej modele zaleznosci wynikéw
pomiaru od warto$ci parametréw elementéw aproksymacyjnych, przedsta-
wiono zmodyfikowany algorytm rozwiazan zagadnief tomografii elektrycz-
nej na podstawie uwzglgdnienia tych wlasciwosci.

Abstract

In the article the structural equivalence of the characteristic matrices of finite
elements and corresponding electrical circuits from the lumped elements is
substantiated. The expressions for determining of the electrical circuits di-
screte elements parameters values of those depending on the finite element
conductivity and its geometric form are obtained. The mathematical model
of the function of that describing the dependence of the measuring results of
the external interelectrode potentials from the values of the parameters of
these elements is proposed and investigated. Shown that the properties of
these nonlinear functions in a sense are similar to the properties of the linear
functions. Therefore in the absence of a priori information as the initial ap-
proach of the conductivity distribution it is possible to assign to its uniform,
whose level does not completely influence into the convergence of the itera-
tive reconstructing process. On the basis of the results of studies the simpli-
fied version of the reconstruction algorithm is proposed.
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1. Wstep

Tomografig elektryczna wykorzystuje si¢ do wyznaczania rozktadow
przestrzennych konduktywnosci i przenikalnoéci dielektrycznej oraz
innych wielko$ci powigzanych z nimi wewnatrz obiektu badanego,
wykorzystujac wyniki pomiaru wielkosci elektrycznych na obrzezu
obiektu przy jego zewnetrznym wymuszaniu [1-7, 10-13]. W przy-
padku Srodowiska przewodzacego podstawa do rozwiazan zagad-
niefi tomografii jest zagadnienie polowe elektryczne ktore jest opi-
sywane prawem Ohma [14]

i) =y(xy)-E(x,y) =

= —y(x, y)gradg(x, y) @)

gdzie: Yx,y) jest rozktadem poszukiwanej konduktywnosci, ¢(x,y)
jestrozktadem potencjatu, j(x,y) jest wektorem ggstosci pradu, E(x,y)
jest wektorem natgzenia pola elektrycznego. Postaé tego rownania
nie zmieni sig jezeli zamiast obiektu z rozktadem konduktywnosci
Hx,y) bedzie rozpatrywany obiekt z rozktadem przenikalnosci die-

lektrycznej &(x,y) lub konduktywnosci zespolonej Yx,y)+jwe(x,y)

(gdzie: w jest czestotliwoscia pradu pobudzajacego obiekt). Dlatego

wyniki (uzyskiwane dla obiektu z rozktadem konduktywnosci) moga

by¢ przeniesione na obiekty z rozktadami przenikalnoéci oraz zespo-
lonej konduktywnosci.

W ogdlnym przypadku niejednorodnego rozktadu konduktywno-
$ci rownanie (1) nie moze by¢ rozwiazane bezposrednio i w tym celu
sa wykorzystywane metody elementow skoniczonych z wezesniejsza
aproksymacja rozktadu potencjatu i rozktadu konduktywnosci [6-9].
Istnieje wielu pakietow oprogramowania do rozwiazan zagadnien po-
lowych metoda elementow skonczonych, np. [9]. Takie programy sa
skutecznymi do obliczen rozkladow potencjalu (zagadnienia elek-
tryczne) lub ich gradientéw wewnatrz obiektu badanego. Jednak
z punktu widzenia tomografii elektrycznej, celem ktérej jest wyzna-
czanie nie rozktadu pola elektrycznego a rozktadu konduktywnosci
(przenikalnoéci elektrycznej, itp.), takie programy nie sa zbyt efek-
tywnymi. Jest to spowodowane tym, ze wyniki obliczen warto$ci
rozkladu pola elektrycznego wewnatrz obiektu nie moga by¢ prak-
tycznie wykorzystane z tej przyczyny, ze w tomografii elektrycznej
dostgpnymi do pomiaru sg tylko potencjaty lub prady w punktach
usytuowania elektrod pomiarowych, tzn. na zewnatrz obiektu
badanego.

Powstaje wigc problem stworzenia algorytmow (i oprogramowa-
nia) dla rozwiazywania zagadnien tomograficznych, w ktérych z jed-
nej strony moze by¢ uwzgledniona podstawowa zasada tomografii
elektrycznej - wykorzystanie do odtwarzania obrazu wynikéw po-
miaru wielkosci tylko na obrzezu obiektu, a z drugiej strony zostaja
uwzglednione wlasciwosci elektryczne obiektu badanego. Ten pro-
blem mozna skutecznie rozwiaza¢ przenoszac zagadnienia tomogra-
ficzne z ptaszczyzny czystej matematyki obliczeniowej na plaszczy-
zng zagadnien elektrotechniki teoretycznej. Wykorzystujac efektyw-
ne metody obliczeniowe do analizy obwodéw elektrycznych ztozo-
nych z elementéw skupionych, mozna uwzgledni¢ wazne twierdze-
nia i metody odpowiadajace strukturze obiektu badanego [14, 15].
Okazuje sig, ze z punktu widzenia elektrotechniki zagadnienia to-
mograficzne proste i odwrotne posiadaja pewne wlasciwosci spe-
cjalne, ktére mozna wykorzysta¢ przy odtwarzaniu poszukiwanego
rozktadu. W artykule opisano przeprowadzone badania metod two-
rzenia uktadow zastgpczych z elementow skupionych odpowiadaja-
cych aproksymacji elementami skonczonymi, opracowane i zbadane
wiasciwosci modelu funkcji opisujacych zalezno$ci wynikoéw pomiaru
od warto$ci poszukiwanych wielkosci.

Problem budowy uktadéw zastgpczych z elementéw skupionych,
odpowiadajacych przestrzennie roztozonym parametrom obiektu, bez-
posrednio wiazZe sig takze z realizacja modeli fizycznych referencyj-
nych, uzywanych do weryfikacji systemoéw pomiarowych tomogra-
ficznych [10]. Taki model, ktéry zostaje podtaczony do wejs¢ pod-
systemu zbierania danych pomiarowych (zamiast obiektu badanego)
powinien mie¢ tg sama strukture tak zewnetrzna (liczba elektrod po-
miarowych, sposéb wymuszania i pomiaru odpowiedzi) jak i we-
wngtrzng, m.in. odpowiadajaca wykorzystywanej metodzie aprok-
symacji obiektu niezbednej do rozwiazan zagadnien tomograficznych.

Podstawowymi celami badan sa:

- Uzyskanie zalezno$ci warto$ci parametréw elementéw skupionych
od rodzaju i charakterystyk aproksymacji §rodowiska elektrycz-
nego wewnatrz obiektu;

- uzyskanie modelu matematycznego opisujacego wyniki pomiaréw
i badanie jego wlasciwosci a takze modyfikacja na tej podstawie
algorytmu rozwigzania zagadnienia odwrotnego tomografii elek-
trycznej.
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2. Modele matematyczne parametrow zastep-
czych elementow dyskretnych przy aproksy-
macji elementami skupionymi

Wynikiem aproksymacji zagadnienia polowego metoda elementow
skonczonych jest tak zwana macierz charakterystyczna, elementy kto-
rej wigza potencjaly weztowe @, z parametrami rozktadu konduktyw-
nosci y(x,y) wewnatrz elementu [6, 7, 10]. Dla wyznaczenia wspot-
czynnikéw takich macierzy przy wykorzystaniu trojkatnych oraz czte-
rokatnych elementéw skonczonych zastosujemy znana metode [8].
W srodowisku przewodzacym wyr6znimy element czterokatny KLMN
o dowolnym ksztalcie i grubo$ci warstwy przewodzacej d. Przy tym
element trojkatny KLM bedzie cze$cia tego elementu czterokatnego
(rys. 1a). Jezeli potencjaty w wybranych punktach sa rowne odpowied-
nio @, @, ¢, , ¢, oraz warto$¢ konduktywnosci elementu skonczonego
stanowi ¥, wtedy aproksymacja biliniowa rozktadu potencjatu ¢, (x,y)
czworokata oraz liniowa aproksymacja ¢,, (x,y) trojkata w formie La-
grange’a [8] moze by¢ przedstawiona wyrazeniem

?,.Em=0U.Em+oU,Em+0,U, Em+o,U,&m (2)

ay +ayé +a,n+ayén  (4-katny),

gdzie: vi&m ={ by +b,E+b,m, (3—katny).

1, - wspolrzedne, wybrane wedtug zaleznosci

X=X+ (%, =X )6+ (X —x,)m;
Y=Y+ =Y+, = ym, @
wskutek czego trojkat KLM z wierzchotkami w punktach (x,,»); (x,0,);
(x,.y,) transformuje si¢ w tréjkat z wierzchotkami w punktach (0,0);
(0,1) 1 (1,0) a wierzchotek N(x,,y,) transformuje si¢ w punkt N(,7,)
(rys. 1b), przy czym &, = Sy, /Siim> M, = St /Sum (gdzi€: S, S,,. S,
- powierzchnie odpowiednich trojkatéw). Unormowany system wspot-
rzednych (n,€) zostal wykorzystany w celu uproszczenia obliczenia
wspolczynnikdw macierzy charakterystycznych.
Macierz charakterystyczna elementu skonczonego oblicza sig
z warunk6w minimum mocy wewnatrz elementu [8]

dpP - sy
o, " 2‘12,(1’,- J;J-V(X’ y)[ijUix +UL UL 1402 = Z‘P:‘xij =0, @

gdzie:
%y =2d[ [y WU, +U,U; 1002 )
Q
sa poszukiwanymi wspolczynniki macierzy charakterystyczne;.

Po uwzglednieniu (2) oraz (3) wzor (5) dla obliczenia wartosci
wspdlczynnika y, ma posta¢

du; dU; _
b 16 (Ctgak +Ctgal EE (6)
. dU - dU ;
Xy =2dj 7(&m) —ctgak(‘f,%#ﬂ—”; 7 )+ ndé
a 0

dU; dU;

+(ctgay, +ctgar,, )55

gdzie: a, o, o - odpowiednie katy trojkata KLM, a granice catkowa-
nia wynosza:
a=0,b=¢,0<E<E, a=E,b=1£,<E<I

f&=1+&m, -1)/&,,0<E <€, &) =n,(E-1)/E,-1), &, <E<1

W przypadku tréjkata granice catkowania wynosza a=0, b=1;

f&=1-¢

W tabelach 1 oraz 2 zostaty wpisane biliniowe i liniowe funkcje
aproksymacyjne potencjalu oraz ich pochodne dla elementow skon-
czonych odpowiednio czterokatnego oraz trojkatnego. W obydwu przy-
padkach wykorzystuje sig¢ stata aproksymacj¢ konduktywnosci
HEM=7,

Po podstawieniu do wzoru (6) odpowiednich warto$ci pochodnych
aproksymacyjnych funkcji z tabeli 1 oraz 2 i wykonaniu catkowania

dla wszystkich indeksoéw i oraz j, otrzymamy symetryczne macierze
charakterystyczne odpowiednich elementéw skonczonych, ktore dla
ogélnych i szczegétowych przypadkéw zostaly zapisane w tabelach
3-5. Jak widaé z otrzymanych wynikéw, warto§ci wspotczynnikow
tych macierzy zaleza tylko od wartosci katow elementéw skonczo-
nych i poszukiwanych warto$ci konduktywnosci i sa niezalezne od
bezwzglgdnych wymiaréw elementéw. W celu oszczednosci miejsca,
macierz dla ogdlnego czterokatnego elementu zostata zapisana w for-
mie skrdconej, tzn. bez rozmieszczenia wspotczynnikow wedtug wierz-
AY Now: AN ?hOlk(')W element().w,

x) NGy jak to zostato zrobio-
no w innych przypad-
kach.

M(Xuw;Ym)

Rys. 1. Element skonczo-
ny w réznych systemach
5 wspotrzgdnych

(xi;y1)
K(xi;ye) x

Tabela 1. Funkcje aproksymacyjne oraz ich pochodne dla elementu czterokatnego

U U, U,
K & T I
'(I '571' nn) ‘571/5,. M nn)mgn M ﬂzL) é/gnnn
L U(&n)=(1-1/n,) & 1-1/1), RAN
M Um(iﬂ)=(1 ﬁn) n 'n/én I'é/én;
N Un(é n)= ﬁﬂ/ ‘j:r:n M % gn M é/gn M

Tabela 2. Funkcje aproksymacyjne oraz ich pochodne dla elementu trojkatnego

Uf&n) Uy U,
K 1-&n -1 -1
L & 1 0
M n 0 1

Tabela 3. Macierz charakterystyczna elementu czterokatnego

Xi xldy, 12n2¢2]|

ax |t 0E, €, +n,)(0 ~EDE, +n, -2)-2¢, +1)+
+etgDE, (nf —n2 +&, ~E2 - 2m,€, (02 +1)-30,E2n, 1)+
+etg(mE, [, 2 +& ~&! +n28, €, +1))

o |etg (o, €, +n,)(E2 -nD)E, +1,~2)-2n, +1)+
g, (€, ~&2 +m3 ! +&n,{n, +1)+

+ctg(myn, (& -&2 +n, -n? ~2£,m, €2 +1)-3¢,n2 ¢, -1)
2 [eagolln? &) — o, &, Ji-2m.8, )20 2 +& &)
crg(Dfn: —n} +&2-&, -, &2, +1)}+

+etg(mE: - & +n2 -, &2, +1)

1 {ag g, (€, +n,)0-4nm,8, n: -&)+fn, &, -
—ctgEn, (1] +&, o +n, -1))-

—cigm,m, €2+, €7 +&, ~1)

o et €, +n,)02 -0, —€2 +&, 1)+

+eigDE,1; +£, 02 +n, ~1))-

—crg(m, € +n, €2 +¢, +1)

xn|etg(om, &, +n,) €2 -&, -0 +n, ~1)-

g0, (2 +&, (02 +n, +1))+

+etg(mm, (2 +n, (€2 +&, -1))

Tabela 4. Macierz charakterystyczna prostokata (£ =n, =1, o,=m2, a,b - dlugosci
stron ctg(o)=a/b, ctg(a, )=b/a)

K L M N
Z‘ 2(a/b+b/a) -(2a/b-b/a) -(a/b+b/a) -(2b/a-a/b)
| L | yd/6 -(2a/b-b/a) 2(a/b+b/a) -(2b/a-a/b) -(a/b+b/a)
| M | -(a/b+b/a) -(2b/a-a/b) 2(a/b+b/a) -(2a/b-b/a)
N -(2b/a-a/b) -(a/b+b/a) -(2a/b-b/a) 2(a/b+b/a)

Tabela 5. Macierz charakterystyczna elementu trojkatnego

[ K L M
| K | %d | Crg(on,)+Crg(cy) -Ctg(a,) -Ctg(o)
| L | -Cig(aty) Cig(a,)+Crg(04) -Cig(oy)

M -Cg(a) -Crg(ow) Cig(au)+Crg(og)
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Wyniki dla przypadku bikwadratowej aproksymacji potencjatu oraz
liniowej aproksymacji rozktadu konduktywnosci zostaly zbadane
i przedstawione w [11].

3. Uktady zastepcze elementow skonczonych

Analizujac uktady wspotczynnikow charakterystycznych w macierzach
element6éw skonczonych w tabelach 3-5 mozna zauwazy¢ ze struktura
tych macierzy jest identyczna jak struktura macierzy uktadu réwnan
metody weztowej wykorzystywanej dla rozwiazan zagadnien w ob-
wodach elektrycznych [13, 14]. Z tego wynika, Ze elementowi skon-
czonemu trojkatnemu odpowiada obwdd elektryczny utworzony z po-
laczen w trojkat trzech konduktancji (rys. 2a), elementowi czterokat-
nemu odpowiada pelny obwdd elektryczny utworzony z potaczen
w czworokat sze$ciu konduktancji (rys. 2b) i itd. Nizej, w tabelach 6
i 7 przyktadowo zostaty zapisane macierze metody potencjatow weg-
ziowych dla pelnego czworokata (tabela 6) oraz trdjkata (tabela 7),
odpowiadajacym obwodom elektrycznym pokazanym na rys. 2ab.
Z poréwnania odpowiednich tabeli wynika Ze lezace obok gtownej
przekatnej wspotczynniki macierzy elementu skonczonego z przeciw-
nym znakiem moga by¢ traktowane jako konduktacje migdzywegztowe
Gy.(G,-,- =—Y.dx; - C. gdzie: C, jest statym wspotczynnikiem, warto$¢
ktorego zalezy tylko od ksztaltu elementu), przy czym wymienione
wezly ukladu elektrycznego sa zbiezne z wierzchotkami elementow
skonczonych.

a) M b)

G Glm I
kn
Gu
K

K I L

Gu
Rys. 2. Uktady zastepcze elementow trojkatnego (a) oraz czterokatnego (b)

Dla zapewnienia mozliwoSci realizacji uktadu zastepczego aprok-
symacji elementami skonczonymi wykorzystujac wytacznie elementy
pasywne niezbednie jest, aby wartosci elementéw obok przekatnej
macierzy charakterystycznej byly ujemne.

W przypadku aproksymacji elementami trojkatnymi, jak widaé
w tabeli 5, warunek ten jest bardzo prosty: wszystkie katy trojkata
powinny by¢ ostrymi. Jezeli jeden z katow trojkata rowna sig 71/2, wte-
dy ctg(m/2)=0 wskutek czego konduktancja lezaca naprzeciw tego kata
réwna sie zeru (nicobecno$¢ w ukladzie zastgpczym odpowiedniego
elementu skupionego). Przy zwigkszeniu kata ten element ma ujemna
warto$¢ konduktancji, to znaczy, ze nie moze by¢ on zrealizowany
wylacznie elementami pasywnymi.

W ukladzie zastgpczym elementu skonczonego czterokatnego (rys.
2a) istnieje jeszcze wigeej wariantow dla znakow i wartoSci wspot-
czynnikOw macierzy charakterystycznych (przewodnosci zastgpczych
G)) w zalezno$ci od geometrii elementu. Szeroko sa wykorzystywane
elementy prostokatne z dlugo$cia bokéw a oraz b - macierz charakte-
rystyczna jest pokazana w tabeli 4. Dla takiego elementu, konduktan-
cja zastgpcza G, lezaca na przeciw kata prostego nie réwna sig zeru
i jest proporcjonalna do stosunku dhugosci bokéw elementu G =(y,d/
6)(a/b+b/a). Z tego punktu widzenia aproksymacja prostokatnymi czte-
rokatnymi elementami skonczonymi jest lepsza od aproksymacji dwo-
ma prostokatnymi trojkatnymi elementami, dla ktorej warto$¢ konduk-
tancji zastepczej na przeciw kata prostego réwna sig zeru. Zeby pozo-
stale elementy miaty wartosci dodatnie (pasywne elementy) nalezy

. L i a b . a )
zapewni¢ spelnienie warunkow — 2; o< 0, i —2; *5 < 0, z kto-
rych otrzymujemy nierdwno$¢, na podstawie ktorej wymiary elemen-

tow powinny by¢ ograniczone: ‘/— <2 . To znaczy, ze forma ele-

mentow skonczonych powinna byé w przybliZeniu kwadratowa. Przy

kwadratowym elemencie skoficzonym (o, =m/2, a=b) wartosci kon-
duktancji zastgpczych wzdluz bokoéw wynosza G, =y,d/3 a wzdtuz prze-
katnych G =2yd/3=2G,.

Tabela 6. Macierz uktadu rownan metody weztowej elementu czterokatnego

K L M N

K | GutGu+Gin -Gy -G -G

L -Gu Gyt GintGry G -Gy

M -Gy -Gy, Gt Gyt G -Gy

N -GkL -Gy, -Gm leL+GIzL+GmZL
Tabela 7. Macierz ukfadu rownan metody wezlowej elementu trojkatnego
[ K L M
| K | Guy+Gp, -Gu -G
| L | -Gu Gu+Giyy -Gim

M -Gim "Glm Gk_m"'Glm

Zamieniajac kazdy element skoniczony odpowiednim ekwiwalent-
nym zastgpczym ukladem elektrycznym uzyskujemy wieloweztowy
iwielogateziowy obwad elektryczny, struktura ktdrego zalezy od ksztal-
tu wykorzystywanych elementéw skonczonych. Na rys. 3 przyktado-
wo pokazana jest aproksymacja 54-ciu regularnymi elementami troj-
katnymi i odpowiedni jej obwod zastepczy z 90-ciu elementow sku-
pionych [3-5]. Na styku sasiednich elementow aproksymacyjnych war-
tosci elementdw (konduktancje, admintancje lub rezystancje, impe-
dancje) takiej sieci elekirycznej sa réwne warto$ciom réwnoleglego
polaczenia odpowiednich elementow sasiednich aproksymacyjnych ele-
mentow.

W ten sposob zagadnienia tomografii elektrycznej w postaci elemen-
tow skoficzonych, na podstawie
w pelnej mierze ekwiwalentnych uktadow
zastgpczych, zostaja doprowadzone do
zagadnien obwodow elektrycznych zbu-
dowanych z elementow skupionych.

VAV RYA
AYAVAVATA
ISOSINTSINDS,
\YAVAVAYiVAY
VAWAVA\Y; Rys. 3. Obwéd zastgpczy 90-ciu elementdéw sku-

\VAVAYAY,

pionych odpowiadajacy regularnej aproksyma-
cji 54-ciu elementami trojkatnymi FEM

4. Model matematyczny wynikéw pomiaru

Bez wzgledu na stosowana aproksymacjg zagadnienia polowego, uzy-
wajac odpowiednich schematow zastgpczych uzyskamy sie¢ z pewna
liczba n elementéw skupionych R (s=1, 2, ..., n), potaczonych pomig-
dzy soba w odpowiedni sposob [5, 11]. Zatozymy, Ze obiekt badany
jest pobudzany Zrodlem pradu o wartosci 10 z galezi zewngtrznej z
numerem & (pomigdzy zewnetrzna k-ta para elektrod) sieci a mierzone
jest napigcie Um,=U, pomigdzy zewnetrzng i-ta para elektrod (rys. 4),
warto$¢ ktorego wynosi (7)

Umlf"’ =U,, =I'.(k)Ri =IC§k)Ri (7)
gdzie: I, to prad w i-tej galezi, ktéry réwna sig odpowiedniemu pradu
oczkowemu Ic;, R, jest rezystancja tej gatezi.

Poszukiwany prad mozna znalez¢ wykorzystujac metodg pradéw
oczkowych do uktadu zastgpczego w postaci (8)

Z-Ic=I0-R, @®)
gdzie: Z jest macierza impedancji oczkowych [14], Ic jest wektorem
pradow oczkowych, R, - jest rezystancja galezi z numerem £. Na pod-
stawie (8) wartos¢ pradu /c, wynosi

A,

Ie, =10 Ak‘ R, (&)
gdzie: A= HZH wymiarowoscia ktorej jest [R]Y, gdzie N - jest wymia-
rowoscia macierzy unpedancp ktéra rowna sig liczbie elementow skon-

czonych; A, = (=)™ “Z,k| jest dopetieniem algebraicznym elemen-
tu Z, macierzy Z, wymiarowo$¢ ktérej jest o jeden mniejsza [R]™.

N2 N N2 N-1
Przy tym ||Z“=21C1pl_1[Rq , NZ%N=ZC%HR4 , gdzie N1, oraz
p= q= p= q=]

N2 sg liczbami niezerowych czlonéw ”Z“ oraz ||Z i H ; €l oraz C2 sa
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wspolczynnikami, wartosci kto-
rych stanowia liczby catkowite
i ktore sg zalezne tylko od struktu-
ry macierzy (sieci aproksymacyj-
nej) i sa niezalezne od wartosci re-
Zystancji.

Rys. 4. Fragment sieci stuzacy do wyznacza-
nia wiasciwosci modelu wynikéw pomiaru

Po podstawieniu warto$ci pradu (9) do wzoru (7) zalezno$¢ wyni-
kow pomiaru moze by¢ przedstawiona w postaci nieliniowej funkcji
Um(R, R, .., R) wielu zmiennych R, R, ..., R, - wartosci poszuki-
wanych rezystancji sieci

N2 N-1
S fix,
Um® =Umf (R,R,,....R) =2—*"—RR, -10 10
Y.cL 1R,
p=1 g=1
Zalezno$¢ (10) jest modelem elektrycznym opisujacym zagadnie-
nie proste tomografii elektrycznej przy wykorzystaniu aproksymacji
elementami skoficzonymi i zastosowaniu ekwiwalentnych ukltadow za-
stepczych z elementow skupionych (rezystancyjnych, impedancyjnych)
w danym przypadku - zalezno$¢ wartosci napie¢ mierzonych Um, od
wartoSci poszukiwanych rezystancji sieci R, R, ..., R, przy pobudza-
niu obiektu pradem /0 w pozycji z numerem k. Analogiczny model
mozna uzyskaé dla elementéw konduktancyjnych (oraz admitancyj-
nych) wykorzystujac metode potencjatow weztowych.

5. Wlasciwosci funkcji wynikéw pomiaru

Chociaz funkcja (10) jest funkcja nieliniowa, jednak jest to funkcja z
osobliwa nieliniowoscia [12]. Bgdziemy analizowac¢ niektére wazne
wlasciwosci tej funkcji.

5.1. Wartos¢ funkcji

Przy skokowej zmianie wszystkich argumentéw m razy (R, ->m-R )
warto§¢ funkcji zmieni sig skokowo tez doktadnie m razy
Um(m-R) =m-Um(R) (11)
Wihasciwo$é (11) mozna w prosty sposob udowodni¢ droga podsta-
wienia w wyrazenie (10) nowych wartoéci argumentéw R, —m-R,
i przeprowadzenia nastgpnych przeksztatcen.

5.2. Wartos¢ pochodnej funkcji oraz jej gradientu

Warto$¢ pochodnej funkcji jako warto$¢ wspétezynnika J, ) macierzy
Jakobiego jest 0znaczona jako granica stosunku zmiany wartosci spadku
napigcia AU, na i-tej zewngtrznej gatezi do zmiany wartosci AR, rezy-
stancji j-ej galezi

Ty = 525 (AU® /AR ) (12)

i) = BR;—0

Na podstawie twierdzenia o wariacjach [14] przy zmianie rezystan-
cji R, j-tej galezi o wartosci AR; warto§¢ zmiany Al, pradu [,

g,jAlej’” » .
ARJ. > gdzie g, jest kon-

(k)

w i-¢j galezi (rys. 4) wynosi Al

_1+gjj

duktancja wzajemna pomigdzy i-ta oraz j-ta galeziami
(g,=I/E=I/E). Po uwzglednieniu tej zaleznosci warto§¢ pochodnej

(12) wynosi

J lim AU‘,(") _ _lim AI,.""Rl_ -

ij(k) — AR;—0 ARj = AR; -0 ARj =

e im 8,AR IR, g I®R (13)
g i

7 (1+g,AR, ) AR,

Przy zasilaniu obwodu bez zrodet wewngtrznych ze zrodta prado-
wego (rys. 4) wskutek skokowej zmiany wszystkich rezystancji
(R, > m-R,) prady w galeziach pozostana bez zmian natomiast sko-
kowo zmienia si¢ napigcia migdzyweztowe i tym samym konduktan-
cje wzajemne pomigdzy wszystkimi gatgziami zmienia si¢ odwrotnie
do zmiany. rezystancji ( &; = - 8; ). Na podstawie tych uwag z analizy
wyrazenia (13) wynika, ze przy skokowej zmianie wszystkich rezy-
stancji (argumentéw R, — m- R,) pochodna funkcji (odpowiedni czton
macierzy Jakobiego) nie zmienia swojej warto$ci

J(m-R)=J(R) (14)

Dzigki temu, ze wlasciwos$¢ (14) odnosi sig do kazdego z argumen-
tow, tg sama wlasciwo$¢ posiada gradient tej funkcji: nie zmienia on
swojej warto$ci (oraz kierunku!) przy skokowej zmianie argumentow

grad[Um(m- R)] = grad[Um(R)] (15)

Z whasciwosci (11), (14) i (15) wynika, ze wzdhuz dowolnej prostej
linii L(R), ktéra przechodzi przez poczatek wspotrzednych R =0 (s=1,
2, ..., n) oraz punkt z wspéirzednymi R, R, R,, ..., R,
w n-wymiarowej przestrzeni funkcja (10) zmienia sig liniowo - pro-
porcjonalnie do odleglosci tego punktu od poczatku wspolrzednych,
pochodne i gradient tej funkcji wzdtuz wymienionej linii nie zmienia-
ja swoich wartosci, a gradient jest skierowany wzdhuz tej linii.

W taki sam sposob mozna pokazaé ze przy skokowej zmianie war-
to$ci argumentow o m razy warto$ci pochodnych rzgdu » zmieniaja sig
odpowiednio do 1/m"! razy.

5.3. Wartos¢ funkcji w zadanym punkcie (przy zada-
nych wartosciach argumentow)

Wykorzystujac zaleznos¢ (13), obliczymy warto§¢ sumy iloczynow
wartosci cztonéw J; macierzy Jakobiego i odpowiednich wartosci R,
argumentow (rezystancji)

) N ®p _ N (k) — N k) _ [ 5400}
v, "ZIJ"J' R, —Z’gylj RR, _R,Zg,,jE; =RIP=U" (46
= = =

We wzorze (16) zostalo uwzglednione to, ze na podstawie twier-
dzenia o kompensacji [14, 15] warto$¢ iloczynu 1{”R; pradu gatezi
1 irezystancji R; tej gatezi moze by zastapiona sila elektromoto-
ryczng E{: I'R, = E} oraz to, ze zgodnie z metoda superpozycji
[14, 15] prad I¥ w i-tej galezi rowna sig sumie pradéw spowodo-
wanych sitami elektromotorycznymi E, we wszystkich galeziach

E®=]®
;, 8" i [14].

Z analizy wzoru (16) wynika, ze obliczone przy zadanych warto-
$ciach argumentéw (wektor rezystancji R) warto$ci funkcji (wektor
napi¢¢ U(R) oraz macierz Jakobiego J(R)) sa powiazane ze soba
réwnaniem liniowym

JR)-R=U(R) a7

To znaczy ze suma iloczynéw pochodnych i wartosci odpowied-
nich argumentéw doktadnie réwna si¢ warto$ci funkcji przy tych
samych warto§ciach argumentow. Stad wyplywa bardzo wazny wnio-
sek, ze zagadnienie odwrotne, ktére w zasadzie jest nieliniowym,
w kazdym punkcie poszukiwanych wartosci argumentéw R (rezy-
stancji, konduktancji itp. elementéw aproksymacyjnych) opisuje sie
liniowa zalezno$cia analogicznie jak jest to w przypadku liniowych
zagadniefn. Zalezno$¢ ta jest wazna w dowolnej k-tej iteracji:

U = R,

Dzigki wlasciwosci (17) iloczyn pochodnych drugiego rzgdu (ma-
cierzy H(R)) i odpowiednich argumentéw RT oraz R roéwnaja si¢
doktadnie zeru:

%RVH(R)‘R:O (18)

Podobnymi wlasciwosciami charakteryzuja si¢ pochodne wy-
zszych rzedow.
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5.4. Liniowy model funkcji przy nieznanych warto-
§ci argumentow

W praktyce warto$ci poszukiwanych rezystancji (wektor Rx) nie sa
znane i sg otrzymywane droga rozwiazania zagadnienia odwrotnego
tomografii elektrycznej na podstawie uzyskanych warto$ci wynikow
pomiaru (wektor Um(Rx)=Um ). Oczywiscie, ze i w tym przypadku
spetniona jest zalezno$¢ liniowa (17): J(Rx)-Rx = Um(Rx) = Um , jed-
nak przy braku znajomo$ci macierzy Jakobiego J(Rx) niemozliwie
jest wykorzystanie powyzszego wyrazenia do obliczenia wektora Rx.
W tym celu wykorzystuje si¢ macierz Jakobiego J@ [R“")] obliczo-
na przy zadanych (lub znalezionych w poprzednich iteracjach if) war-
tosciach wektora rezystancji R®. Dla obliczenia kolejnego przybli-
Zenia warto$ci argumentéw R®D czesto wykorzystuje si¢ Newto-
nowski algorytm bazujacy na liniowym modelu uktadu nieliniowych
rownan, ktéry w ogélnym przypadku ma postac [16]

Um=U® 4+J® [R(ir) ] (R(itﬂ) _R® ) (19)

Wprowadzajac do wzoru (19) zaleznos¢ (16), otrzymamy uprosz-
czony model

Um= J(il) [l{(ir)].R(ilﬂ) (20)

Zalezno$¢ (20) zasadniczo r6zni sig od zalezno$ci (19). Po pierw-
sze, zalezno$¢ (20) nie posiada czgsci addytywnej. Dzigki czemu
a takze w skutek niezalezno$ci warto$ci cztonéw macierzy Jakobie-
go od warto$ci skokowej zmiany argumentéw, wszystkie skokowe
zmiany parametru obiektu badanego beda odtwarzane od razu po na-
stepne;j iteracji, teoretycznie bez bledow. Z drugiej strony, dzigki tej
wiagciwodci, przy braku informacji o poszukiwanym rozktadzie wiel-
kosci badanej a priori, niezaleznie od rzeczywistego poziomu tych
warto$ci, pierwsze przyblizenie zawsze mozna zada¢ statym o do-
wolnej warto$ci i wynik odtwarzania obrazu w nastgpnych iteracjach
catkowicie nie zalezy od przyjgtej wartosci. To znaczy, ze przy nie-
znajomosci rozktadu badanej wielko$ci a priori, w ogole nie istnieje
problem zadawania warto$ci jednostajnego poczatkowego rozktadu
bliskiemu rozktadowi rzeczywistemu.

Nastepnie wazne jest to, ze dla zwigkszenia doktadno$ci oraz szyb-
kosci zbieznos$ci procesu iteracyjnego znalezienia warto$ci argumen-
tow nie jest mozliwe zastosowanie aproksymacji parabolicznej dla
uktadu nieliniowych rownan tomografii elektrycznej [13], gdyz ze
wzgledu na wlasciwo$é (17) wartos¢ przyrostu drugiego rzedu w bie-
zacym punkcie rOwna sig zeru.

6. Zmodyfikowany algorytm odtwarzania rozkiadu

Na podstawie uzyskanej zaleznosci (20) algorytm odtwarzania roz-
ktadu konduktywnos$ci upraszcza sig i w iteracji z numerem iz+/ moze
by¢ przedstawiony w postaci

R(it+1) - [J(it)TJ(ir) +u(i¢)l],J(it)T .Um (21)

gdzie: u®1 jest cztonem regularyzacyjnym, formowanym np. wedtug
metody Marquarda-Levenberga [16].

7. Po sumowanie

- Macierze charakterystyczne oraz uklady zastgpcze sa niezbgdne
do formowania macierzy uktadu rownan opisujacych zagadnienie
proste tomografii elektrycznej. Wspotczynniki tych macierzy sa
zalezne tylko od ksztaltu 2D elementow skonczonych oraz warto-
$ci poszukiwanej konduktywnosci i sa niezalezne od wymiarow
bezwzglednych elementow.

- Kazdej macierzy charakterystycznej odpowiada jednoznaczny
ukltad zastgpczy zbudowany z elementow skupionych wedlug me-
tody potencjatéw wezlowych. Elementom skonczonym ze stala
aproksymacja konduktywno$ci zawsze mozna nadaé taki ksztatt,
zeby odpowiadal im uktad zastgpczy wylacznie z elementow pa-
sywnych.

- Zagadnienie proste tomografii elektrycznej w postaci jawnej lub

niejawnej moze by¢ opisane uktadem funkcji nieliniowych, kt6-
rych niektére wiasciwosci sa bliskie wiasciwosciom funkc;ji linio-
wych. .

- Dzigki wlasciwosciom tych funkcji, niezaleznie od rzeczywistego
rozktadu badanej wielko$ci, jako poczatkowe przyblizenie mozna
zadac rozktad jednostajny, poziom ktorego nie ma wptywu na zbiez-
no$é procedury iteracyjnej.

- Jednakowa skokowa zmiana warto$ci parametréw poszukiwanych
powoduje taka sama zmiang warto$ci wynikéw pomiaru (warto§ci
funkcji), nie powodujac zmian elementéw macierzy Jacobiego.
Dlatego wartosci tych wielko$ci uzyskuje si¢ od razu, bez
stanu przej$ciowego.
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