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Streszczenie

W pracy zawarty jest rys historyczny oraz przeglad pod-
stawowych probleméw teoretycznych i mozliwosci zastoso-
wan praktycznych ukiadow wielowymiarowych (nD). Omo-
wiono tez nowe trendy i otwarte, nierozwiqzane do tej pory
problemy badawcze w tej dziedzinie.

Abstract

The history, theoretical basics and practical applica-
tions of multidimensional (nD) systems are briefly revisited.
New directions and current open problems are discussed too.

1. Wstep

Uktady wielowymiarowe, nazywane czesto w literaturze
nD, sa uogoélnieniem klasycznych ukladéw / systemow, dla
rozréznienia nazywanych tu uktadami 1D. Juz w fazie na-
zewnictwa mamy tu pewna niejasno$¢. Nazwa uktady wielo-
wymiarowe, nD, czy czasem tez mD, jest bezposrednim ttu-
maczeniem angielskiego ,,multidimensional" a nie multiva-
riable. Jest to istotne, gdyz w klasycznym rozumieniu pojecia
uktadow wielowymiarowych w sensie ,,multivariable”,
zmienne zalezne systemu, tj. wejscia, wyjscia czy stany sa
wektorami. W tej nowej dziedzinie nie jest to istota sprawy.
Mamy natomiast do czynienia z wigksza liczba zmiennych
niezaleznych - dla uktadéw 2D z dwiema, dla ukladéw nD z
dowolna liczba zmiennych (>2). Niejako mamy wiec uktad o
czasie wektorowym. W praktyce na ogol, jedna tylko z tych
zmiennych reprezentuje czas, gdy pozostale maja charakter
przestrzenny lub reprezentuja kolejne przejscia, fazy procesu,
czy tez proby lub iteracje rozwigzywania jakiego$ problemu.
Mozna tez mowic, ze istnieje w nich wigcej niz jeden kieru-
nek propagacji informacji.

Teoria uktadow nD nie jest bezposrednim uogdlnieniem
klasycznej teorii systeméw 1D. Pojawia sie wiele trudnosci
zwiazanych z brakiem lub stopniem komplikacji istniejacego
aparatu matematycznego, ale tez pojawiaja si¢ nowe, zupetnie
nieznane do tej pory mozliwosci. Uklady nD nie sa jednak
tylko bytem "matematycznym" ale znajduja réwniez wiele
praktycznych zastosowan lezacych przede wszystkim w prze-
kroju automatyki, informatyki, telekomunikacji, akustyki
(analiza i obrobka sygnatéw, filtracja cyfrowa, modelowanie
zjawisk opisywanych réwnaniami o pochodnych czastkowych
jako obwody nD, modelowanie zjawisk i sterowanie w sie-
ciach komputerowych). Szczegdlnie interesujacym, waznym
z punktu widzenia rozlicznych zastosowat, jak np.:

e sterowanie maszynami w gornictwie, hutnictwie, papier-
nictwie, rolnictwie,

e iteracyjne sterowanie z uczeniem dla potrzeb robotyki, i
wielu innych dziedzin,

e iteracyjne sterowanie suboptymalne bazujace na zasadzie
maksimum,

przypadkiem szczeg6lnym ukladow 2D (n=2) sa tak zwane

procesy powtarzalne, ktérym réwniez poswiecimy tu wiele
uwagi.

Celem niniejszej pracy jest zwigzle przedstawienie:

e rysu historii badan nad uktadami nD w $wiecie i w Pol-
sce,

e podstawowych probleméw, przy wyeksponowaniu réznic
i podobienstw, teorii systeméw nD versus systemy kla-
syczne,

® nierozwiazanych, otwartych probleméw teorii systeméw
nD, i nowych trendéw rozwojowych,

e przegladu zastosowan praktycznych, i w koficu
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e osiagnie¢ zespohu zielonogorskiego w tej dziedzinie.

Ze wzgledu na ograniczony rozmiar artykutu nie poda-
jemy cytowan do poszczegélnych nazwisk i zagadnien, a
tylko podajemy kilka podstawowych pozycji ksiazkowych
gdzie odpowiednie cytowania mogg by¢ znalezione.

2. Systemy nD — historia i podstawowe poj¢cia

Pierwsze prace w dziedzinie ukladow nD pochodza
z obszaru obwodow elektrycznych. Jako narodziny dziedziny
uznaje si¢ pojawienie w roku 1960 pracy Ozaki, Kasami
gdzie rozwazano liniowy lecz niestacjonarny obwdd ztozony
z rezystoréw i kondensatoréw o statej i liniowo zmiennych
warto$ciach konduktancji i pojemnos$ci. Glownym wynikiem
tej pracy bylo zwrdcenie uwagi, ze wprowadzenie pewnych
nowych zmiennych pozwala przedstawi¢ admitancj¢ wej-
$ciowa takiego obwodu jako funkcj¢ wymierna dwu zmien-
nych o pewnych dodatkowych wiasno$ciach, noszacej nazwe
funkcji reaktancji uktadu o parametrach skupionych, czyli o
statych wspolczynnikach.

Nastepna, przelomowa praca, byla praca Ansella z roku
1964, w ktorej przedstawiono podobny wynik ale zastoso-
wany do zupelnie innej sytuacji. Przedmiotem tej pracy byly
uktady o parametrach roztozonych, a mianowicie polaczenia
kaskadowe odcinkéw linii dhugich o op6znieniach bedacych
naturalnymi  wielokrotno$ciami pewnego podstawowego
opoznienia 7 (ang. conmesurate) i skupionych elementéw
reaktancyjnych (cewek indukcyjnych, kondensatoréw i ideal-
nych transformator6w). I znowu okazalo sie, ze zastosowanie
odpowiedniej transformacji zmiennych prowadzi do funkcji
reaktancji dwu zmiennych. W tym wypadku, impedancja
wejéciowa obwodu jest funkcja wymierna zmiennej zespolo-
1+4
1-4
prowadzi do zamierzonego wyniku. Nalezy tu nadmienic, ze
wiele ciekawych wynikow poswigconych rozszerzeniu tego
rozwigzania zostalo uzyskanych przez polskich uczonych
M.S. Piekarskiego i M. Uruskiego z Instytutu Telekomunika-
cji i Akustyki Politechniki Wroctawskiej. Stad jest juz tylko
maty krok aby zauwazy¢ podobienstwa i zastosowa¢ iden-
tyczne podejécie do analizy i sterowania uktadami z opdznie-
niami, dla ktérych stosowanie metod klasycznych wiaze si¢ z
duzym stopniem trudnosci. Zajeto to jednak kilkanascie lat, a
rozwiazanie zostato przedstawione po raz pierwszy przez E.
Kamen’a.

nej p i e”. W tym wypadku, transformacja e” <

Te pierwsze dwie prace rozpoczgly swoisty ,.boom” na
uklady nD, ktore miaty pozwoli¢ na rozwiazanie wielu trud-
nych lub dotychczas nierozwigzanych zagadnien teorii obwo-
dow i systemoéw. W tym czasie poswigcano wiele uwagi za-
gadnieniom syntezy uktadéw elektrycznych o wymaganych
parametrach. Pojawito si¢ wigc wiele prac dotyczacych tych
zagadnien dla uktadéw, najpierw 2D. Odkryto jednak, ze
uktady 2D, rozwazane wtedy jako wylacznie liniowe, mimo
iz niosg wiele mozliwosci, sg jednak roéwniez bardzo ,.trudne”
i wiele zagadnien jest nadal nierozwigzanych. Z tym okresem
badan, prowadzonych giéwnie jako dziat teorii obwodow
wiaza si¢ nierozerwalnie takie nazwiska jak, Koga, N.K. Bose
i Piekarski.

Widaé wigc, ze w poczatkowym etapie badania uktadow
nD stosowane byly uogoélnione metody czestotliwosciowe,
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oparte na badaniu funkcji / macierzy transmitancji, ktore w
tym wypadku chociaz nadal sg funkcjami czy macierzami
wymiernymi ale wielu zmiennych zespolonych. Juz zastoso-
wanie metodologii 2D do linii dlugich czyli do uktadu o pa-
rametrach roztozonych nasunelo sugesti¢ zastosowania syste-
moéw 2D i nD do bardzo trudnego problemu badania uktadow
opisywanych uktadami réwnan rézniczkowych badz réznico-
wych o pochodnych / roéznicach czastkowych. Zajeto to jednak
wiele lat i pierwsze pionierskie w tej dziedzinie prace Alfreda
Fettweisa, ktéry okoto roku 1976 uogélnil swoja ideg filtru
falowego do ukladéw 2D i zastosowal do takich zagadnien.
Powstala wokot niego migdzynarodowa szkota z takimi repre-
zentantami jak Anton Kummert - Wuppertal, Rudolf Raben-
stein — Norymberga, czy Stuart Lawson — Warrick i badania w
tej dziedzinie sa nadal z powodzeniem kontynuowane.

Opis transmitancyjny poprzez wielowymiarowe prze-
ksztalcenia calkowe typu Laplace’a czy ,,z”° czy tez innego
typu jak np. ostatnio falkowe, wiaza obszar uogélnionej czg-
stotliwosci z réwnaniami rézniczkowymi lub réznicowymi
ale ciagle typu wejscie-wyjscie. Nastgpnym etapem rozwoju
systemow nD jako dziedziny bylo opracowanie metod stano-
wych dla uktadéw 2D i nD. Wtedy juz metody stanowe dla
uktadéw klasycznych 1D byly dobrze rozwinigte i znane byly
ich wielkie mozliwosci. W uktadach nD wprowadzenie pojg-
cia stanu nie byto jednak tak oczywiste jak dla uktadoéw kla-
sycznych. Nalezy tu nadmieni¢, Ze pierwsze prace byly ro-
bione dla uktadow dyskretnych, ze wzgledu na ich zastoso-
wania do analizy i obrobki sygnaléw i obrazéw przesytanych
cyfrowo. Rozwazmy wigc dyskretny uktad 2D opisany przez
wektor cech w punktach ptaszczyzny o catkowitych wspot-
rzgdnych. Pojawia si¢ natychmiast pytanie co jest teraz prze-
sztoscia, co terazniejszoscia, a co przyszioscia. To juz nie jest
przeciez liniowo uporzadkowana prosta, i tu po prostu nie ma
zadnego porzadku liniowego. Zaproponowano wigc podejscie
polegajace na wprowadzeniu linii rozdzialu o postaci np.

T ={i.7):i+j=k} 3)

reprezentujacej k-ty czyli terazniejszy ,,moment” uogélnio-
nego czasu, patrz Rys. 1.

Teraz, linie lezace na prawo, do géry od linii podzialu be-
da reprezentowaé przyszia dynamike uktadu, a te potozone na
lewo, dot — przeszla dynamike uktadu. Placimy tu jednak
wielka cene, stan ukladu na k-tej linii 7,, zwany stanem

globalnym, jest nieskoficzenie wymiarowy, choéby dla tego,
ze T, zawiera nieskonczenie wielka liczbg punktow. Jezeli
ograniczymy si¢ do uktadow przyczynowych, gdzie tylko
wartosci w prawej gornej ¢wiartce sa niezerowe, mozemy co
prawda uzyska¢ skonczenie wymiarowy model ale wymiar
stanu bedzie rést w miare rozwijania si¢ dynamiki, co jest
zwiazane z faktem, ze kazde 7, ma k+1 punktéw. Mamy
wigc do czynienia z ukladem niestacjonarnym o rosnacym
wymiarze wektora stanu, co jest bardzo ktopotliwe dla dalszej
analizy. Podejscia takie byly jednak rozwazane np. Porter i
Aravena, a takze przez Kaczorka. Nawiasem méwiac, w za-
leznosci od potrzeb, mozemy definiowaé inne linie podziatu
T, , niekoniecznie linie proste, co jest czgsto spotykane w
zagadnieniach zwigzanych z analiza i obrobka obrazow (sy-
gnatéw wielowymiarowych).
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r={@, j)‘ i+j=k}

Rys.1: Globalny wektor stanu dla uktadu 2D

Aby unikna¢ poprzednio opisanych probleméw, stosuje
si¢ tak zwane lokalne modele stanowe, gdzie wektor stanu
jest przyporzadkowany kazdemu punktowi plaszczyzny dys-
kretnej Z2 . Pierwszy model zostal opracowany przez Roes-
ser’a i pochodzi z roku 1975 . Polega on na wprowadzeniu
dwu frakcji — pod-wektoréw stanu lokalnego rozwijajacych
swoja dynamike w dwu prostopadtych kierunkach. Moze by¢
on przedstawiony jak nastepuje:

{xh(H-LJ')} _ Al:xh(i’j):l+3u(i,j),

xY (i, j+1) xV @, )
h,. .
y(i,j)=0{x “’”}Du(i,j) @
xV (i, ))

gdzie i, je N oznacza elementy zbioru liczb naturalnych,
x"(i, j)e R" i x"(i, /) € R* oznaczaja tak zwane poziome i
y(@,j)eRY i
u(i, j) € R? oznaczaja wektory wyjs¢ i wejs¢, odpowiednio,
a A, B, Ci D sa macierzami ze statymi rzeczywistymi ele-

mentami, o odpowiednich wymiarach. Zauwazmy, ze dla tego
modelu zwykly warunek poczatkowy dla i=j =0 jest nie-

pionowe lokalne pod-wektory stanu,

wystarczajacy i aby wyliczy¢ odpowiedZ na zadany ciag
wejsciowy, musimy znaé warunki brzegowe

X0, /)=%"(),j=012,..., x"(,0)=%"@),i=0,12,...
Czwoérka macierzy {4, B, C, D} jest czgsto nazywana realiza-
cja stanowgq typu Roessera systemu 2D.

Drugim powszechnie stosowanym modelem jest model
Fornasini’ego-Marchesini-ego (1978). Uogodlniona jego wer-
sja znana réwniez jako model og6lny Kurka moze by¢ przed-
stawiona jako

x(@+Lj+D)=Ax(+1,7)+A4,x@G, j+1) +
+ A3x(i, j) + Bu(i, j) + Bju(i+1, j) + Byu(i, j +1)
v, ) =Cx(Q, j)+ Du(i, j) (5

gdzie x(i,j) € R" jest lokalnym wektorem stanu, wejscia i

wyjscia sq definiowane jak poprzednio, rowniez teraz musimy
zadawag warunki brzegowe 0 postaci
x(0, /) = x(j), j = 0,1,2,..., x(,0) = (i),i = 0,1,2,.... Zwréémy
jeszcze uwagg, ze jezeli macierze 4; i B w (5) sa zerowe to
model jest nazywany modelem Fornasini’ego Marchesini-ego
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pierwszego stopnia, a jezeli 45 B, i B, sa zerowe to model

jest nazywany modelem Fornasini’ego, Marchesini’ego dru-
giego stopnia. Nalezy tu zauwazy¢, ze modele typu Roesser’a
i typu Fornasini’ego, Marchesini’ego nie sa w pehi nieza-
lezne i na ogol, majac jeden z nich mozna tez uzyskaé drugi,
chociaz mozna pokazaé, ze w pewnych warunkach model
Roesser’a jest ogolniejszy.

Pojawienie si¢ metod stanowych dla uktadéw 2D skom-
pletowaly podstawy teorii systemow w tej klasie i badania
nad nimi staly si¢ bardzo popularne. Modele stanowe szybko
uogoélniono dla dowolnego n > 2, potem do postaci ciaglej,
badz co bylo niemozliwe dla uktadéw 1D, do postaci dys-
kretno-ciaglej Rozpoczeto intensywne badania nad wtasno-
$ciami teorio-systemowymi uktadéw 2D i nD, jak sterowal-
no$¢, obserwowalno$¢, minimalnosé, stabilnosé, stabilizacja
za pomoca Sprzezenia zwrotnego, sterowanie optymalne,
uklady osobliwe (deskryptorowe), ukiady z op6znieniami,
sterowanie odporne, H, itd. We wszystkich tych proble-

mach stosowano zar6wno metody stanowe jak i transmitan-
cyjne, oczywiscie za wyjatkiem sterowalnosci i obserwowal-
nosci, ktore sa nierozerwalnie zwiazane z opisem stanowym.
Rozwinigto znacznie wachlarz zastosowan podejscia nD, jak
np. w procesach powtarzalnych, ktére beda omawiane w
jednym z nastgpnych rozdziatéw, w telekomunikacji — cy-
frowe przetwarzanie i transmisja sygnaléw wielowymiaro-
wych, np. obrazéw czy w sterowaniu procesami opisywanymi
uktadami réwnan rézniczkowych / réznicowych o pochod-
nych / przyrostach czastkowych. Z tym nowym etapem roz-
woju uktadéw 2D wiaza si¢ wielkie nazwiska zarowno teorii
obwodow jak i sterowania jak, Nirmal Kumar Bose, Ettore
Fornasini, Eliahu Jury, Tadeusz Kaczorek, Marian S. Piekar-
ski, Dante Youla, Spyros Tzafestas, Jan Willems, i wielu,
wielu innych. Nalezy tu dodaé, ze teoria uktadéw 2D i nD
dostarcza wielu ciekawych probleméw matematycznych, stad
i duze zainteresowanie matematykow tymi badaniach, jak np.
opr6cz juz wymienionego Jana Willemsa, Bruno Buchberger,
Ivan Gaishun, Jean F. Pommaret, Clive Pugh, Stanistaw Wal-
czak.

Na zakonczenie tej czesci zrekapitulujemy udziat polskiej
nauki w rozw¢j dziedziny uktadéw 2D i nD. Poczatki byly -
zwigzane z dwoma, juz wspomnianymi nazwiskami, Tadeusz
Kaczorek z Politechniki Warszawskiej i Marian Piekarski z
Politechniki Wroctawskiej. Obaj zainteresowali sie tematyka
uktadéw nD i odcisngli swoje pigtno na niej, bez watpienia w
sensie migdzynarodowym. Spuscizna naukowa Kaczorka jest
olbrzymia, wiele ksiazek wydanych za granica i w kraju w
tym i takie, ktore weszly na stale do kanonu pozycji podsta-
wowych w dziedzinie, mnostwo artykuléw w czasopismach i
niepoliczalna liczba artykuléw konferencyjnych. Piekarski,
ktéry opublikowal znacznie mniej, ma jednak tez bardzo
ciekawe, mozna rzec podstawowe pozycje, ktore do tej pory
sq ciagle cytowane. Obaj podchodza do systeméw nD z nieco
innej perspektywy, Kaczorek, raczej czysto teoretycznie i
bardziej z punktu widzenia teorii systemoéw i sterowania a
Piekarski, cho¢ réwniez uzyskat wiele bardzo interesujacych
wynikow teoretycznych, szuka bardziej konkretnych zasto-
sowan w telekomunikacji. Potem pojawili sie inni, jak Jerzy
Klamka — bardzo wazne wyniki ze sterowalnosci réznych klas
uktadéw nD, Jerzy Kurek, Stanistaw Walczak i pierwszy z
autorow tego opracowania, ktory powinien chyba napisaé, ze
czuje si¢ w réwnej mierze uczniem obu prekursoréw badan
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nad uktadami nD w Polsce, a teraz rozwija je ze swoim mto-
dym zespolem, zaangazowanym w czgsci w tworzeniu tego
opracowania.

3. Systemy nD a klasyczne systemy 1D
i problemy otwarte

Teoria system6w 2D i ogdlnie nD nie jest prostym
uogoélnieniem teorii systemow klasycznych cho¢ zajmuje si¢
tymi samymi problemami, jak na przyktad:

o  konstrukcja realizacji stanowych, i badanie ich ekwiwa-
lentnosci,
sterowalnos$é i obserwowalnosé,
stabilno$¢, stabilizacja, sterowanie w petli sprzg¢zenia
Zwrotnego,

e istnienie i konstrukcja realizacji minimalnej,

e sterowanie optymalne, i wiele innych.

Dla uktadéw 2D i nD wiele zagadnien dawno juz rozwia-
zanych dla klasycznych ukladéw liniowych jest nadal nie-
rozwigzanych albo bardzo trudnych do rozwiazania. Jest to
zwigzane z faktem, ze réwnania ukfadéw nD sg réwnaniami o
pochodnych / przyrostach czastkowych, a w sferze algebra-
icznej, pierscien wielomianéw wielu zmiennych nie jest pier-
$cieniem Euklidesowym, czyli nie ma w nim algorytmu dzie-
lenia, nie jest on nawet tzw. pier§cieniem gléwnych ideatow.
Ma to daleko idace konsekwencje, jak na przykiad to, ze dwa
wielomiany moga mie¢ wspOlny pierwiastek a nie mieé
wspolnego czynnika, jak na przyktad
P(z,2)=(1-2)1-2) 1 q(z,2,)=2-z—z,. Jest
oczywiste, ze para Z) =1, ) =1 jest wspolnym pierwiast-

kiem obu wielomian6éw ale nie maja one wspdlnego czynnika.
Stad, mozemy mie¢ sytuacje nieznang dla uktadow klasycz-
nych, gdzie istnieja wspdlne pierwiastki w liczniku i mia-
nowniku funkcji transmitancji (funkcji wymiernej wielu
zmiennych), a zatem nieoznaczonosci, ktore sa nieusuwalne
poprzez uproszczenie. Taka sytuacja jest nazywana nieistot-
nymi osobliwosciami drugiego stopnia. Ma to znaczne konse-
kwencje dla stabilnosci. Goodman pokazal, ze na przyktad

(-z)(1-2,)

funkcja wymierna g(z;,z,)= jest niesta-

2 - Zl - Z2
. (-z%)(1-2") .
bilna, tymczasem gdy g(z,,z,)=-———""——""= jest. A
2-z -2,

wige LICZNIK FUNKCJI WYMIERNEJ MOZE WPLY-
WAC NA STABILNOSC, na szczgsicie tylko w wypadku
istnienia nieistotnych osobliwosci drugiego stopnia.

Jeszcze bardziej skomplikowana sytuacja wystgpuje dla
macierzy wymiernych, czyli gdy uklad jest wielowymiarowy
w zwyklym sensie. Rozwazmy macierz wielomianéw wielu
zmiennych A4, ,(.),p<g od z,...,z, istnieja trzy formy
wzglednej pierwszosci:

e czynnikowa — wszystkie lewe dzielniki O(.) macierzy 4,
tj. A()=0()A4'() sa unimodularne (ich wyznacznik
jest jednostkowy),

e minorowa — wszystkie px p minory macierzy 4 nie
majg wspélnych wielomianowych czynnikow, i
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e zerowa — nie istnieje takie z,,...,Z,, ktore jest zerem

wszystkich px p minoréw macierzy 4.

Dla macierzy wielomianowych jednej zmiennej wszystkie
trzy formy sa réwnowazne gdy dla ukladéow nD ,,zerowa”
wzgledna pierwszos$¢ pociaga ,,minorowa” a ta z kolei po-
ciaga ,,czynnikowa”, przy czym dla uktadow 2D ,,minorowa”
i ,czynnikowa” sg réwnowazne, ale juz dla 3D nie. Stad
mozna wywnioskowaé, Ze istotne rdznice pojawiaja si¢ na
drodze uogdlnienia teorii systemow z przypadku 1D do 2D iz
2D do 3D. Przy dalszych uogoélnieniach nie zaobserwowano
istotnych réznic.

Innym dobrze znanym faktem jest, ze realizacja mini-
malna uktadu 2D nie musi, jak to jest dla uktadéw 1D, by¢
jednoczeénie sterowalna i obserwowalna. Co wigcej, dla
uktadow 2D i nD minimalno$¢ opisu stanowego nie zostala
jeszcze jednoznacznie rozwiazana, i istniejg tylko rozwigza-
nia czastkowe, jak np. dla uktadéw o separowalnych wielo-
mianach charakterystycznych (iloczyny wielomianéw jednej
zmiennej). Zagadnieniem tym zajmowato si¢ wielu uczonych,
jak np. Eising, Gatkowski, Kummert, Zak, ale wydaje si¢, ze
jeszcze nie wszystko zostalo wyjasnione. Podobnie jest jesz-
cze wiele mozliwosci uogdlniania dotychczasowych pojeé
sterowalnosci i obserwowalnosci.

Takich jeszcze nierozwiazanych do tej pory podstawo-
wych zagadnien jest znacznie wigcej, np. dla uktadow 1D
polozenie biegunow calkowicie okresla dynamike uktadu i
mamy duza wiedz¢ w jakie miejsca plaszczyzny zespolonej
przesuwac bieguny, aby zapewni¢ sobie okreslong dynamike.
Dla uktadéw 2D i nD nie dysponujemy taka pelna wiedza,
mozemy tylko, podobnie jak dla przypadku 1D, scharaktery-
zowa¢ w terminach biegunow stabilno$¢ i ewentualnie margi-
nesy stabilnosci. Nalezy tu podkresli¢, ze bieguny uktadu nD
nie sa izolowanymi punktami jak to jest dla uktadow klasycz-
nych 1D, a pewnymi rozmaito$ciami roézniczkowymi. Dla
wyjasnienia tego faktu wréémy do  wielomianu
q(z,,2z,)=2—-2z, -z, i zauwazmy, ze wszystkie punkty
(21,25) =...(=1,3),(0,2),(1,1),(2,0),(3,~1)... sa jego pierwiast-
kami i trudno jest powiaza¢ dynamike uktadu z takg linig
pierwiastkowa, a takze trudno jest testowaé czy kazde
(z1,25) = ...(-1,3),(0,2),(1,1),(2,0),(3,~1)... itp. lezy w lewej
stronie hiperplaszczyzny zespolonej lub wewnatrz multi dys-
ku, co jest odpowiednikiem tradycyjnego spektralnego wa-
runku stabilnosci uktadu.

Reasumujac, uklady nD jest to ciagle rozwijajaca sie,
atrakcyjna dla badaczy, ze wzgledu na wielo§é¢ probleméw,
jak i dla inzynieréw, ze wzgledu na rozliczne zastosowania, 0
ktorych bedzie mowa w nastgpnych rozdziatach, dziedzina.

4. Nowe trendy i przeglad zastosowan

Jedna z burzliwie rozwijajacych sie galezi uktadow 2-D sg
tak zwane procesy powtarzalne. Charakteryzuja si¢ one po-
wtarzalnosciag wykonywanych operacji i w swej podstawowej
wersji prowadza do dyskretno - ciaglych uktadéw 2-D, lub
czysto dyskretnych. Istota jest, ze dynamika procesu prze-
biega na danym etapie, pasie czy tez w ramach danej iteracji,
w skoniczonym czasie lub przestrzeni, nast¢pnie jest zatrzy-
mywany i rozpoczyna si¢ na nowo w zmienionych warun-
kach. Nie jest wigc to proces okresowy gdyz zmiana np. wa-
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runkéw poczatkowych dla kazdego nowego etapu uniemoz-
liwia cykliczno$é rozwiazan. Powyzsza charakterystyka wy-
raznie wskazuje na to, ze opis dynamiki procesu powtarzal-
nego wymaga dwu niezaleznych zmiennych, jednej zawsze
dyskretnej tj. numeru pasa, iteracji czy fazy procesu i drugiej,
ciaglej lub dyskretnej, w zalezno$ci od procesu lub sposobu
operowania, sterowania nim, tj. pozycji na biezacym pasie.
Opis stanowy dla tych zjawisk zostal wprowadzony przez
Rogersa i Owensa dla dyskretnych, liniowych proceséw po-
wtarzalnych w postaci '

X(k+1,t+1)= AX(k +1,8)+ BU(k +1,8) + BY (k,)
Y(k+1,6) = CX(k +1,6)+ DU(k +1,£) + DY (k,t)  (6)

k=0,,...;t=0...,0—1 i dla tzw. liniowych rdézniczko-
wych proceséw powtarzalnych w postaci

~aa—X(k+1,t) = AX(k+1,1)+ BU(k +1,0)+ By Y (k, 1),
t

Y(k +1,6) = CX(k +1,8)+ DUk +1,0)+ DY (k,1). (7)

k=0l,..;0<t<a gdzie X(k,t), U(k,t),iY(k,?)
reprezentuja wektor stanu, wejécia i profilu pasa bedacego
réwniez wektorem wyjscia, a wszystkie macierze sg rzeczy-
wiste o odpowiednich wymiarach. W obu wypadkach mu-
simy zna¢ warunki brzegowe tj. wartosci dla

X(k,0), k=0,1,... oraz Y(0,1);0<t<c.

Metodyka ta znalazla wiele zastosowan w przemysle, a
zwlaszcza w gornictwie i hutnictwie. Zostala sformutowana
ogolna klasa proceséw, zwanych sieciowymi (ang. web for-
ming processes), jak produkcja papieru, tekstyliow, naparo-
wywanie warstw itp. gdzie naturalnym podejsciem jest podej-
$cie procesow powtarzalnych. Przyktadem moze by¢ walco-
wanie blachy.

Rowniez, bardzo wazne, m.in. w robotyce, zagadnienie
uczenia iteracyjnego zostalo sformutowane w terminach tej
klasy uktadéw.

Poréwnanie réwnan (6) i (7) wskazuje, ze procesy powta-
rzalne, a w ogolnosci uktady 2D badz nD moga mie¢ charak-
ter ,hybrydowy”, tj. ,wzdluz” jednej zmiennej moga by¢
ciagle a ,wzdluz” innej mogg by¢ dyskretne. Naturalnym
uogodlnieniem tej sytuacji, moze by¢ przypadek ,typowego”
systemu hybrydowego zawierajacego frakcje ,.tradycyjne” —
ciagle i / lub dyskretne oraz frakcje dyskretne w sensie zda-
rzeniowym. Szczegdlnie interesujace wydaje si¢ by¢ sytu-
acja, gdy frakcja zdarzeniowa jest opisana w formalizmie
(max, +). Pierwsze badania w tej dziedzinie zostaly wlasnie
rozpoczete w zespole zielonogorskim.

Uktady nD sa zywa, intensywnie rozwijajaca si¢ dzie-
dzing. Istnieje w niej wiele ciekawych trendow majacych
wiele réznorodnych zastosowan. Jednym z nich jest uogdl-
nienie dla uktadéw nD i proceséw powtarzalnych, metod
Liniowych Nierownosci Macierzowych (LMI) — ciekawego
numerycznego narzedzia optymalizacyjnego pozwalajacego
na efektywne rozwiazywanie wielu waznych i bardzo trud-
nych zagadnien sterowania. Sa to badanie stabilnosci, stabili-
zacja w petli sprzezenia zwrotnego, sterowanie optymalne,

57

czy H, ,uwzglednienie w tych zagadnieniach istnienia op6z-
nien czy niepewnosci. Te ostatnie mozliwosci sa szczeg6lnie
wazne ze wzgledu na zastosowania praktyczne jak na przy-
ktad zastosowanie Internetu do sterowania obiektami rzeczy-
wistymi, co wigze si¢ z wystgpowaniem wielorakich, nie-
przewidywalnie zmiennych opdznien. Niepewnosé, z kolei,
bardzo czgsto wystepuje w $wiecie rzeczywistym ze wzgledu
na nie doktadno$¢ modeli matematycznych, ktérymi dyspo-
nujemy i mozliwoscia fluktuacji parametrow obiektu rzeczy-
wistego wokot modelu nominalnego, co wiaze sie z koniecz-
noscia stosowania tak zwanych strategii odpornych.

Ciekawym i ostatnio rozpowszechnionym podej$ciem do
analizy systemow, zaréwno klasycznych, jak i nD, s tak
zwane metody behawioralne, zapoczatkowane przez Jana
Willems’a i jego grupy. Ich cecha charakterystyczng jest
badanie struktury algebraicznej zbioru trajektorii systemu,
czyli rozwigzan réwnan rozniczkowych. Jako ciekawostke
mozna podaé, ze w tym podejsciu nie dzieli si¢ tradycyjnie
zmiennych systemowych na zmienne wejsciowe, wyjsciowe i
stanu a rozwaza si¢ je wszystkie rownoprawnie. Podejscie to
wymaga zaawansowanej wiedzy matematycznej gléwnie
algebry abstrakcyjnej, pozwala jednak na scharakteryzowanie
bardzo trudnych do ujecia w inny sposob zagadnien, jak na
przyktad problemu biegunéw uktadu nD. Wsrdd najbardziej
znanych nazwisk w tej galezi wystepuja Jean F. Pommaret,
Alban Quadrat, Paula Rocha Maria Elena Valcher, Geoffrey
Wood, Raimo Ylinen i Eva Zerz. Ciekawym przyktadem
zastosowania metod algebraicznych i zwiazanych z nimi
metod komputerowej algebry sg tak zwane bazy Grobnera,
wprowadzone przez Bruno Buchbergera, i ich zastosowania
do analizy i syntezy ukladéw nD, patrz np. prace Bose, Z.
Lin. Ostatnio pojawilo si¢ tez wiele prac nad klasg uktadow
nD, charakteryzujacych si¢ wymogiem aby wszystkie zmien-
ne zalezne przyjmowaly wartosci nieujemne lub dodatnie.
Jest to wymodg pewnych specyficznych zastosowan, jak np.
procesy elektroniczne czy biologiczne. W tej dziedzinie
szczegoOlnie aktywny jest Kaczorek.

5. Badania nad ukladami nd prowadzone w in-
stytucie sterowania i systemow informatycz-
nych w zielonej gorze.

Badania prowadzone sa rownolegle nad wieloma aspek-
tami teorii i zastosowan ukladéw nD ze szczegdlnym
uwzglednieniem proceséw powtarzalnych. Poczatkowo bada-
nia byly prowadzone gléwnie nad problemem konstrukcji
realizacji stanowych dla uktadu 2D i nD z danych wejsciowo
wyjsciowych np. kiedy znana jest macierz transmitancji ope-
ratorowych wielu zmiennych zespolonych. Opracowano ory-
ginalna metod¢ nazwang Algorytmem Operacji Elementar-
nych, ktora pozwala wyznaczy¢ klas¢ rownowaznych realiza-
cji stanowych o jak najmniejszym mozliwym wymiarze prze-
strzeni stanéw. Calo$¢ wynikow zostata zawarta w monogra-
fii. '

Wiele uwagi poswigca si¢ ostatnio zastosowaniu metod
LMI do badania stabilnosci, i stabilizacji w petli sprzezenia
zwrotnego ukladow 2D i nD, z uwzglednieniem procesow
powtarzalnych, w warunkach niepewno$ci, przy obecnosci
opdéznien. W tej dziedzinie wspdtpracujemy aktywnie z Uni-
wersytetami w Southampton i Sheffield oraz z The Hong
Kong University. Chociaz badania w tej dziedzinie sa prowa-
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dzone stosunkowo od niedawna, uzyskano juz szereg cieka-
wych wynikéw, ktore juz zostaly opublikowane badz sa w
trakcie publikacji.

W dziedzinie proceséw powtarzalnych zajmowano sig ta-
kimi zagadnieniami jak:

e budowa realizacji stanowych i analiza wiasnosci
procesow powtarzalnych,

e opracowanie efektywnych metod stabilizacji i stero-
wania procesami powtarzalnymi,

¢ budowa narzedzi komputerowej analizy i wspoma-
gania projektowania uktadow sterowania procesami
powtarzalnymi,

e procesy z ,efektem wygladzania” (ang. smoothing
effect),
procesy powtarzalne o charakterze falowym,

e procesy powtarzalne 3D (powtarzanie na ptaszczyz-
nie).

Rozpoczgto tez badania juz wspomnianych uktadéw hy-
brydowych, gdzie klasyczna dynamika opisywana rdwna-
niami rézniczkowymi lub réznicowymi przenika si¢ z dyna-
mika dyskretna typu zdarzeniowego — ang. discrete event
systems.

O poziomie badan i znaczeniu zespotu w skali miedzyna-
rodowej §wiadczy réwniez juz dwukrotna organizacja Mig-
dzynarodowej Konferencji NDS 98 w Lagowie Lubuskim i
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NDS 2000 na zamku Czocha Dolny Slask, przy wspolpracy z
University of Southampton, w ktdrej uczestniczyta wigkszosé
specjalistow $wiatowych w tej dziedzinie. Jako trzecig od-
stone tej konferencji zorganizowano minisymposium na bar-
dzo znanej w swiecie duzej konferencji Mathematical Theory
for Networks and Systems MTNS 2002 w Notre Dame, In-
diana, USA.
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