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Streszczenie

Zjawisko stabilnego cyklu granicznego posiada wazne znacze-
nie w teorii drgan, a w ksztalcie cyklu zawarta jest pelna informa-
cja o ich charakterze. Rozpatrzono kilka metod wyznaczenia
uproszczonych modeli cykli granicznych, to jest zwiazkdéw pomig-
dzy sygnafem i jego pochodna w ustalonym stanie drgan.

Abstract

The theory of vibrations treats the phenomenon called stable li-
mit cycle as essential one, since the form of the limit cycle contains
complete information about the ,,nature” of periodic vibrations.
The several methods for determining of simplified models of limit
cycles have been considered. The proposed models are represented
by approximate relations between signal and its derivative referring
only to the state of limit cycle (the way of reaching of limit cycle is
not taken into consideration).

1. Wstep

Tak zwany ,,stabilny cykl graniczny” jest swoistym stanem trwa-
fej, dynamicznej rownowagi uktadu, ktdrego zachowanie opisuje
nieliniowe rownanie rozniczkowe. Najprostsze cykle graniczne wy-
stepuja juz w uktadach przekaznikowych (regulacja dwupotoze-
niowa) opisywanych réwnaniami rézniczkowymi pierwszego rzeg-
du, ale ,,klasycznym terenem” analiz i syntez cykli granicznych sa
réwnania rozniczkowe nieliniowe rzedu drugiego. Wystepuja one
takze w rownaniach rzedow wyzszych, lecz wszelkie analizy i syn-
tezy sa tu znacznie trudniejsze, a rOwnania rzedu drugiego stwarza-
ja wystarczajaco bogate mozliwosci rozmaitych zachowan. Z tych
wzgledow dalsze rozwazania ograniczymy do réwnan rozniczko-
wych rzgdu drugiego.

Mozna uwazaé, ze modelem stabilnego cyklu granicznego jest
nieliniowe rownanie rézniczkowe:

d’y dy)
24Py, =2 =0
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w ktorym symbolem 7| [y %) oznaczono funkcj¢ zmiennych y,
dyldt, spetniajaca okreslone warunki. Taka definicja wydaje si¢ zbyt
szeroka, gdyz réwnanie (1) opisuje takze procesy przejsciowe zwia-
zane z dochodzeniem do cyklu, w silnym stopniu zalezne od wa-
runkéw poczatkowych réwnania (1). Oznaczajac symbolem f(y)
pewna funkcj¢ zmiennej y przyjmiemy, ze modelem cyklu jest zwiazek:

dy _
i £(y) )

spetniajacy warunek dy/dt=y'y dla y=y, gdzie y'y i y, sa wspotrzed-
nymi punktu lezacego doktadnie na cyklu. Zwiazek ten moze by¢
takze podany w postaci rownan parametrycznych:

dy

—=0,(),
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we wspolrzednych biegunowych:

& R)ing, y= R@)eos o @

lub innych uktadach wspoirzednych. Model cyklu okresla jego
ksztalt i jest istotny dla réznych praktycznych zastosowan.

Dla pewnej klasy cykli granicznych istnieja zaréwno doktadne
[3], jak i przyblizone metody syntezy réwnan roézniczkowych, kto-
re takie cykle posiadaja, przy tym metody przyblizone wykorzystu-
ja uktady z ruchem §lizgowym [2]. Jesli rownania rézniczkowe nie
spetniaja warunkéw okreslonych w [2,3], to wyznaczenie ksztaltu
ich cykli granicznych — poza metodami symulacyjnymi — jest pro-
blemem trudnym i mozliwe wydaje si¢ jedynie wyznaczanie mode-
li przyblizonych.

2. Metoda Pade’go

Wprowadzimy oznaczenia: Y = dy/dt, X = y i zapiszemy rowna-
nie rézniczkowe (1) w rOwnowaznej postaci:

Y% +P(X,Y)=0 ®)

Zaktadajac, ze znane sa wspolrzedne pewnego punktu X, Y, leza-
cego na cyklu granicznym mozemy przyjac:

X=X, +v
Y=a,+av+a,v’+.+a, v"+ .. (6)
dy -
—=a, +2a,v+3a,v +..4na, v +...
dX

i po podstawieniu tych zwiazkow do (5) wyznaczy¢ wspotczynniki
a; przyrownujac do zera kolejne wyrazy z cztonami V' poczynajac
od i = 0. Metoda taka jest rOwnowazna rozwini¢ciu w szereg Tay-
lora funkcji:

1 (d'Y
YX)=%-(X-X,) O]
X) ;i!( " ax xo

w otoczeniu punktu X = X, a odpowiednie wartosci pochodnych
d'y
dx’|,.,, moga by¢ wyznaczane wprost z réwnania (5). Takie
przedstawienie metody jest bardziej eleganckie, ale praktyczne ob-
liczenie wspotczynnikdw a; jest zwykle tatwiejsze, niz wyznaczanie
odpowiednich pochodnych we wzorze (7), przy tym zawsze wspot-
czynnik a;,; daje si¢g w stosunkowo prosty sposob uzalezni¢ od
wspotczynnikow a;, a;.p,... ay.

Najwygodniej jest przyja¢ X, = 0, X = v (punkt P; na rys. 1),
a zwiazek (6) stanowi uproszczony model cyklu tym mniej doktad-
ny im wigksze jest odchylenie od tego punktu. Poniewaz cykl gra-
niczny przecina o§ X pod katem prostym w punkcie P, (rys. 1)
o wspotrzgdnych Y = 0, X = X,,, zatem model (6) nie nadaje si¢ do
wykorzystania w otoczeniu tego punktu, gdyz warunku tego nie
moze spetnicC.
Mozna jednak przyjac:

Y=v,X=b,+bv+b,v’+. .+b v"+ ...

®
g=b1 +2b,v+3b,vi+...nb v + ...
dy

i wykorzystujac rownanie (5) wyznaczy¢ parametry bi, a nastgpnie
,»Z8ZyC” obie wersje uproszczonego modelu, wykorzystujac jedno-
czes$nie zwiazek okreslajacy najczesciej spotykany rodzaj symetrii
cyklu:

Y=sgn Y f (XsgnY)
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Rys.1. Przebiegi Y(X) dla stabilnego cyklu granicznego w rownaniu Van der Pola oraz przebiegi Y (X), ;04010 Uzyskanego metoda Pade’go.
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Rys.2. Przebiegi Y(X) dla stabilnego cyklu granicznego w rownaniu Van der Pola oraz przebiegi Y(X)04el UZyskanego metoda minimalizacji funkcionatu.

Prowadzi to na ogdt do modeli uproszczonych o nieztym stopniu
przyblizenia (rys. 1).
Dla przyktadu rozpatrzymy réwnanie Van der Pola [1]:
d’y
dt?

+B%%(y2 —1)+y:0

ktore przy wspolczynniku B > 0 posiada stabilny cykl graniczny.
Stosujac opisang metode otrzymuje si¢ fatwo zwigzki (6) i (8). Wy-
kresy cykli granicznych uzyskane metoda symulacyjna, oraz odpo-
wiednie fragmenty modelu (6) (goérna potowa plaszczyzny fazowej)
przy wykorzystaniu 6 sktadnikow sum, dla B = 0.5, 2 i 8 pokaza-
no narys. 1 zaznaczajac oba punkty P; i P,, wokot ktérych doko-
nano rozwinie¢ w széregi. »Zszywanie modeli” jest ktopotliwe
i wykorzystanie tej metody w przypadku silnych nieliniowos$ci mo-
ze by¢ dyskusyjne. Jej niewatpliwa zaleta jest fakt, ze nie wykorzy-
stuje wynikow badan symulacyjnych poza wyznaczeniem punktow
P,iP,

3. Metoda parametryczna

Model uproszczony cyklu granicznego o postaci (3) mozna uzy-
ska¢ wykorzystujac wyniki badan symulacyjnych w postaci zalez-
nosci X(t), rozwijajac ja w szeregi Fouriera i ograniczajac liczbe
sktadnikéw szeregu. Uzyskujemy wtedy rownania (3) w postaci:

X ()= X, sin(or +0, )+ X, sinQat +0, )+ ...+ X, sin(rot +¢,,)  ©)
Y(t)= X cos(@t + ¢, )+ 20X, cosQat +¢, )+..nwX, cos(ror +¢,)

Jest to metoda dokfadna, lecz prowadzi do modelu o ztozonej bu-
dowie i dlatego warto zaproponowac jej prostsza odmiang.

Uzaleznimy zmienne X i Y od pewnego parametru ¢ i zapisze-
my réwnanie (5) w postaci:

Y(¢)d—§q(,“’—)+“§—¢(¢)P[X(¢),Y(¢)]=0 (10)

2
Poniewaz Yd—Y- = 1dy
do 2 do

zatem oznaczajac otrzymujemy roéwnanie:

dl;—g”+2%P(X(¢),\/U_(¢—))=O atn

Wygodnie jest przyja¢ X(¢) = X,, cos ¢, U(0) = 0 a réwnanie (10)
mozna rozwigza¢ np. metodami symulacyjnymi uzyskujac zwiazek
U(¢), a wigc takze Y(¢). ¢ = 0 ... mw Rozwijajac Y(¢) w szereg Fo-
uriera przy ograniczone;j liczbie skfadowych i z uwzglednieniem ro-
dzaju symetrii cyklu:

Y(0)= 2 A,y sin[Qi+ 1]+ 2 B, cosff2i+10] (12

przy X(¢) = X, cos ¢ otrzymuje si¢ model parametryczny typu (3).
Model ten mozna stosowaé w nieograniczonym zakresie zmian ¢
uzyskujac pelny ksztatt cyklu granicznego. Trudnos$ci wynikaja
z faktu, ze rOwnanie (10) stanowi rezultat zapisu:

v ar
a’y _\di)(dy)_ydv _, do
da* &y \dt)  dx ~ dX

do

niepoprawnego w warunkach gdy % =0, co zachodzi np. dla.

O=m.
Mozna ich uniknaé wykorzystujac wyniki badan symulacyjnych

. . . .. X
w postaci X (¢) 1 Y (t) stosujac podstawienie COS¢=¥ , Wyzna-
czajac zaleznosé Y () i rozwijajac ja w szereg Fouriera z uwzgled-
nieniem wzoru (12). Model parametryczny (12) moze stuzy¢ jako
»Wyjsciowy” w metodzie minimalizacji funkcjonatu
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4. Metoda minimalizacji funkcjonatu

Wykorzystujac réwnanie (10) utworzymy funkcjonat np.:

J=1{Y(¢)d§—f’)+d§—¢(“’)z>[x@>)¥@>)]} o (13)

Przyjmujac typ modelu uproszczonego (12) mozna wyznaczy¢ je-
go parametry A,;.;, By;y; Z warunkow:

aJ aJ
— =0, ——=0 14
aAzm aBza+1 (9

minimalizujac warto$¢ funkcjonatu J. Prowadzi to do skompliko-
wanego uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych na parametry
modelu. Zamiast rozwigzywania takiego uktadu réwnan mozna
poszukiwa¢ optymalnych parametréw A,;,;, B;.; np. metoda
Gaussa-Zeidela.

Dla przytoczonego juz réwnania Van der Pola i przy wykorzy-
staniu funkcjonatu (13) uzyskane w ten sposob wyniki zilustrowa-
no wykresami Y(X) ;4.0 01az Y(X) 040, DA TYS. 2.

Uzyskane modele uproszczone wykazuja dobra zgodno$¢ z wy
nikami symulacji komputerowe;j.

5. Modele w uktadzie wspoétrzednych
biegunowych
Wykorzystujac wyniki symulacji X(¢) i Y(t), oraz zwiazki
X = R(9) cos ¢, Y =R(¢) sin ¢ otrzymuje si¢:
Y(t
tgd = % oraz R*(9)=X*(1)+Y*(t)
Ze zwiazkéw tych nalezy wyrugowaé czas t, a zaleznosé R(d)
przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera o skonczonej liczbie sktad-

13

nikéw tworzac uproszczony model we wspotrzednych bieguno-
wych. W konkretnym przypadku réwnania Van der Pola wykorzy-
stujac (10) mozna uzyska¢ rOGwnanie rézniczkowe o postaci:

du _ BU(1- cosZ(I))(Ucos2 o- 1)

do 1 s 2
1+-B 2¢(Us -1
3 sin ¢( cos“ ¢ )

(15)

z warunkiem U(0) =X,,? gdzie U(¢) = R?(¢). Z wymienionych
juz powoddéw zakres waznosci tego réwnania jest ograniczony
i tym samym korzystanie z niego nie wydaje si¢ celowe.

6. Podsumowanie

Istnieje kilka metod wyznaczania uproszczonych modeli cykli
granicznych, przy tym najwlasciwsza wydaje si¢ metoda minimali-
zacji funkcjonatu. Przy jej stosowaniu wykorzystanie wynikéw ba-
dan symulacyjnych sprowadza si¢ do wyznaczenia wielkosci X,
czgsto stabo zaleznej od parametréw wyjsciowego réwnania (1).
Wyniki uzyskane dla réwnania Van der Pola zdaja si¢ wniosek ten
potwierdzac¢ w catej rozciagtoscei.
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