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Streszczenie

Przedstawiono wyniki badan biedu oceny wspoiczynnika rozsze-
rzenia przyblizong metoda efektywnej liczby stopni swobody przy
pomiarach posrednich. Poréwnanie otrzymanych wynikéw ze zna-
na oceng tych bledow przy pomiarach bezposrednich pozwolifo na
okreslenie tendencji zmian biedéw oceny wspoiczynnika rozszerze-
nia, kiedy rosnie liczba sktadowych niepewnosci standardowych.
Wykorzystano do badan znajomosé¢ charakterystyk wspotczynni-
ka rozszerzenia dla splotu trzech wybranych rozktadéw prawdopo-
dobienstwa.

Abstract

The results of examining error evaluation of the coverage factor
with approximate method of effective degrees of freedom in indi-
rect measurements have been presented in the paper. Comparison
of the results obtained with the known evaluation of these errors
in direct measurements enabled to determine the change tendency
of the errors of coverage factor evaluation, when the number of
components of standard uncertainties grows. The knowledge of
coverage factor characteristics for the convolution of three selected
probability distributions was used for the examination.

1. WPROWADZENIE

Znane sa wyniki prac [1], [2], [3], ktore dotycza analizy doktadno-
$ci przyblizonych metod oceny niepewnosci catkowitej dla proste-
go pomiaru bezposredniego, kiedy wystepuja jedynie dwie sktado-
we niepewnosci standardowe. Podstawa do przeprowadzenia takiej
analizy bylo zalozenie o konieczno$ci ustalenia metody oceny, kt6-
ra mozna uznac za oceng doktadna. Przyjeto merytorycznie stusz-
na koncepcje, ktora nadal jest uwzgledniana, ze metoda, ktdra
mozna uzna¢ za metode doktadna bazuje na znajomosei splotu
rozktadow prawdopodobienstwa btedéw skfadowych.

W prezentowanej pracy przeprowadzono analize doktadnosci
oceny wspolczynnika rozszerzenia przy pomiarach posrednich,
ktore charakteryzuja si¢ na ogdt wiekszg liczba niepewnosci stan-
dardowych. Jest to rownoznaczne z tym, ze ocena, ktéra mozna
uznac za oceng doktadna, bazuje na znajomosci splotu wielu roz-
ktadow sktadowych.

Ze wzgledu na zlozonos¢ i diugi czas obliczen splotu wielu roz-
ktadow sktadowych ograniczono zakres prac do badania tendencji

zmian bledu oceny wspotczynnika rozszerzenia w oparciu o znajo-
mos¢ splotu trzech skfadowych rozkfadéw prawdopodobiefistwa.

Przedstawiono wyniki badan dla splotu dwéch rozktadéw Stu-
denta i jednego rozkfadu jednostajnego. Analizie poddano metode
efektywnej liczby stopni swobody, jedna z przyblizonych metod
oceny wspolczynnika rozszerzenia, zalecana przez miedzynarodo-
wy dokument ,,Guide to the expression of uncertainty in measure-
ment” [4].

2. Pojecia podstawowe

Wiadomo, Ze niepewno$¢ catkowita vc jest parametrem pozwalaja-
cym na wyznaczenie granic przedzialu ufnosci obejmujacego nie-
znang warto$¢ prawdziwa z okreslonym prawdopodobienstwem

Pl -u(ux+u, J-a (1)
gdzie niepewnos¢ catkowita:
u, = ko) @

— vjest niepewnoscig standardows odpowiadajaca odchyleniu
standardowemu rozkfadu rozpatrywanych biedéw
— k(o) jest wspotczynnikiem rozszerzenia odpowiadajacym zmien-
nej standaryzowanej danego rozktadu.

Jezeli chcemy wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla dowolnego para-
metru populacji musimy zna¢ rozktad prawdopodobiefistwa esty-
matora tego parametru. W rozpatrywanym zatem przypadku mu-
simy znac rozklad $redniej, ktéra jest estymatorem nieznanej war-
tosci prawdziwej. Rozktadem $redniej jest rozktad Studenta, ktory
dla n dazacego do nieskonczonosci staje sie zbiezny do rozkiadu
normalnego.

Zgodnie z zaleceniami migdzynarodowego dokumentu [4], do-
tyczacymi sposobu oceny i wyrazania niepewnosci, beda stosowa-
ne nastgpujace oznaczenia i symbole, odpowiadajace parametrom
rozktadéw prawdopodobienstwa:

— niepewno$¢ standardowa typu A obliczona na podstawie zaob-
serwowanego rozrzutu wynikow serii pomiaréw, rowna estyma-
torowi odchylenia standardowego dla $redniej:

1 — —
= |—( -x) =S;
“a=y n(n—l)cc' D) ©)
— niepewno$¢ standardowa typu B réwna odchyleniu standardowe-
mu przyjetego rozkladu bledéw aparaturowych. Przy przyjetym



22 PAK 9/2002
zalozeniu, ze bledy aparatury maja rozklad jednostajny w grani- granice calkowania c i d, przy zalozeniu, ze o = j- v 4
cach bigdu granicznegotA, w12 +
= 12)
A n (
g s
u,=—"~=0, )
3
: g ‘/— o , wey14ng —j
—faczna niepewnos¢ standardowa dla wielkosci mierzonej bezpo- d= —T]_ (13)
s

srednio, kiedy uwzglednia si¢ niepewnos¢ standardowa typu

Aitypu B:
= Jul +ul ®

—zgodnie z prawem propagacji niepewnosci, laczna niepewnosc¢
standardowa dla wielkosci mierzonej posrednio kiedy zmienne sa
niezalezne:

(6)

Niepewnos¢ catkowita oceniamy réznie dla réznych sytuacji po-
miarowych. W rozpatrywanym przypadku przy pomiarach po-
$rednich:

u, =kl ) s N

Wspolczynnik rozszerzenia powinien w takiej sytuacji przyjmo-
wac wartosci zmiennej standaryzowanej rozkladu bedacego splo-
tem rozktadow, ktérych odchyleniami standardowymi sa j-te war-
tosci niepewnosci standardowych.

Poniewaz warto$ci zmiennych standaryzowanych dla splotow
sa rzadko publikowane, nieznany wspolczynnik rozszerzenia oce-
nia si¢ metodami przyblizonymi. Pociaga to za soba okreslone bie-
dy oceny niepewnosci catkowite;j.

3. CHARAKTERYSTYKA SPLOTU DWOCH
ROZKLADOW STUDENTA | ROZKLADU
JEDNOSTAJNEGO

Sytuacja pomiarowa, dla ktorej wykorzystuje si¢ splot dwoch roz-
ktadow Studenta i rozktadu jednostajnego jest przyktadem pomia-
ru posredniego wykonywanego za pomocg dwdch przyrzadéw po-
miarowych, ktore przy powtarzaniu pomiaréw wykazuja rozrzut
wynikow, niepewnos¢ standardowa typu B jednego z przyrzadow
jest do pominigcia, a liczba pomiardw jest mata (n<30). Rozpatry-
wane sa, zatem trzy niepewnosci standardowe: niepewnos¢ stan-
dardowa typu B odpowiadajaca odchyleniu standardowemu roz-
kladu jednostajnego oraz dwie niepewnosci standardowe typu
A odpowiadajace odchyleniu standardowemu rozktadu Studenta.

Podstawa do obliczen warto$ci wspoiczynnika rozszerzenia dla
rozktadu bedacego badanym splotem jest zaleznos¢ (8) [1]. Wiaze
ona wartosci prawdopodobienstwa o, z okreslonymi wartosciami
k zmiennej standaryzowanej dla splotu.

_mptl

st,J(x)=A'jj lil"'n—é['H—n;W—YJ }—ml—ﬂ [1+i] dyaw  (8)

m| Mg 2 m,

gdzie:
A= () T (VS )
o) Lol \/5“3
granice catkowania aib
a=k~u3+\/§u3 (10)
u,
A
pk iy an

A

W zaleznosci (8) wykorzystano nastgpujace podstawienia

zZ—X

y= (14)
Uy

gdzie: )

- z jest zmienna losowa rozktadu bedacego splotem S*S

- X jest zmienna losowa rozktadu bedacego splotem S*S*J

u;=,’u;2A +u12; (15)

Uy
ng=—"1
S (16)
A U
= T (17)

Mozna wykazaé, ze wspodlczynnik rozszerzenia dla splotu nazywa-
ny dalej wspdlczynnikiem kg;g,(v) jest funkcja 5 zmiennych:
prawdopodobienstwa ¢, liczby stopni swobody m; = n; —im, = n,
—1 1 pierwszego i drugiego rozktadu Studenta oraz stosunku nie-
pewnosci standardowych ng i 1

kslszj((x): f(OC,”ﬂ,ﬂs, m, mz) (18)

Charakterystyka odniesienia, z ktora beda poréwnywane charak-
terystyki kg;5,(0,99) w funkcji 7, bedzie charakterystyka wspét-
czynnika rozszerzenia kg{(0,99) dla splotu S*J, dla okreslonej licz-
by stopni swobody, oraz charakterystyka wspolczynnika & x(0,99)
dla rozktadu normalnego.

Mozna wykaza¢, ze wspdlczynnik rozszerzenia kg @) jest funk-
cja trzech zmiennych kg;( @)= flo, n, m).

4. CHARAKTERYSTYKI WSPOLCZYNNIKOW
ROZSZERZENIA

Obliczenia przeprowadzono dla jednej wartosci prawdopodobien-
stwaa = 0,99. Do obliczen wykorzystano program Matlab, przyj-
mujac nastepujace parametry: doktadnosé¢ przyblizenia prawdopo-
dobienstwa o przez zmienng k &= le-4, liczbe przedziatdéw catko-
wania w procedurze catkowania metoda Simpsona Ip = 300, wie-
lokrotnos¢ j = 20.

W tablicy 1 zestawiono otrzymane w wyniku obliczen wartosci
wspolczynnika rozszerzenia kg; g,;(0,99), dla rozkladu bedacego splo-
tem dwoch rozktadéw Studenta i jednego rozktadu jednostajnego.
Na rys. 1 przedstawiono charakterystyki wspdtczynnika rozszerze-
nia kg;5,70,99) dla m; =m, = 3 orazdlam; =m, =9, dla o= 0,99
ing=1 w funkcji stosunku niepewnosci standardowych n = v,/vp
i jego odwrotnosci.

Rozpatrywana jest zatem sytuacja, kiedy obie proby maja tg sa-

Tablica 1 Obliczone warto$ci wspdtczynnika rozszerzenia

m; =3 m =9

Im n my = m, =9
10 11,8552 1,7969
5 2,1211 1,9313

4 2,2688 2,0016

3 2,5203 2,1125

2 3,0548 2,3227

1 1 4,2031 2,7195

2 5,0938 2,9812

3 5,3500 3,0475

4 5,4500 3,0788

5 5,4875 3,0900

10 5,5750 3,1150
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ma liczbg stopni swobody 1 zadna ze sktadowych niepewnosci stan-
dardowych typu A nie jest niepewnoscia dominujacg. Linia prze-
rywang pokazano charakterystyki wspotczynnika rozszerzenia kg;
(0,99) dla splotu S*J dla m = 3 1 m = 9, oraz charakterystyke
kx(0,99) dla rozktadu normalnego.

Przedstawienie charakterystyk wspolczynnika rozszerzenia
kgis2/(0) na tle wspofczynnikow rozszerzenia innych rozkfadow
ma na celu zaobserwowanie tendencji zmian wartosci kg; g, (0,99)
kiedy ros$nie liczba rozktadéw sktadowych.

Zgodnie z przewidywaniami opartymi na centralnym twierdzeniu
granicznym charakterystyki wspolczynnika rozszerzenia kg;g,(0)
majg tendencje zblizania si¢ do wartosci wspolczynnika k(o) dla
rozktadu normalnego. Tendencje te wystepuja jedynie w obszarze,
zwanym dalej obszarem A gdzie v,2vp. Wspdlng cecha obu wspdt-
czynnikOw rozszerzenia, zarowno kg; g, (00) jak i kg () jest, ze w ob-
szarze A wykazuja silne tendencje zblizania si¢ do wartosci k(o) ze
wzrostem licznosci prob, natomiast w obszarze zwanym dalej obsza-
rem B, gdzie v 2vp wplyw licznosci proby jest znacznie mniejszy i za-
nika wraz ze wzrostem wartosci stosunku v ,/vp.

Rys. 1 Charakterystyki wspdfczynnika rozszerz ia kg7 g5 7(0,99) dla m; =

k) | @=09% T e
My =1 55 .

— Kssi(0.99) 457
—— kn(0,99)

4.5
o

109 87 6 543212345617 8910

up/uy uylug
m, = 3idlam; =m, =9, ng=1 oraz k5,(0,99) dlam = 3 im =9, w funkcji
stosunku niepewnosci standardowych 7 i jego odwrotnosci na tle wspot-
czynnika kx(0,99)

5. METODA EFEKTYWNEJ LICZBY STOPNI
SWOBODY

Dokument [4] proponuje, dla rozpatrywanej sytuacji pomiarowej
charakteryzujacej si¢ malg liczebnosécia prob metode, zgodnie
z ktora wspolfczynnik rozszerzenia k(o) przyjmuje wartosci zmien-
nej standaryzowanej rozkfadu Studenta, kg (o), odczytywane z ta-
blic tego rozktadu dla efektywnej liczby stopni swobody m,.

Zgodnie z formuta Welcha-Satterthwaite'a [2], jezeli aczna nie-
pewnos¢ standardowa jest pierwiastkiem z sumy dwoch lub wigcej
wariancji ocenionych na podstawie wynikéw malo licznych prob
o nieznanym odchyleniu standardowym o, nieznany rozklad szu-
kanej zmiennej standaryzowanej moze by¢ przyblizony rozktadem
Studenta dla efektywnej liczby stopni swobody m,. W rozpatrywa-
nym przypadku pomiaru posredniego efektywna liczba stopni
swobody jest opisana zaleznoscia (19) wynikajaca z ogélnej formu-
Iy Welcha-Satterthwaite'a [4].

u
m, = ; bi S (19)
L1 (o) &4 L 1[0 ) 4
. — | = A, + —| = | Up
gdzie: My, ox; =13 ox;

— 0y, jest standardowa niepewnoscia faczna wielkosci Y mierzonej
posrednio i obliczanej zgodnie z prawem propagacji niepew-
nosci,

—my;=n;— 1 jest liczba stopni swobody j-tej proby,

— mp jest liczbg stopni swobody typu B i jest obliczana na podsta-
wie wiarygodnosci sktadowej niepewnosci typu B.

W sytuacji, gdy niepewnos¢ standardowa typu B oceniana jest

J
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na podstawie znajomosci rozktadu jednostajnego, ktorego granice
wyznacza blad graniczny aparatury pomiarowej, mozna przyjac,
ze jest to niepewnos¢ dobrze znana. Do dalszych rozwazan przyj-
muje si¢ zatem wzgledna niepewnos¢ niepewnosci typu B, rowna
0,1 [1,4], co odpowiada liczbie stopni swobody miz=50. Przy zato-
zeniu, ze wszystkie pochodne czastkowe sa rowne jednosci i po do-
konaniu odpowiednich przeksztafcen, otrzymujemy dla rozpatry-
wanej sytuacji:

R 1) 8 20)
B AR
s+1)\m my ) mp

Taka postac zaleznotc opisujacej m, pozwala na przedstawienie
charakterystyki wspoélczynnika rozszerzenia rozktadu Studenta
dla efektywnej liczby stopni swobody k,,,ss/(@) W funkcji 1 dla
roznych wartosci m, w celu poréwnania jej z charakterystyka
wspolczynnika rozszerzenia dla badanego splotu kg;g,/(0). Na
rys. 2 przedstawiono charakterystyke wspoiczynnika k,,,g5/(@),
ks152/0,99) dlam; =m,=3orazdlam; =m, =9, =0,99ing=1.
Rys. 2 Charakterystyki wspotczynnika &y, 5 7(®) i kg7527(0,99) dla m; =

k©) o =099
55
m=3
T Kmessi(0,99)
o K557(0,99) 45 4
___kn(0,99) y

e 5 e R A
109 87 6 5432123 45¢67 38910
Upg /iy wyug
m, =3 orazdlam; =m, =9, =0,991 ng=1w funkcji stosunku niepewno-
$ci standardowych 771 jego odwrotnosci na tle wspdtczynnika k(0,99)

Cechg charakterystyczng obliczonego wspotczynnika kg5 /()
jest, ze w obszarze A jego wartosci w sposob znaczacy rdznia sie
od wartosci wspotczynnika kg; g, (0), ktore sa wartosciami do-
ktadnymi. Wraz ze wzrostem liczby stopni swobody m roznice te
maleja. Obserwacja takich samych charakterystyk dla splotu S*J
wykazywala dobra zbieznos$¢ charakterystyk kg i
k) w obszarze A. W obszarze B wspodiczynnik ten przyjmuje
state wartosci niezalezne od liczby stopni swobody m i wartosci te
sg bliskie wartosciom wspolczynnika k,(0,99) dla rozktadu nor-
malnego.

6. BLEDY METODY EFEKTYWNEJ LICZBY
STOPNI SWOBODY

Zgodnie z przyjetym zalozeniem, ze warto$¢ wspolczynnika roz-
szerzenia dla badanego splotu rozkitadow sktadowych mozna
uzna¢ za warto$¢ dokladna, bezwzgledna wartos¢ biedu oceny ta
metoda przyblizong definiujemy jako:

N 0.99)- kg5, (0,99)

ks, 0.99)
Na rys. 3 przedstawiono bezwzgledne wartosci bledow & oceny
wspolczynnika k,,,g5/{() na tle biedow & oceny wspotczynnika
Kness(0,99) w funkcji n dla réznych wartosci m; i m,, gdzie:

-100% 2n

5 [l s, 0,99)— kg, (0,99)

-100% (22)
kg;(0,99)
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3 [%]

109 8 7 6 54 3 2 12 3 4516 7 8 910

ugluy uylug
Rys. 3 Bezwzgledne wartosci bledow & wspolczynnika k,,,55/(0,99) , oraz
bledow & dla wspotczynnika k,,,5/0,99) dla m; = m, =3 idlam; =m, =
9 w funkcji stosunku niepewnosci standardowych 7 i jego odwrotnosci

Jak wynika z rys. 3 istnieje pewne ograniczenie stosowania metody
efektywnej liczby stopni swobody dla bardzo matych prob w sytu-
acji gdy znajdujemy si¢ w obszarze A, czyli odwrotnie niz dla po-
miaréw bezposrednich.

7. WNIOSKI

Przedstawione wyniki badan wskazuja jedynie na tendencje zmian
bledéw oceny wspolczynnika rozszerzenia ocenianego zalecana
przez migdzynarodowy dokument [4] przyblizona metoda oceny.
Zgodnie z zaleceniami tego dokumentu przyjmuje sie, ze jezeli
taczna niepewno$¢ standardowa jest pierwiastkiem z sumy dwoch
lub wiecej wariancji ocenianych na podstawie wynikéw malolicz-
nych prob o nieznanym odchyleniu standardowym o nieznany roz-
ktad szukanej zmiennej standaryzowanej, zwanej w metrologii
wspolczynnikiem rozszerzenia, moze by¢ przyblizony rozktadem
Studenta dla liczby efektywnych stopni swobody m, .

Znana jest ocena doktadnosci tej metody dla dwoch wariancji
[1], [2], [3]. Przedstawione w niniejszej pracy wyniki dotycza sytu-

acji, gdy taczna niepewnosé standardowa jest pierwiastkiem z su-
my trzech wariancji. Wyniki te wskazuja jedynie na tendencje
zmian bleddw oceny wspdtczynnika rozszerzenia i pozwalaja na
okreslenie ograniczen stosowania tej metody oceny.

Jezeli przyjmujemy, ze graniczna wartos¢ biedu oceny, ktorej
nie powinni$my przekroczy¢ wynosi 20%, to w zaleznosci od war-
tosci stosunku v 4/ i jego odwrotnosci mozna wykazac, ze w ob-
szarze gdzie v,>vp blad ten bedzie mniejszy od zalozonego, dla
m>6. W obszarze, gdzie vp/v 4, blad oceny praktycznie nie zalezy
od liczby stopni swobody i rosnie wraz ze wzrostem stosunku
v/, przekraczajac znacznie dopuszezalng warto$¢ biedu oceny.

Mozna réwniez wykazad, ze wzrost liczby stopni swobody tyl-
ko jednej serii w znaczacy sposdb powoduje zmniejszenie biedu
oceny wspdlczynnika rozszerzenia w obszarze, gdzie v >vp.
Pomimo, Ze jest to metoda zalecana przez migdzynarodowy doku-
ment dla oceny wspdlczynnika rozszerzenia przy pomiarach po-
$rednich, gdy dysponujemy matolicznymi seriami, to jest to meto-
da majaca silne ograniczenia dotyczace szczegdlnie prob skrajnie
matych. Otrzymane wyniki sg interesujace 1 wskazuja na kierunki
dalszych badan.
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