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Streszczenie

Podano nowa metod¢ wyznaczania (projektowania) obserwato-
réw funkcjonalnych minimalnego rzedu liniowych uktadow cia-
glych. Sformufowano warunki konieczne i wystarczajace istnienia
statycznego sprzezenia od wyjscia ukfadu, ktore doktadnie odtwa-
rza zadana funkcjg liniowego wektora stanu. Podano réwniez pro-
cedury doboru macierzy obserwatora funkcjonalnego oraz statycz-
nego sprzezenia od wyjscia. Procedury te zostaly zilustrowane
przyktadami numerycznymi.

Abstract

A New method for designing of the functional observers for linear
continuous-time systems is proposed. Necessary and sufficient
conditions are established for the existence of a static output-feed-
back that reconstruct exactly a given linear function of state vec-
tor. Procedures for computation of matrices of the functional ob-
server and the static output-feedback are derived and illustrated by
numerical examples.

1. Wprowadzenie

Obserwatorem funkcjonélnym nazywamy ukfad dynamiczny,
ktdéry na podstawie znajomosci wymuszenia i odpowiedzi obiektu
wyznacza estymat¢ zadanej funkcji liniowej wektora stanu tego
obiektu (ukfadu). Obserwatory funkcjonalne uktadow liniowych
byly rozpatrywane w wielu pracach [1, 4, 7-10]. W ostatnich latach
duzo uwagi poswigcono algorytmom syntezy (projektowania) ob-
serwatorow funkcjonalnych minimalnego rzedu ciaglych uktadow
liniowych. Chia-Chi Tsui w pracach [8-10] podat rézne algorytmy
oraz coraz to lepsze oszacowanie minimalnego rz¢du obserwatorow
funkcjonalnych liniowych uktadow ciagtych. Najlepsze z tych osza-
cowan minimalnego rzedu jest nastepujace [8]: min{n, vI +... + v,,}
orazmin{n—-p, (v;—1)+..+ (v,,—1) }, gdzien, m, piv;(i=1,..,p)
sa odpowiednio rzgdem obiektu, liczba wejs¢, liczba wyjs¢ obiektu
oraz indeksami obserwowalnosci obiektu.

Celem tej pracy jest podanie nowej metody (projektowania) wy-
znaczania obserwatoréw funkcjonalnych minimalnego rzedu linio-
wych uktadéw ciagtych. Zostana podane warunki konieczne i wy-
starczajace istnienia statycznego sprzezenia od wyjscia, ktore do-
ktadnie (dla wszystkich chwil wigkszych od zera) odtwarza zadana
funkcje liniowa wektora stanu obiektu. Zostana podane rowniez
procedury doboru macierzy obserwatora funkcjonalnego oraz sta-
tycznego sprzezenia od wyjscia.

2. Sformuiowanie zadania

Niech Rm<m bedzie zbiorem macierzy o elementach z ciata liczb
rzeczywistych i wymiarach n x m oraz R" = R"™!, Dany jest uktad
liniowy ciagly opisany rownaniem

J.C=Ax+Bu (1a)
y=Cx (1b)

przy czym x =% x = x(f)e R*u=u(t)e R" iy=(t) e R’ sq od-

powiednio wektorami stanu, wymuszenia (sterowania) i odpowie-
dzi, a A, B i C macierzami rzeczywistymi o odpowiednich wymia-
rach.

Zaktadamy, ze para (4, C) jest obserwowalna, oraz rzad C = p.
Poszukiwa¢ bedziemy obserwatora funkcjonalnego minimalnego
rzedu r uktadu (1) opisanego rownaniami

z=Fz+Gu+Hy ,Zze€R", FeR™,Ge R™, He R™" (2a)
w=Lz+My we R, Le R™, M€ R™ (2b)

ktéry odtwarza asymptotycznie tj. lim [w() — Kx(f)] = 0 zadana
funkcje wektora stanu o

Kx 3
przy czym macierz Ke R?", jest znana.
Zadanie nasze mozna wigc sformufowaé nastgpujaco: Znane sa

macierze 4, B, C uktadu (1) oraz macierz K. Nalezy wyznaczy¢ mi-
nimalny rzad r oraz macierze F, G, H, L i M obserwatora (2).

3. Rozwigzanie zadania
Niech

e=z-Tx “)
Korzystajac z (4), (1) i (2a) mozemy napisaé
¢=2-Tx=Fz+Gu+Hy—T(Ax+Bu) = Fe+(FT + HC ~TA)x+(G~TB)u (5)
Dla

FT+HC-TA=01iG=TB ©)
zaleznos¢ (5) przyjmuje postac

e=Fe )



Rozwiazanie
e(t) = e"e(0) ®)

réwnania (7) zanika asymptotycznie do zera dla r—e- dla dowolne-
go e(0) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz F ma wszystkie wartosci
wlasne w lewej polptaszezyznie (jest macierza Hurwitza).

Z zaleznosci (4) wynika, ze z(f) - Tx(f) wtedy i tylko wtedy, gdy
e(1)=0 dla t—eo. W tym przypadku w stanie ustalonym

Kx = (LT + MC)x ©9)

oraz

T

c
W réwnaniu (10) znane sa macierze K i C, a poszukujemy macie-
rzy L, M i T o mozliwe najmniejszej liczbie wierszy macierzy 7.

Z twierdzenia Kroneckera-Capellego [5] wynika, Ze istnieje ma-
cierz Me R#¥ taka, ze K = MC wtedy i tylko wtedy, gdy

K=LT+MC=]L M][ ] (10)

C
rzqd C = rzqd[K] (11)

W tym przypadku T = 0, r = 0, rekonstrukcja funkcji stanu (3) nie
wymaga obserwatora dynamicznego (2), a jedynie wyznaczenia
macierzy M jako rozwigzania rownania MC = K.

Jezeli macierz C petnego rzedu réwnego p nie ma postaci

C=[0 1,], (I, macierz jednostkowa stopnia p) (12)

to poprzez zamiang kolumn doprowadzainy ja najpierw do posta-
ci C=[C; C;], C; € RPX(mp), C, € RP, det C,#0 a nastepnie do-
konujemy zamiany zmiennych x = Qx, gdzie

i 13
0= e o (13)

Latwo sprawdzi¢, ze

I 0
c, C " =0 1 14
e, z][_cz_lcl C;} o 7] (14)
Jezeli macierz C ma postaé (12) oraz K = [K; K,)], K; € Rax(np),
Ke R to macierz M dobieramy M = K, i wtedy

[k, ol=LT=Kk-MC (15)

Niech rzad K; =r<gq.

Z zaleznosci [5] rzad [L T]<min (rzqd L, rzqd T) wynika, ze liczba
wierszy macierzy T réwna r moze by¢ co najwyzej rowna rzedowi
macierzy K. Stanowi to dolne ograniczenie na minimalny rzad po-
szukiwanego obserwatora funkcjonalnego (2).

Z zaleznosci (6) i (12) mamy

[ —FT][I'S” IO ] =Hlo 1,] (16)

oraz
[TA—FT]E;”}:O 17)
[TA—FT][IO}=H (18)

Niech

A4 1 I
|: I:I = AI: n—p]’ A1 e R(""”X‘”"’),oraz T1 2=T|: "(;P] (19)
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Mnozac lewostronnie réwnanie (17) przez macierz L i korzystajac
z (15) 1 (19) otrzymamy

LFT, = K, 4, (20)

W réwnaniu (20) znana jest macierz K;4; € Rpx(np) | zakladamy
na przykiad, ze macierz Hurwitza F € R™ ma posta¢ diagonalna

F =diag[s, s, s,], 5, <0i=1,..,r 21)

poszukujemy nieznanych macierzy L € R9< i T;e R><(mp) .

Niech r<q. Wtedy istnieje macierz nicosobliwa P € R dzialan
elementarnych na wierszach macierzy K; taka, ze

K,
PK, —[ 0 ] (22)

przy czym K, € Rr<(n-p) ma pelny rzad wierszowy.
Mnozac lewostronnie rownanie (20) przez macierz P i biorac pod
uwagg (22) otrzymamy

LFT, =K 4, (23)
przy czym

P
L1=PlL,L2=P2L=O,Pz[l;]’EER’Xq,IJZER(q—r)Xq 4)

2

Mnozac lewostronnie rownanie (15) przez macierz P i zaktadajac,
ze

0
T, = T[ } =0 (25)
1
P
po uwzglednieniu (22) i (24) otrzymamy

K =L, (26)

Mnozac prawostronnie (26) przez A; i podstawiajac K;4; = L;T;A;
do (23) otrzymamy

L(FT, -T;4,)=0 (27)
oraz
FT,~T 4, =0 (28)

gdyz mozemy wybra¢ L, tak, aby det L; # 0.

Roéwnanie macierzowe (28) ma rozwiazanie niezerowe 77 dla da-
nych Fi A; wtedy i tylko wtedy, gdy macierze F i A4; maja przynaj-
mniej jedng wspolng wartos¢ wiasna [5].

Zostato wiec udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Dla uktadu (1) istnieje obserwator funkcjonalny (2)
rzedu r = rzqd K; jezeli macierze F i A; maja przynajmniej jedna
wspolng warto$é wlasng.

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujaca procedura rozwigza-
nia naszego zadania.

Procedura

Krok 1. Jezeli macierz C nie ma postaci kanonicznej (12), to stosu-
jac zamiane zmiennych i korzystajac z macierzy (13) wy-
znaczamy macierze

A=040,B=0"8,C=co=[o01,] (29)
uktadu (1).
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Krok 2. Wyznaczamy M = K>, K, = LT, r = rzqd K, oraz macie-
rze P i K, spelniajace rownanie (22).

Krok 3. Zaktadajac macierz Hurwitza F w postaci (21) z réwnan
(23) 1 (24) oraz (26) wyznaczamy macierze T}, L;, L.

Uwaga: Zakladajac macierz F mozemy macierz T; wy-
znaczy¢ rowniez z rownania (28)

Krok 4. Znajac macierze F i T oraz korzystajac z zaleznosci (6)
i (18) wyznaczamy macierze

0
G=TBiH=[TA—FT][Iil (30)

p

Krok 5. Korzystajac z rownan (2) wyznaczamy poszukiwany ob-
serwator funkcjonalny.

Przyktad 1.

Wyznaczy¢ obserwator funkcjonalny (2) ukfadu (1) o macierzach

-2 0 0-1 1
0 -2 0 2 0 0010
A= , B= ,C= 3D
0O 11 0 -1 0001
1 00 2 0
ktory odtwarza asymptotycznie funkcje liniowa Kx dla

K- 1 -1 23 -

N [— 2 23 4] (32)

W tym przypadku mamyn =4, m=1,p =g =2, a para (4, C) jest

obserwowalna. Korzystajac z Procedury otrzymamy kolejno:

Krok 1. Macierz C ma juz pozadang postac (12). Wobec tego Q =1,
0razZ=A,§=B, c=_C.

Krok 2. Dla
2 3
M=
;3

1 -1
[k, 0]=K—MC={ 0 0]
-2 200
0

sl 30 )

(33)

macierz

1
marzad »=1. W tym przypadku P=[2
oraz K, =[1 —1]

Krok 3. Przyjmujemy

F=[-2] (39)
oraz obliczamy
-2 0
A 1 2|
o g B 2| O K4, =[-2 2],
A, 0 1
0
10
1, 01
T1=T|: 0”]=[t1 L4 t4] 00 =[t1 tz]
00
ll
Dla L= Lbb =[1],L,=[21, +1,]=0, z (23) otrzymamy
2
—24l, t,)=F2 2]orazdlal =1,T,=1 -1],
T=[ -1 0 0] (36)

Macierz L ma wigc postaé

an

Latwo sprawdzi¢, ze macierze (36) i (37) spelniaja réwnanie K; = LT;.
Krok 4. Korzystajac z zaleznosci (30) otrzymamy

(37

G=TB=[l -1 0 0] =1

0 (3%)
0

H=[TA—FT]L

P

00

00
=0 0 0 -3
|- 11° 0

0 1

Krok 5. Korzystajac z (2), (33), (35)-(38) otrzymamy poszukiwany
obserwator funkcjonalny o postaci

;=—22+u+[0 -3]y

Bl SR

Zauwazmy, ze dla danego uktadu (1) rzad r obserwatora (2) oraz
jego istnienie w sposdb istotny zaleza od macierzy K. Jezeli dla da-
nych macierzy K i C jest spelniony warunek (11), to rozwiazujac
réwnanie

(39

K =MC (40)
wyznaczymy macierz M. W tym przypadku statyczne sprz¢zenie
od wyjscia uktadu (1) o postaci My, odtwarza doktadnie, dla t=> 0,
funkcje Kx, czyli Kx = My dla t= 0. Warunek (11) moze by¢ spel-
niony nawet wtedy, gdy para (4, C) nie jest obserwowalna. Istnie-
nie macierzy M nie zalezy od macierzy 4 i B ukiadu (1).

Przyktad 2.

Dany jest ukfad o macierzach

1 -2 0 1 1 0
2 1 4 -2 0 -1 1 021
A= , B= ,C= (1)
-1 0 1 0 2 0 0 -10 2
1 2 -2 -1 12

Nalezy wyznaczyé obserwator funkcjonalny (2) odtwarzajacy
funkcje Kx tego ukladu dla

-1 4 4

2 6 -1

2
K=
;

Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku para (4, C) nie jest obser-
wowalna ale jest spetniony warunek (11), gdyz

42)

1 02 1
1 2 1 -
rzqd 0 =rzqd 0 -0 2 =2
0 -10 2 2 -1 4 4
3 26 -1

W tym przypadku réwnanie (40) ma postac

2 -1 4 4 1021
=M
[3 26—1} [o -102}

a jego rozwiazanie jest rowne
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Wobec tego sprzgzenie statyczne od wyjscia o postaci

]2 !
=y |7

odtwarza dokladnie funkcje Kx dla kazdego, czyli
2 -1 4 4 2 1
X = y
3 26 -1 3 -2
4. Uwagi koncowe i wnioski

Podano nowa metode wyznaczania (projektowania) obserwato-
réw funkcjonalnych minimalnego rzadu liniowych uktadow cia-
glych opisanych réwnaniami (1). Sformulowano warunki koniecz-
ne i wystarczajace istnienia statycznego sprzezenia zwrotnego od
wyjscia, ktore doktadnie odtwarza zadana funkcje liniowa wekto-
ra stanu. Podano procedury doboru macierzy obserwatora funk-
cjonalnego (2) oraz macierzy M statycznego sprz¢zenia zwrotnego
od wyjscia obiektu. Przykiad 2 pokazuje, ze statyczne sprzezenie
zwrotne moze istnie¢ nawet wtedy gdy ukiad nie jest obserwowalny.

Podana metode mozna rowniez stosowaé do wyznaczania ob-
serwatorow funkcjonalnych liniowych uktadéw dyskretnych. Za-
gadnieniem otwartym jest uogolnienie tej metody na uktady singu-
larne [4], uktady dwu-wymiarowe [4,6] oraz ukfady nieliniowe.

5. Literatura

[1] T. Kaczorek, Perfect functional observers of singular continu-
ous-time linear systems, Machine Intelligence and Robotic
Control, Vol. 4, No. 1/2002 (in press).

[2] T. Kaczorek, Full-order perfect observers for continuous-time
linear systems, Pomiary Automatyka Kontrola, 1/2001.

[3] T. Kaczorek, Full-order Perfect Observers for Continuous-time
Linear Systems, Bull. Pol. Acad. Tech. Sci., Vol. 49, No. 4,
2001.

[4] T. Kaczorek, Teoria sterownia i systeméw, PWN, Warszawa,
1999.

[5] T. Kaczorek, Wektory i macierze w automatyce i elektrotechni-
ce, WNT, Warszawa, 1998.

[6] T. Kaczorek, Perfect Observers for Singular 2-D Fornasini--
Marchesini Models, IEEE Trans. Autom. Control, Vol. 46, No.
10, 2001, str. 1-4.

[71]). O’ Reilly, Observers for Linear Systems, Academic Press,
London, 1983.

[8] C. C Tsui, What is the Minimum Function Observer Order?, Jo-
urnal of The Franklin Institute, Volume: 335, Issue: 4, May,
1998, str. 623-628.

[9] C. C. Tsui, A New Algorithm for Design of Multifunctional
Observers, IEEE Trans. Autom. Control, Vol. AC-30, 1985, str.
89-93.

[10]C. C. Tsui, On the order reduction of linear function observers,
IEEE Trans. Autom. Control, Vol. AC-31,1986, str. 447-449.

ZAPRASZAMY do PRENUMERATY
czasopisma PAK w 2002 roku

PRENUMERATE I KOLPORTAZ PROWADZA

Redakcja

POMIARY-AUTOMATYKA-KONTROLA
ul. Swigtokrzyska 14A p. 535, 00-050 Warszawa
tel./fax (022) 827 25 40, tel. (022) 826 74 17
e-mail: pak@data.pl, marketing: dorpak@data.pl
http://www.iss.pl/pak

JARD PRESS SA

Przyjmujemy prenumerat¢ na terenie czterech miast:
Warszawa — tel. (022) 631 48 88 prosi¢ Dziat Prenumeraty
Lublin — tel. (081) 747 65 21, Olsztyn — tel. (089) 527 48 74

Ptock — tel. (024) 264 79 33

GARMOND PRESS SA
Oddzial w Warszawie

ul. Nakielska 3, 01-106 Warszawa, tel. (022) 836 69 21

KOLPORTER SA

ul. Kolberga 11, 25-620 Kielce, tel. (041) 368 36 20 do 25
Oddziaty w calym kraju

Indywidualng sprzedai prowadzi Centralna Ksiggarnia Techniczna, 00-050 Warszawa, ul. Swigtokrzyska 144
oraz bezposrednio Redakcja




