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INSTYTUT METROLOGII I AUTOMATYKI ELEKTROTECHNICZNEJ

Bledy wlasne algorytmu przetwarzania czasowego ciagu danych pomiarowych

Streszczenie

W pracy przedstawiono metode wyznaczania bledéw
wlasnych algorytmow stuzqcych do przetwarzania ciqgéw
danych  pomiarowych, gléwnie ciqgéw czasowych.
Algorytm traktowany jest jako jedno z ogniw toru
pomiarowego, a wiec analiza jego wilasciwosci
metrologicznych przeprowadzana jest tak jak dla
przetwornika pomiarowego. Zaproponowano o0gdlny
model bledow wlasnych umozliwiajacy wyznaczanie ich
rozktadow na wyjsciu algorytmu. Dla przykladowego
algorytmu DFT zaproponowano 0gdlny model bledow, a
nastepnie  wyznaczono rozklad wybranego  bledu
wiasnego.

3

Abstract

The paper presents a method of calculating own error of
an algorithm used for processing a measurement data
time sequence. Algorithm is treated as one of the elements
of measuring system then its uncertainty has been
analysed in the same way as measuring converter. An
general algorithm error model allowing determination of
own error distributions has been proposed. An example of
obtaining the histogram of chosen error for DFT
algorithm has been described.

WSTEP

Wspolczesne pomiary wielko$ci zmiennych w czasie
opieraja sig w wigkszo$ci na wykorzystaniu przetwarzania
probkujacego [1]. Mozna wskazaé wiele rozwiazan
praktycznych realizujacych ten cel, jednak w wigkszosci
przypadkéw tor pomiarowy sklada sie¢ z trzech grup
elementoéw: uktadow analogowych, analogowo-cyfrowych
oraz elementow realizujacych przetwarzanie cyfrowe.
Grupg elementéw cyfrowych stanowig najczesciej roznego
rodzaju algorytmy przetwarzania danych realizowane
przez mikroprocesor.

Algorytm przetwarzania w ogdélnym przypadku stano-
wi przepis na przeksztalcenie jednego ciagu danych po-
miarowych na inny, jak to ogélnie pokazano na
rys.1[2][3]. Ciag danych wejsciowych algorytmu ziozony
jest z pewnej ograniczonej liczby skwantowanych prébek
wielkosci x(¢f) wybranych z dowolnie licznego zbioru
tych prébek za pomoca tzw. okna wej$ciowego. Algorytm
przetwarza cigg wejSciowy na inny ciag danych, nazywa-
ny ciagiem wyjSciowym, reprezentujacy jego wielkosé
wyjsciowa X (w) w ograniczonym zakresie zmienno$ci
, czyli w oknie wyjsciowym. Ogdlnie mozna powie-
dzie¢, ze algorytm przetwarza dyskretng reprezentacje

wielko$ci wejsciowej x okreslonej w dziedzinie ¢ na dys-
kretna wielko$é X w dziedzinie w .

Zakladajac, ze wielko$¢ analogowa x(f) jest probko-
wana w chwilach f, =T, , gdzie k jest numerem prébki,
k=0, 1, ..., T, jest okresem prébkowania w dziedzinie
t, T, =const., okno wejSciowe wybiera z tego nieskon-
czonego ciagu probek pewien ciag ograniczony skladajacy
si¢ z probek o numerach k, k+1, ... ,k+K -1, przy
czym K jest liczba probek objetych tym oknem. Przyjmu-
jac dla prostoty, ze okno zaczyna si¢ od momentu rozpo-
czgcia pomiarow, czyli dlak =0, ciag wejSciowy mozna
zapisa¢ jako {x(k), k=0, 1, ..., K-1}. Dziedzina
wielkosci wejsciowej najczesciej jest czas. Do dalszych
rozwazan przyjmuje si¢ czasowsg interpretacjg wejsciowe-
go ciagu danych.

Dla celow ogolnych rozwazan zaktada si¢ réwniez, ze
wielko$¢ wyjsciowa algorytmu jest wielkoscia analogowa.

okno wejsciowee
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okno w dziedzinie ¢

t
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Rys. 1. llustracja dzialania algorytmu przetwarzania cig-

gu danych pomiarowych

W takim przypadku interpretacja dziatan algorytmu moze
by¢ przeprowadzona w podobny sposob, jak operacji wy-
konywanych na wielkosci wejsciowej — mianowicie, algo-
rytm dostarcza skonczonego ciagu skwantowanych probek
swojej wielkosci wyjsciowej X (w) . Zakladajac, ze wiel-
kos$¢ ta jest probkowana w punktach w, =nQ_, gdzie n

jest numerem prébki, n=0, L..., €, jest okresem

prébkowania w dziedzinie @, Q, =const., ciag wyj-

Sciowy mozna zapisac jako
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{X(), n=0, 1, ... , N-1}. Rowniez i w tym przypad-

ku przyjgto dla prostoty, ze poczatek okna ma miejsce w
punkcie o numerze n =0. W praktyce algorytmy wykonu-
ja dzialania na ocenach x(k)wielko$ci wejsciowej doko-

nujac na wyjéciu ocen X (n) wielkosci wejéciowej. W tej

sytuacji algorytm przetwarzania moze by¢ ogdlnie zapisa-
ny w postaci macierzowej jako

X = Ax, (@))]
gdzie
)?(0) Ao Aoy a4y k-1 x(0)
%= X@ A=| %o Qe g | oo 1) )
X(N-1) AN-10 AN-1 1 - AN- K- HK-1)

przy czym X jest wektorem danych wej$ciowych zawiera-
jacy K elementéw skladajacych sig na ciag wejsciowy, na-
tomiast X jest wektorem danych wyj$ciowych o rozmia-
rze réwnym N. Macierz A o rozmiarach N XK zawiera
wspbtczynniki algorytmu. Dla wigkszosci algorytméw
wspétczynniki te maja state wartosci.

Dane wyjsSciowe niektorych algorytméw maja postaé
zespolong. W takim przypadku algorytm stanowi
wlasciwie parg algorytméw, z ktorych jeden wyznacza
wartosci rzeczywiste, drugi urojone. Wyniki wyjsciowe
tworza ciag liczb zespolonych, ktéry mozna przedstawié

jako wektor . R
X =Xge + 7 X - 3)

Istotnym wyrdznikiem algorytmu, ze wzglegdu na
wladciwosci  metrologiczne, jest liczba  wynikow
uzyskiwanych na wyjSciu po jednorazowym jego
wykonaniu. I tak algorytm nazywa si¢ jednopunktowym
(prostym), jezeli ciag danych wejsciowych przetwarzany
jest na pojedynczy wynik wyjSciowy. Algorytm
wielopunktowy (zlozony) przetwarza ten sam ciag danych
wejsciowych na odpowiedni ciag danych wyjsciowych.
Takim algorytmem jest dla przykiadu algorytm dyskretnej
transformaty Fouriera oznaczany symbolem DFT.

Z postaci zaleznosci (1) i (2) wynika, ze algorytm
wielopunktowy mozna traktowaé jako rownolegle
potaczenie algorytméw jednopunktowych o takiej samej
strukturze, tzn. charakteryzujacych sig¢ taka sama liczba
tego samego rodzaju wspotczynnikéw (ich wspotezynniki
réznig si¢ jedynie warto$ciami). Zatem mozna uznaé, ze
algorytm jednopunktowy dobrze reprezentuje rdznego
rodzaju algorytmy, a przy tym jego budowa jest
stosunkowo prosta i dogodna dla celéw analizy.
Przedstawiajac algorytm (1) w postaci N rownan i biorac
nastgpnie jedno z nich oraz pomijajac indeks n
wspolczynnikow, otrzymuje sig¢ prostszy zapis algorytmu

X (n) = a,80) + g, 2+ ... +a, XK -1), 4)

czyli jako kombinacji liniowej statych wspétczynnikéw i
ograniczonego ciagu wynikow pomiaru reprezentujacego
wartosci chwilowe wielko$ci mierzonej zmiennej w cza-
sie.

2. BLEDY PRZETWARZANIA DANYCH
POMIAROWYCH PRZEZ ALGORYTM

Liczbowym wyrazem dokladno$ci wyniku pomiaru
jest niepewno$é. Wiarygodna ocena niepewno$ci wyniku
wyjsciowego algorytmu w postaci wyrazenia (4) - w zlo-
zonych warunkach, charakteryzujacych si¢ duza liczba
zrédet bteddow o réznym charakterze (statycznych, dyna-
micznych i losowych) i duzymi dhlugo$ciami przetwarza-
nych danych - wymaga uprzedniej identyfikacji wszyst-
kich zrédet bledu. Oznacza to, ze przed realizacja algo-
rytmu muszg by¢ znane rozklady wszystkich btgdow obar-
czajacych jego dane wejSciowe, jak rowniez rozklady ble-
dow wprowadzanych przez sam algorytm, a takze ewentu-
alne stopien skorelowania wymienionych bigdow. Wynika
stad potrzeba uzycia takiego sposobu definiowania btedow
algorytmu, ktory umozliwia identyfikacj¢ poszczegdlnych
zrodet tych bledow. W tym celu mozna poshuzyé sig
schematem przedstawionym na rys.2 wynikajacym bezpo-
$rednio ze sposobu dziatania algorytmu przedstawionego
na rys.l. Schemat ten opisuje wszystkie operacje majace
bezposredni zwiazek z dziataniem algorytmu, takie jak
prébkowanie, kwantowanie prébek oraz wybdr ciagu da-
nych za pomocg okna. Pomija si¢ wszystkie zrodla btgdow
uktadéw analogowych dostarczajacych sygnatu na wejscie
uktadu probkujacego. Btedy te musza by¢ oczywiscie zna-
ne, gdy chce si¢ wyznaczaé catkowita niepewno$é wyniku
na wyjsciu algorytmu, jednak sposéb ich wyznaczania nie
jest tutaj rozpatrywany. Przebieg wejsciowy, oznaczony
jako x(z), jest traktowany jako wzorcowy, czyli taki, kt6-

rego przebieg znany jest z odpowiednio duza doktadno-
Scia. Dzigki temu, dobierajac odpowiednio warunki pracy
algorytmu, mozna wyznaczaé rozktady poszczegdlnych
zrodet bledu zwiazanych z dziataniami przedstawionymi
na schemacie.

przetwarzanie rzeczywiste
x (k) (k) {3(K)) {X(m)
Sk Q) W(k) A
. 8,(M}  8(n)
@ Przetwarzanie A/C ) + SEL | —»
X(@ X, (n) X (X))
> Al S(n) = Q) = W(») n
L pretwarzanieideane === |

Rys.2. Model procesu wyznaczania bledéw wiasnych algorytmu.

Model przedstawiony na rys.2 sktada sig¢ z dwoch czg-
$ci. Gorna, opisana jako przetwarzanie rzeczywiste, przed-
stawia sobg te dzialania, ktére musza by¢ wykonane, aby
mozna bylo uzyska¢ ciag wynikow wyjsciowych algoryt-
mu. Pierwsze, oznaczone jako S(k), polega na prébkowa-
niu przebiegu wejSciowego x(¢f) w réwnooddalonych
momentach o numerze k, k =0, 1, ... . Kolejne, o symbo-
lu Q(k), polega na kwantowaniu uzyskanych w poprzed-
nim ogniwie prébek. Wynik kwantowania x(k) jest liczba

reprezentujacg warto§¢ prawdziwa wielko§ci mierzonej w
chwili £ z bledem bedacym wypadkowa bigdu prébkowa-
nia i kwantowania. Trzecie dzialanie realizuje funkcje
okna polegajaca na wyborze K kolejnych skwantowanych
prébek z nieskonczonego ich ciagu (w rozpatrywanej sy-
tuacji zaklada sig, ze jest to K poczatkowych probek) oraz
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zapamigtaniu ich, dzigki czemu uzyskuje si¢ ich zbidr
(ciag) oznaczony jako {X(k)},k =0,L..,K —1. Ostatnie
dziatanie polega na przemnozeniu wyrazéw ciagu wej-
Sciowego przez elementy kolejnych wierszy macierzy
wspolczynnikéw i zsumowaniu iloczynéw w poszczegdl-
nych wierszach zgodnie z zaleznoscig (2), w efekcie, czego
uzyskuje si¢ zbiér wynikéw wyjsciowych oznaczony jako
{X(m}.

Dziatania realizowane przez algorytm dodaja specy-
ficzne btedy do bledéw poprzednich ogniw, czyli bledéow
probkowania, kwantowania i blgdow okna. Dolna czg$¢
schematu modeluje te dziatania, ktére mozna nazwacé prze-
twarzaniem idealnym, co oznacza, ze warto$¢ na wyjsciu
tego toru rowna jest praktycznie wartosci prawdziwej X
wielkosci wyjsciowej algorytmu (jej btad jest pomijalnie
matly). Na poczatku faficucha dziatan wystgpuje element
nazywany algorytmem idealnym oznaczony symbolem
A, - Algorytm taki ma za zadanie przetworzy¢ wielko$¢
x(7) na wielkos¢ X (@) zgodnie z definicja zadania, do
realizacji ktérego algorytm jest przeznaczony. Przyklado-
wo, jezeli rozpatrywany algorytm realizuje catkowanie
numeryczne, to odpowiadajacy mu algorytm idealny wy-
konuje dziatania zgodnie z definicja catki oznaczonej. Z
reguly algorytm idealny nie daje si¢ zbudowaé, natomiast
zawsze mozna wyznacza¢ warto$ci wielko$ci X(w) na

podstawie wyrazenia definicyjnego. Zatem algorytm ideal-
ny reprezentuje rozwiazywanie tego wyrazenia na przebie-
gu wzorcowym x(¢) . Kolejne dzialanie przetwarzania ide-

alnego, oznaczone jako S(n), polega na prébkowaniu

przebiegu X (@) w chwilach n. Nastepne ogniwo Q(n)
nominalnie realizuje kwantowanie, poniewaz probki wiel-
kosci wyjsciowej X (w) maja postaé analogowa, a na wyj-
$ciu toru powinna si¢ pojawia¢ liczba o takiej samej posta-
ci jak wynik dziatania algorytmu X . Jednak kwantowanie
to musi by¢ znacznie doktadniejsze niz realizowane przez
fizyczny przetwornik A/C zamodelowany w torze gérnym
przez element Q(x), gdyz blad kwantowania idealnego

musi by¢ pomijalnie maty. Ostatnie ogniwo o symbolu
W(n) reprezentuje funkcje okna dokonujac wyboru ciagu
wynikow wyjs$ciowych {X(n)} odpowiadajacych dziata-
niom realizowanym przez rzeczywisty algorytm oznaczony
jako A. Ostatecznie na wyjsciu obu toréw otrzymuje sig
wektor bledow algorytmu {5, (n)}.

Opisany schemat z rys.2 ma przede wszystkim na celu
stworzy¢ podstawe takiego sformalizowania opisu bledéw
przetwarzania, aby mozna bylo identyfikowaé¢ wyodreb-
nione, pojedyncze zrodla bledu i zidentyfikowaé ich roz-
ktady w postaci histogramu. W tym celu nalezy zastosowa¢
ogniwo oznaczone jako SEL, ktére dokonuje selekcji wy-
branego blgdu z wektora bledéw algorytmu. Tor przetwa-
rzania idealnego dostarcza wyniku doktadnego. Natomiast
dobierajac warunki przetwarzania rzeczywistego w taki
sposob, zeby dominowato tylko jedno zrédio biedu, mozna
uzyskaé warto$¢ tego btedu jako réznice

8y (m) =X ()~ X(n) )
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miedzy warto$cia X(n) wyznaczong za pomocg algoryt-
mu a wartoscia doktadng (prawdziwa) X (n) . Powtarzajac

tego rodzaju eksperyment wielokrotnie uzyskuje si¢ zbior
warto$ci okreslonego rodzaju btedu.

Z budowy modelu bledéw przedstawionego na rys.2
wynika, ze bledy przetwarzania danych przez algorytm (w
skrécie bledy algorytmu) mozna podzieli¢ na cztery grupy
— bledy probkowania, kwantowania, btedy okna oraz bledy
realizacji operacji numerycznych przez algorytm, przy
czym poprzez btedy probkowania i kwantowania rozumie
sie bledy integralnie zwigzane z algorytmem a wynikajace
z faktu, ze algorytm operuje na dyskretnej reprezentacji
przebiegu ciaglego . Wyznaczajac wszystkie istotne bledy
algorytmu i okre$lajac miejsce ich powstawania buduje si¢
model bledéw algorytmu [2][3][4]. To, ile i jakiego rodza-
ju bledy nalezy uwzgledni¢ w tym modelu, zalezy od spe-
cyfiki algorytmu. Model btedéw algorytmu z rys.2 stuzy
do identyfikacji zrédet blgdéw algorytmu. Innym zastoso-
waniem modelu jest systematyzacja opisu wlasciwosci al-
gorytmu ze wzgledu na wprowadzane bledy.

Ponizej przedstawiono sposéb Ziﬁtosowania opraco-
wanego modelu do identyfikacji Zrodet bledéw algorytmu
DFT.

3. BLEDY ALGORYTMU DFT

Algorytm DFT stuzy do wyznaczania dyskretnych war-
tosci transformaty Fouriera przebiegu czasowego w okre-
$lonym przedziale czgstotliwo$ci f. Zatem algorytm idealny
w tym przypadku ma postaé funkcjonatu calkowego opisu-
jacego przeksztalcenie Fouriera

X(f)= [0 dt = A 501 = (AulHO1+ A l5O1 - (6)

Funkcjonat ten stuzy do dostarczania doktadnych wartosci
wielkosci wyjéciowej algorytmu dla znanych przebiegéw
wielkosci wejéciowej x(z). Sa one poréwnywane z odpo-
wiednimi warto$ciami uzyskiwanymi na wyjsciu rzeczywi-
stego algorytmu, ktérego bledy sa identyfikowane. R6znica
stanowi blad zgodnie z wyrazeniem (5).

Algorytm DFT jest algorytmem wielopunktowym, a
poszczegblne wiersze jego macierzy wspotczynnikéw,
zgodnie z zaleznoscig (3), przyjmuja postac:

ReA =[cos 2”‘n'O,coszﬂ'n'l,...,coszﬂ'n'k] ™
N N N

A =[Sin 27r-o-n’Sin 2”'1'",...,sin 271-k-n] ®
N N N

Im
przy czym k=0,1,..,K~1, natomiast n jest numerem
wiersza a zarazem numerem harmonicznej, gdzie
n=12,.,N-1.

Zatem algorytm DFT moze by¢ przedstawiony jako
réwnolegly zespot algorytméw ,jednopunktowych” repre-
zentowanych przez poszczegdlne wiersze macierzy wspét-
czynnikéw poczawszy od wiersza pierwszego, operujacych
na takim samym ciagu danych wejsciowych. Wielkos¢
wyjs$ciowa algorytmu DFT otrzymuje si¢ z pary réwnan, z
ktorych jedno shuzy do wyznaczania czgsci rzeczywistej,
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drugie — urojonej. Pojedynczy wynik na wyjsciu algorytmu
ma postac:

27 -n-k

R K-1
Xge(n) =Y #(t,)cos )

k=0

K_l . 0
Ry = 3 2(1,)sin 2~ 1\7 k.

=0

(10)

x~

gdzie n czestotliwoscia n harmonicznej obliczanej przy
uzyciu n wiersza macierzy wspolczynnikéw algorytmu.

Dla kazdego z algorytméw jednopunktowych DFT,
opisanych zalezno$ciami (9) i (10) mozna wskazaé algo-
rytm idealny w postaci zaleznosci:

Xpo () = [ x(0)cos@rnt)dt = oA a3 (1)
Xy () = j x(t)sin(2rnt)dt = " A, [X(D)] . (12)

—co

Dla tak opisanego jednopunktowego algorytmu DFT moz-
na zbudowa¢ uproszczony model bledéw przedstawiony na
rys.3.

przetwarzanie rzeczywiste

10)

X(k

{(X(k)}

X (n)

) 8(n)

Rys.3.Model procesu wyznaczania bleddw wiasnych jednopunk-
towego algorytmu DFT.

Model przedstawiony na rys.3 pozwala wyznaczy¢ rozkla-
dy btedéw dla poszczeg6lnych algorytméw jednopunkto-
wych DFT reprezentujacych odpowiednie harmoniczne.
Pojedyncza realizacja dzialan przedstawionych w powyz-
szym modelu dostarcza pojedynczego wyniku wyjsciowe-
go dla wybranej harmonicznej, a wielokrotna realizacja
dziatan dla kolejnych wierszy macierzy wspétczynnikéw
umozliwia wyznaczanie rozkladéw bledéw dla calego
widma czgstotliwosciowego. Identyfikacja bledéw prze-
prowadzana jest z reguly w sposob symulacyjny, co po-
zwala na taki dob6r warunkéw pracy algorytmu, aby do-
minowaly bledy z wybranego zrodta. Symulacyjne badanie
algorytmu niewiele rézni si¢ od badan fizycznych, ponie-
waz algorytm w obu sytuacjach realizowany jest przez
procesor. Natomiast badanie symulacyjne pozwala na takie
ksztaltowanie warunkéw pomiaru, ktére z reguly jest nie-
mozliwe lub bardzo trudne do realizacji na rzeczywistych
sygnatach. Ponizej opisano wykorzystanie modelu do wy-
znaczenia rozktadu btedéw wiasnych algorytmu DFT.
Algorytm DFT cechuje duza liczba wspétczynnikéw
siggajaca kilku tysigcy. W takim przypadku istotne warto-
$ci moze przyjmowa¢ btad spowodowany realizacja opera-
cji arytmetycznych na ciagu danych wejsciowych. Gtéwna
przyczyna tego btedu tkwi w zaokraglaniu wyniku po kaz-
dej operacji do tylu miejsc znaczacych, ile wynika z tzw.
precyzji zapisu okreslonej przez liczbe bitéw przeznaczo-

nych na zapis mantysy. Blad ten mozna, zatem nazywaé
bledem zaokraglania. Standard IEEE 754 [5] dla binarnej
arytmetyki zmiennoprzecinkowej okre$la cztery doktadno-
ici - liczb zmiennoprzecinkowych liczby pojedynczej pre-
cyzji, podwdjnej precyzji i odpowiednio liczby pojedyn-
czej precyzji rozszerzone oraz podwdjnej precyzji rozsze-
rzone. Aby wyznaczy¢ rozktad tego btedu nalezy tak do-
bra¢ warunki badan, aby ujawniat sig¢ tylko blad zaokragla-
nia. W tym celu mozna wybra¢ wielko$¢ wejsciowa algo-
rytmu o takim przebiegu, aby blad probkowania i blad
okna byly réwne zeru. Warunki te spetnia przebieg sinuso-
idalny rys.4a o okresie réwnym szerokosci okna wejécio-
wego probkowany réwnomiernie w taki sposdb, aby bledy
probkowania byly pomijalnie mate. Precyzje obliczen al-
gorytmu rzeczywistego ustalono na pojedyncza. Ekspery-
ment przeprowadzono 100000 razy otrzymujac rozkfad
biedéw na wyjsciu algorytmu jak na rys. 4b.

okno wejsciowe w0

b)

2)

200

x(t
0
=210 0 2.10°

Rys.4. Sposoéb wyznaczania bledu zaokraglen algorytmu DFT, a)
przebieg wejsciowy, b) rozklad bledu na wyjsciu algorytmu

4.UWAGI KONCOWE

Zaproponowany model bledéw wiasnych pozwala wy-
odrebni¢ pojedyncze Zrodia bleddw, czyli okresli¢ rozkta-
dy bledéw dla kazdego bledu czastkowego. Znajac funkcje
gestosci dla poszezegblnych bledow oraz zaleznosci mie-
dzy nimi mozna stosujac np. aparat matematyczny zwany
redukcyjng arytmetyke interwatowa [3] wyznaczyé nie-
pewnos$¢ na wyjsciu algorytmu. Eksperymenty symulacyj-
ne przeprowadzono dla algorytmu jednopunktowego re-
prezentujacego pierwsza harmoniczng jednak z badan
przeprowadzonych przez autora wynika, ze rezultaty moz-
na w prosty sposéb przetozy¢ na kolejne harmoniczne.
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