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Wplyw kwantowania na dokladno$¢ estymacji wartosci Sredniokwadratowej

Streszczenie

Przedstawiono twierdzenia Widrowa i warunki odtwa-
rzalnosci dla kwantowania w zastosowaniu do wartosci
Sredniokwadratowej. Dokonano analizy bledu obcigzenia
estymatora wartosci Sredniokwadratowej spowodowanego
niespelnienieniem warunkéw odtwarzalnosci dla kwanto-
wania.

Szezegdlng uwage poswiecono sygnalom o rozkladzie
prostokqtnym i normalnym, sygnatowi harmonicznemu
oraz sygnatowi harmonicznemu z szumem gaussowskim.

Abstract

The quantizing theorems of Widrow and quantizing re-
construction conditions for the estimation of the mean

square value are presented. An analysis of the bias error

of the mean square value estimator, caused by non-
satisfied quantizing reconstruction conditions, is carried
out.

Special attention is devoted to the rectangular and
normal pdf signals, the harmonic signal, and the harmonic

signal with Gaussian noise.

WPROWADZENIE

Podstawowym przetwarzaniem, jakiemu poddawany
jest sygnat w przyrzadach cyfrowych oraz wspélczesnych
systemach pomiarowych, jest dyskretyzacja w dziedzinie
czasu (prébkowanie) oraz w dziedzinie warto$ci (kwanto-
wanie). Uzyskana w wyniku dyskretyzacji reprezentacja
sygnatu jest nastgpnie przetwarzana w celu uzyskania oce-
ny (estymatora) warto$ci prawdziwej mezurandu. Znie-
ksztalcenia towarzyszace dyskretyzacji wplywaja na do-
kladno$¢ wyznaczania mezurandéw.

Celem niniejszej pracy jest analiza wptywu kwantowa-
nia na dokladno$¢ wyznaczania wartoéci $redniokwadra-
towej wybranych klas sygnatow.

WARUNKI O]?TWARZALNOSCI
DLA WARTOSCI SREDNIOKWADRATOWE]

Podstawy teoretyczne

Za tworcg teorii kwantowania sygnatéw uwazany jest
Widrow. W publikacjach z konca lat 50-tych
i poczatku 60-tych Widrow sformulowat kilka waznych
twierdzen. Teoria Widrowa obowiazuje dla kwantowania
réwnomiernego w kwantyzatorze o nieograniczonym za-
kresie i sygnatu bedacego warto$cia ergodycznego procesu

stochastycznego. Z uwagi na ergodyczno$¢ procesu wnio-
ski wyplywajace z teorii mozna przenie$¢ na poszczegdlne
realizacje procesu, a wigc sygnaty losowe, ktére podlegaja
badaniu w praktyce.

Zainteresowanie przetwarzaniem a-c oraz zagadnie-
niem warunkéw odtwarzalno$ci dla kwantowania (warun-
kami odtwarzalnosci sa warunki, przy ktérych ze statystyk
wielko$ci skwantowanych mozna odtworzy¢ statystyki
wielko$ci pierwotnych) artykutowane na famach prestizo-
wych czasopism z dziedziny metrologii sktonity Widrowa
do sformutowania twierdzen jezykiem wspotczesnym i
ustosunkowania si¢ do niektérych pogladow [6].

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadzenia
pojecia funkcji charakterystycznej. Funkcja charaktery-
styczna jest transformata Fouriera funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa p(x) do dziedziny v ze zmiang znaku. Dla
sygnatu x poddanego kwantowaniu jest ona réwna

®,00)= [ ptrje™ax = Ele™] (1

Jedli charakterystyka kwantowania jest typu roundoff
(rys. 1), to funkcje charakterystyczna @,,(v) odpowiadaja-
ca sygnatowi po kwantyzacji moze by¢ okreslana na pod-
stawie wzoru [6]
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Rys. 1. Fragment typowej charakterystyki operacji
kwantowania réwnomiernego

Na rys. 2 przedstawiono przykladowe funkcje
charakterystyczne sygnatow x i x,.

Moment 2. rzgdu sygnatu x - w technice nazywany za-
zwyczaj wartoscia Sredniokwadratowa - moze by¢ wyzna-
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czony przez rézniczkowanie funkcji charakterystycznej ja-
ko

2
-2, ®

Twierdzenie teorii kwantowania Widrowa dotyczace
odtwarzalno$ci momentéw sygnatu ma postac [6]:
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Rys. 2. Funkcje charakterystyczne:
a) sygnatu x, b) sygnatu x,
Twierdzenie

Jezeli funkcja charakterystyczna ma ograniczong dzie-
dzing, czyli gdy

@,(v)=0 dla M>——-8 @

gdzie € jest dowolnie malg liczbg dodatnia, to wszystkie
istniejace momenty sygnatu x moga by¢ wyznaczone
z momentéw skwantowanego sygnatu x,,.

Mozna zauwazy¢, ze warunek (4) jest spelniony, gdy
funkcja charakterystyczna sygnatlu poddanego kwantowa-
niu ma ograniczong dziedzing lub gdy ¢ — 0, czyli ma
miejsce kwantowanie z nieskonczenie duza rozdzielczo$cia
(pomiar analogowy).

Zalozenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakte-
rystycznej bedace warunkiem dostatecznym odtwarzalno-
$ci dla kwantowania nie jest spetiane przez sygnaly rze-
czywiste. Oznacza ono bowiem, ze dziedzing funkcji gg-
stosci prawdopodobieristwa jest zbidr (—oo,+00), czyli ze
zbidr warto$ci sygnalu poddanego kwantowaniu jest nie-
ograniczony [1].

Zgodnie z teorig kwantowania w warunkach spetnienia
zalozenia twierdzenia stuszna jest zaleznosé [6]

E[x;]z E[x2]+-‘}]—;— (5)

Iaczaca warto$¢ $redniokwadratowa sygnatu z jej estyma-
torem uzyskanym na podstawie sygnatéw skwantowanych.
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Bledy kwantowania w pomiarach wartosci sred-
niokwadratowej wybranych klas sygnaléw

Obliczona na podstawie (2) i (3) warto$¢ Sredniokwa-
dratowa skwantowanego sygnatu x, przyjmuje postac
(2,5]
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Gdyby zaistnial warunek (4), to zalezno$¢ (6) przyjeta-
by posta¢ (5), co oznacza, ze sktadowa
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obciazenia (pozostata po uwzglednieniu poprawki Shep-
parda ¢°/ 12) przyjetaby wartosé réwna zero.

Istnieja sygnaly, ktére spetniajg zalezno$¢ (5), chociaz
nie mozna im przypisa¢ nawet przyblizonego spetnienia
warunkéw odtwarzalnosci wedtug Widrowa. Takim sygna-
fem jest sygnat losowy o prostokatnej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa

8
0, pozatym ®)

1724, x|<A
p(x)={ i
gdzie 2A jest wartoscia migdzyszczytowa sygnatu.

Sygnalowi temu odpowiada funkcja charakterystyczna
postaci

(D(v): sin Av ©)
Av
W wyniku prostych przeksztalcefi mozna otrzymaé wy-
razenie na odpowiadajace temu sygnatowi obcigzenie b.
Jest ono postaci

22 1)l+l
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Mozna wykazac, ze dla
=gl—?, Ke N\{0} (11)

b przyjmuje warto$¢ rowna zero.
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Jezeli zatem krok kwantowania ¢ sygnatu losowego
o rozkladzie prostokatnym stanowi podwielokrotnos¢ war-
tosci migdzyszczytowej, to spelniona zostanie zalezno$¢
(5). Oznacza to, ze zachodzi odtwarzalno$¢ wartosci $red-
niokwadratowej na podstawie sygnatu skwantowanego z
dokladnoécia do wartosci ¢° / 12 nazywanej poprawka
Shepparda.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla sy-
gnalu o rozktadzie normalnym

p(x)=

ktéremu odpowiada funkcja charakterystyczna postaci

exp (— x’ /262)

(12)
o271

<D(v)=exp(—0.5v20'2) (13)

Wzgledne obciazenie estymatora mozna wyrazi¢ jako
[3,4]

8(c/q)=b/0c?

= 22(- 1)’{2 +é(%)2 }xp{— 2(”7(”'}2} (14)

W tab. 1 zawarto przykladowe wartosci obcigzenia
(14), anarys. 3 jego zaleznos¢ w funkcji o /g.

Tab. 1. Wzgledne obcigzenie (14)

§(c/4q)
q9=0 q=20 q=30
8 .
-1,1-10 -3,1~102 -0,54

Jak wynika z tabeli obciazenie osiaga znaczace pozio-
my dopiero dla stosunkowo duzych wartosci kroku kwan-
towania (¢ > o). Stanowi to wyjasnienie znanego zjawiska
polegajacego na otrzymywaniu doktadnych ocen parame-
tréw sygnatu gaussowskiego juz przy niewielkich liczbach
pozioméw kwantowania.
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Rys. 3. Wzgledne obciqzenie estymatora wartosci
Sredniokwadratowej sygnatu gaussowskiego wynikajqce
z niespelnienia warunku odtwarzalnosci (§(c/q)) oraz

niezastosowania poprawki Shepparda (§,(c/q))
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Analogiczng analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla sygnatu
sinusoidalnego o amplitudzie A. Odpowiadajaca mu funk-
cja charakterystyczna ma postaé

3

o)=Y (1Y @) (av2) =J,(Av)

i=0

15)

przy czym Jo(Av) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju
rzedu 0.

Wzgledne obciazenie estymatora wartosci $rednio-
kwadratowej mozna wyrazi¢ wzorem [3, 4]

8(A7q)=b/0.5A°
S ), (2Am), a, (24m
_4';(1)[2(Am) JO( p )+ Am‘J'[ ; ﬂ(lé)

gdzie J ,(@) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju
q

rzedu 1.

Jak wynika ze wzoru (16) oraz rys. 4 wzgledne obcia-
zenie estymatora uzyskanego na podstawie skwantowanej
reprezentacji jest - po uwzglednieniu poprawki Shepparda
- oscylacyjnie thumiong funkeja stosunku A/q.
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Rys. 4. Wzgledne obciqzenie estymatora wartosci
Sredniokwadratowej sygnatu harmonicznego wynikajqce
z niespelnienia warunku odtwarzalnosci (5( A/q)) oraz

niezastosowania poprawki Shepparda (§,(A/q))

Warto zwr6ci¢é uwage (rys. 4), ze O6(A/q)moze
przyjmowac wartosci przewyzszajace znacznie obciazenie

Sua)=L(Asq)’ (17
wynikajace z nieuwzglednienia poprawki Shepparda q/12
w wyniku pomiaru.

Rozwazmy na koniec sygnat sinusoidalny wystgpujacy
w obecnosci szumu gaussowskiego. Funkcja charaktery-
styczna takiego sygnatu jest réwna iloczynowi funkcji cha-
rakterystycznych skfadowych i moze by¢ wyrazona zalez-
noscia

o(v)=J,(Av)exp(- c2?12) (18)

Warto$¢ $redniokwadratowa skwantowanego réwno-
miernie sygnalu jest rowna
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Elx?]= E[x2]+—1q—2—+b(A,a,a) (19)

przy czym [3, 4]

E[x2]=-"32-+ o2 (20)

b(A.0.q)= 23 (-1) l}a’ ¥ é(iﬂ%( ZAni]+

i=1 m q

, .\2
¥ Aijl[gﬂ }exp[—- 2(_729’_] } @1
m ' q q

Ze wzoru (21) wynika, ze warto$é $redniokwadratowa
E[xj sygnalu skwantowanego jest réwna sumie warto$ci

sredniokwadratowej A%2 + o sygnalu pierwotnego, po-
prawki Shepparda ¢%/12 i sktadnika b(A, 6,q) wynikajacego
z niespelnienia przez funkcjg @(v) warunku ograniczonej
dziedziny.

W charakterze przykladu - na rys. 5, 6 przedstawiono
obciazenie b(A,0,q) dla sumy sygnatlu harmonicznego
i zaktécenia gaussowskiego w funkcji A dla g=1 oraz
0=0;0.2q;0.3q,0.5g. Jest ono tlumiona oscylacyjna
funkcja amplitudy A, zanikajaca szybciej dla sygnatu
z zaktéceniem niz dla sygnatu niezakléconego.
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Rys. 5. Zaleznosé obciqzenia b(A,0,q) w funkcji A
dla 0=0igqg=1
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Rys. 6. Zaleznosé obcigzenia b(4,0,q) w funkcji A
dla 0=02q;03q;0.5qiq=1

PODSUMOWANIE

Funkcja  charakterystyczna  sygnalu  losowego
o rozktadzie prostokatnym nie spelnia warunku odtwarzal-
nosci Widrowa. Mimo to dla kroku kwantowania stano-
wigcego podwielokrotno$é warto$ci miedzyszczytowej za-
chodzi odtwarzalno$§é warto$ci $redniokwadratowej na
podstawie sygnatu skwantowanego z doktadnoscia do po-
prawki Shepparda ¢°/ I2.

Funkcja charakterystyczna sygnatu o rozkiadzie nor-
malnym spelia warunek ograniczonej dziedziny z dobrym
przyblizeniem i dlatego obciazenie estymatora wartosci
$redniokwadratowej osiaga znaczace poziomy dopiero dla
stosunkowo  duzych warto$ci kroku kwantowania

(g > o).

W pomiarze wartosci $redniokwadratowej sygnatu
harmonicznego obciazenie wynikajace z niespelnienia
przez funkcj¢ charakterystyczng sygnalu warunku ograni-
czonej dziedziny moze wielokrotnie przewyzsza¢ obciaze-
nie spowodowane nieuwzglednieniem poprawki Shepparda
do wyniku. ,

Towarzyszace sygnatowi harmonicznemu gaussowskie
zaklocenie moze wplywaé na zmniejszenie obciazenia wy-
nikajacego z niespelnienia warunkéw odtwarzalnosci dla
kwantowania.
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