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Punktowa zupetnos¢ i punktowa degeneracja
uktadow dyskretnych niecatkowitego rzedu

Wojciech Trzasko

Politechnika Biatostocka w Biatymstoku

Streszczenie: W pracy rozpatrzono liniowe stacjonarne uktady
dyskretne niecatkowitego niewspdtmiernego rzedu. Sformutowa-
no definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczajgce
punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji uktadéw dys-
kretnych standardowych oraz dodatnich. Rozwazania zilustrowa-
no przyktadami

Stowa kluczowe: punktowa zupetnosé, punktowa degeneracja,
niecatkowity niewspdtmierny rzad, uktad dyskretny, standardowy,
dodatni.

ktad dynamiczny, niepoddany wymuszeniu, jest na-
Uzywany punktowo zupelnym, jezeli kazdy zadany stan
koncowy mozna osiagnaé poprzez odpowiedni wybér stanu
poczatkowego. Uklad, ktoéry nie jest punktowo zupelny,
jest nazywamy punktowo zdegenerowanym. Pierwszy raz
pojecie punktowej zupelnosci i punktowej degeneracji dla
ciagltych ukladéw z opéznieniami wprowadzil Weiss (np.
[17)).

1. Wprowadzenie

W ostatnich latach coraz czesciej wykorzystuje sie teorie
rachunku rézniczkowego i réznicowego niecatkowitego
rzedu [11, 12, 18] w zagadnieniach modelowania zjawisk
fizycznych i projektowania regulatoréw. W monografii [9]
teorie ukladéw niecatkowitego wspdimiernego rzedu roz-
szerzono na uklady dodatnie ciagte i dyskretne.

W uktadach dodatnich skladowe wektoréw wymuszen,
warunkow poczatkowych, stanu i wyjscia przyjmuja tylko
wartosci nieujemne. Przyklady dodatnich ukladéw linio-
wych sa podane w monografii [10] oraz cytowanej tam
literaturze.

Sformutowany przez Weissa problem byl rozpatrywa-
ny w wielu pracach, np. [3, 13]. Problem punktowej zu-
pelnosci oraz punktowej degeneracji dodatnich uktadéw:
dyskretnych, ciggltych, z opdznieniami oraz niecatkowitego
rzedu zostal sformulowany i rozwiazany w pracach [1, 2,
8, 9, 16], za$§ w pracach [6, 7, 14, 15] zostal rozwiazany dla
ukltadéw dwuwymiarowych, w tym hybrydowych.

W niniejszej pracy rozpatrzymy uklady liniowe stacjo-
narne dyskretne, opisane réwnaniami réznicowymi niecal-
kowitego niewspéhmiernego rzedu, dla ktérych zostana na
poczatku podane warunki dodatnio$ci oraz zostanie wy-
prowadzona postaé¢ rozwigzania rownania stanu. Nastepnie
zostang podane definicje oraz warunki konieczne
i wystarczajace punktowej zupelnosci i punktowej degene-
racji takich ukladéw. Przy ich sformulowaniu wykorzy-
stamy rezultaty prac [1, 5, 9], po$wieconych dyskretnym
ukladom niecatkowitego wspdimiernego rzedu.

2. Uktad dyskretny niecatkowitego
rzedu

Niech ~ R™"
nxm o rzeczywistych elementach oraz R" =R"™.

bedzie zbiorem macierzy o wymiarach
Zbior
macierzy o wymiarach nxm, ktérych elementami sa licz-
by rzeczywiste nieujemne, bedziemy oznaczaé przez Ry,
przy czym R" =R"'. Zbiér liczb calkowitych dodatnich
bedziemy oznaczaé przez Z,, za$ macierz jednostkowsa
o wymiarach nxn przez I,.

Wezmy pod uwage dyskretny uklad liniowy, opisany
jednorodnym réwnaniem stanu niecalkowitego niewspol-
miernego rzedu [4, 5]

A%x(i +1) = Ax(i), (1)
gdzie
A%x, (i +1)
Ax(i+1)= eR", (1a)
A%x (i +1)
x(7)
x(i) = e R, (1b)
x, (1)
Ay Ay,
A=| Polemm, (1c)
Aql Aqq
przy czym
O<a;<1 dla j=l,..,q9, g<n, (2)
jest  niecatkowitym  niewspdlmiernym rzedem, za$

x;(i)e R (j=1,.,q) sa sktadowymi wektora stanu x(i)
oraz Ag;e R™™  n=n +-n
Natomiast [5, 9]

q

A x (i) = kio(—l)k(ifjxj(i—k), O<a <1, (3)

jest r6znica wsteczna niecatkowitego rzedu a;, przy czym

k=0
k=12 4)

9Ligens

1
(iJ @, (e ~1)-++(a; =k +1)
k!

W przypadku szczegdlnym, dla uktadu niecatkowitego
wspéimiernego rzedu, mamy
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o =0,==0a,=0a, (5)

q

przy czym 0<a<1. Wtedy réwnanie (1) upraszcza si¢ do
postaci [1, 9]
Nx(i +1) = Ax(i), (6)

ktora jest latwiejsza do analizy, i dlatego najczeSciej
w literaturze jest rozpatrywany tego typu model, np. [1, 9,
11, 12, 14, 18].

Zauwazmy, ze dla przypadku o;=1 mamy réznicg
wsteczng pierwszego rzedu i otrzymamy klasyczne réowna-
nie stanu ukltadu dyskretnego catkowitego rzedu

x;(i+1)=[4; A, 1x(0) +x; (D), (7)
Taki przypadek bedziemy okresla¢é mianem ukladu dys-
kretnego rzeczywistego rzedu.

Niech

ola)) = (—1)"*‘[02} k=12,... (8)

gdzie dwumian wyznaczamy z (4).
Uwzgledniajac definicje réznicy wstecznej (3), réwna-
nie (1) mozemy napisa¢ w postaci

i+1
X +1) = Agx() + LA —k+1), i€Z,  (9)
k=2

gdzie
Ay =A+a, (9a)

(7 = diag[allnl aqlnq ]E 9’{"){” (9b)

A =diagle ()], (e, 1€ R™, k=23,...(9%)

W przypadkach szczegdlnych,
— dla uktadu niecalkowitego wspétmiernego rzedu zalez-
nosci (9a) — (9¢) przyjmuja postaé:

Ay =A+al,, (10a)

A, =c, I, k=23,.. (10b)

przy czym wspélczynniki ¢, wyznacza sie z zaleznodci
(8) dla 0<ea<l,

— dla ukladu rzeczywistego rzedu w zaleznosciach (9b)
i(9c) dla @; =1 podstawiamy, odpowiednio

ajlﬂj :Inj (11&)

o(@)=0, k=23,.. (11b)

Z réwnania (9) wynika, ze uklad niecalkowitego nie-
wspélmiernego rzedu jest rownowazny ukladowi standar-
dowemu z rosnacg liczba opdznien, przy czym wspdlczyn-
niki ¢ (e;), k=23,..., maleja szybko do zera, gdy k
rosnie do nieskoniczonosci oraz dla dowolnych niecalkowi-
tych rzedow O<e; <1, j=1,..,q.

Twierdzenie 1. Rozwigzanie réwnania stanu (1) z wa-
runkiem poczatkowym x(0)=[x,(0) xq(O)]T¢0 ma
postaé

x(@) = D,;x(0). (12)
Macierze podstawowe (tranzycyjne) @, wyznacza sie
z zaleznoéci rekurencyjnej

_ i+l
D, =(A+a)D; + IZLZAk(Di—kH (13)

z warunkiem poczatkowym

d,=1, ®,=0 dla i<0, (14)

przy czym macierze wspllczynnikéw a i A, wyznacza
si¢ ze wzoréw (9b) i (9c¢).
Dowéd. Dowdd przeprowadzimy, podobnie jak w pracy
[9], korzystajac z przeksztalcenia (transformaty) Z funk-
cji dyskretnych.

Dokonujac obustronnej transformaty Z réwnania (9)
przy niezerowych warunkach poczatkowych, otrzymamy

i+l
2X(2)— 2%y = A X (D) + 3 A,z X (2), (15)
k=2

Po przeksztatceniach dostaniemy

] i+l i -1
X(Z): In_AEZ - ZAkZ Xo (16)
k=2
Niech

o il “k -l
I" - AaZ - Z AkZ =
k=2
woéwczas rownanie (16) mozemy napisa¢ w postaci
X(2)= YD)z " x,. (18)
i=0

Dokonujac odwrotnego przeksztalcenia Z otrzymamy
rozwigzanie réwnania réznicowego niecatkowitego rzedu
(1) w postaci (12).

Z definicji macierzy odwrotnej mamy

i+1 o .
{1n A=Y Akz’k}(z(biz”) =1, (19)
k=2 i=0
Poréwnujac wspdlczynniki przy tych samych potegach
zmiennej z ¥, k=01,..., w (19) otrzymamy
O,=1,, ©=4;, D,=A4;P +4,9, (20)

i w ogblnym przypadku zaleznosé (13). ]
Rozwigzanie (12) réwnania stanu ukladu (1) mozna

takze wyprowadzi¢ z zaleznosci (9), wyznaczajac bezpo-

$rednio kolejne wartosci x(i), i=0,1,2,...

Definicja 1. [9] Uklad niecalkowitego niewspdlmiernego

rzedu nazywamy dodatnim (wewnetrznie), jezeli dla do-
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wolnego nieujemnego wektora warunkéw poczatkowych
x(0)e R}, zachodzi x(i)e R} dla wszystkich ie Z, .

W monografii [9] wykazano, ze jesli niecalkowity rzad
a; jest z przedzialu 0<e¢; <1, to wspélezynniki ¢ (e;)
(8), k=1.2,..., sa dodatnie.
Lemat 1. Jezeli niecatkowity rzad ¢; spelnia zaleznos¢
0<ea; <1 dla kazdego j=1,..,q oraz

[A+a]le RY, (21)
to macierze ®; maja wszystkie elementy nieujemne, tzn.
D, eRY", ieZ,. (22)

Dowdd. Dowdd wynika wprost z zaleznosei (13) i (9a-9c¢).

Z powyzszych wlasciwosci oraz rozwiazania réwnania
stanu (12) wynika warunek dodatniosci ukladu (1).
Twierdzenie 2. Uklad (1) niecalkowitego niewspoéimier-
nego rzedu jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

0<a; <1, j=l..,q, g<n, (23)
A+ae R, (24)

gdzie macierz wspolczynnikéw @ ma postaé (9b).

Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe dla opisanych
wezesniej przypadkéw szcezegélnych, przy czym w macie-
rzy wspOlezynnikéw @ mnalezy uwzgledni¢é modyfikacje
opisane zalezno$ciami (10a) i (11a), odpowiednio.

3. Punktowa zupetnos$é i punktowa
degeneracja

Przy formulowaniu definicji punktowej zupelnosci i punk-
towej degeneracji oraz podaniu odpowiednich warunkéw
wykorzystamy rezultaty prac [1, 9] poswieconych dyskret-
nym ukladom ulamkowego rzedu (lub inaczej niecalkowi-
tego wspdlmiernego rzedu).

Standardowy uktad dyskretny

Definicja 2. [9] Uktad dyskretny niecalkowitego nie-
wspolmiernego rzedu jest punktowo zupelny w dyskretnej
chwili i=N 21, gdy dla kazdego wektora x, € ®" mozna
dobraé¢ wektor warunkéw poczatkowych x(0)e R" taki, ze
X(N) =[x, (N),....,x, (M) =x.

Definicja 3. [9] Uklad dyskretny niecalkowitego nie-
wspolmiernego rzedu jest

punktowo zdegenerowany

w dyskretnej chwili i=N =1, jezeli istnieje niezerowy
wektor ve R” taki, ze dla kazdego niezerowego wektora
warunkéw poczatkowych x(0)e R" rozwiazanie réwnania
(9) spelnia warunek v’ x(N)=v"[x, (N),-eosx, (M =o0.

7 zaleznoéci (12) dla i =N =1 mamy, ze x, =®yx(0).
Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze dla do-
wolnego wektora x, € R" réwnanie to ma rozwigzanie
x(0)=[(I>N]71x/ , jezeli rank®,y =n (tzn. det®, #0).
Twierdzenie 3. Uklad dyskretny niecalkowitego nie-
wspolmiernego rzedu jest punktowo zupelny w dyskretnej
chwili i=N >1 wtedy i tylko wtedy, gdy
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rank @ =n. (25)

Z powyzszego wynika, ze uklad (1) jest punktowo zdege-
nerowany w chwili i=N2=1 wtedy i tylko wtedy, gdy
warunek (25) nie jest spelniony. W takim przypadku
istnieje wektor ve R" taki, ze v x(N)=v"®,x(0)=0.
Zatem kierunek degeneracji
vid, =0.

7 powyzszego wynika warunek konieczny i wystarcza-

wyznacza sie ze wzoru

jacy punktowej degeneracji.
Twierdzenie 4. Uklad dyskretny niecatkowitego nie-
wspolmiernego

rzedu jest punktowo

w dyskretnej chwili i =N 21 wtedy i tylko wtedy, gdy

zdegenerowany

rank @ < n. (26)

Biorac pod uwage sposob wyznaczania macierzy @,
mozna tatwo wykazaé, ze prawdziwe sa ponizsze wnioski.
Whniosek 1. Punktowa zupelno$é¢ lub punktowa degene-
racja ukladu standardowego (1) niecalkowitego niewspdl-
miernego rzedu nie jest wlasnoScia niezmiennicza ze
wzgledu na chwile dyskretne i=N 21, w przeciwienstwie
do uktadéw dyskretnych catkowitego rzedu.

Whniosek 2. Twierdzenia 3 i 4 sqg prawdziwe dla ukladu
(6) niecatkowitego wsp6lmiernego rzedu oraz w przypadku
uktadu rzedu rzeczywistego (tzn. dla @; =1 mamy (7)).

3.1.1. Przyktad

Zbadaé¢ punktowa zupelnosé ukladu (1) niecalkowitego

niewspolmiernego rzedu: o =05, @, =0,6, o macierzy
stanu
a 0
A= , ae R (27)
0 —-05

Obliczajac Az, macierze wspdlczynnikéow 4, ze wzordw

(9a-9c) oraz macierze ®, ze wzoru (13), otrzymamy od-

a+05 0
Ay = ,
0 o0l

0,125 0 00625 0
4, = 4, =
0 012 0 00560

a+05 0
0 0,1

powiednio

<I>1=Aa={

2
d>2=Aa<I>1+A2={(a+O’S) +0,125 0 }

0 0,13
3 2
O, = 4D, + 40, + 4, <] +15a%+a+03125 0 |
0 0,0081

7 powyzszego oraz twierdzen 3 i 4 wynika, ze rozpa-
trywany uklad niecatkowitego niewspdhmiernego rzedu:
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— jest punktowo zupelny w chwili i=N =1 dla a #-0,5,
bowiem rank®, =2. Dla a=-0,5 uklad jest punktowo
zdegenerowany w kierunku v =[1,0]",

— jest zawsze punktowo zupelny w chwili i=2 dla do-
wolnej wartoéci wspélezynnika ae R,

— jest punktowo zupelny w chwili i =3 dla a #-0,7119,

rank®,=2. Dla a=-0,7119

bowiem manmy

a®+15a* +a+03125=0 i rank® 4, =1, zatem uklad
jest punktowo zdegenerowany.
Oznacza to, ze w rozpatrywanym ukladzie mozliwos¢
wyznaczenia wektora warunkéw poczatkowych x(0)e R”

dla dowolnego zadanego stanu koricowego x(N)=x, Scisle

zalezy od wartoéci wspdlczynnika a oraz chwili dyskret-
nej i=N=1.

Dodatni uktad dyskretny

Uogdlniajac definicje 2 i 3 na uklady dodatnie niecatkowi-
tego niewspotmiernego rzedu otrzymamy.

Definicja 4. [9] Dodatni uklad dyskretny niecalkowitego
niewspélmiernego rzedu jest punktowo zupelny w dys-
i=N>1,
x, € R mozna dobra¢ wektor warunkéw poczatkowych
x(0)e R taki, ze x(N)=[x,(N),....x,(M]" =x, .

kretnej chwili gdy dla kazdego wektora

Definicja 5. [1] Dodatni uklad dyskretny niecalkowitego
niewspélmiernego rzedu jest punktowo zdegenerowany
w dyskretnej chwili i=N =1, jezeli istnieje przynajmniej
jeden stan koficowy x,e R, ktéry nie jest osiagalny
w N krokach z poczatkowego
x(0)e R, tzn. nie istnieje liczba naturalna N i niezero-

dowolnego  stanu

wy wektor warunkéw poczatkowych x(0)e R’ takie, ze

X(N) =[x, (N),....x,(M)] =x,.

Ze wzoru (12) i definicji (4) wynika, ze (25) jest tylko
warunkiem koniecznym punktowej zupelnosci w chwili
i=N 21 dodatniego uktadu (1).

Twierdzenie 5. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego

niewspélmiernego rzedu jest punktowo zupeiny

a) dla kazdej zadanej dyskretnej chwili i=N 21 wtedy

i tylko wtedy, gdy macierz Az € RY" jest nieosobli-
wa macierza diagonalna,

b) dla kazdej zadanej dyskretnej chwili i=N =2 wtedy
itylko wtedy, gdy macierz Aze R jest osobliwg
macierza diagonalna.

Dowéd. Z zaleznosci (12) dla i=N2>1

x;=®yx(0). Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wyni-

mamy, ze

ka, ze dla dowolnego wektora x,€R"réwnanie to ma
rozwiazanie x(0)=[<lJN]71xf, jezeli rank®, =n lub réw-
nowaznie det®, #0. Aby uzyska¢ warunek dodatniosci
wektora stanu poczatkowego x(0)e R’, musi byé spelnio-
ny warunek [@,]"'e R przy dowolnym xpe R
Ogblnie wiadomo, ze macierz [®,]" € R™" wtedy i tylko
wtedy, gdy @, e RT" jest macierza monomialng. Ze
sposobu wyznaczania macierzy ®; (patrz wzér (13)) oraz
struktury macierzy dodatnich wspélczynnikéw o i 4,
(wzory (9b) i (9c)) wynika, ze aby @; byla macierza
monomialna dla i=N 21, macierz Ay € Ry musi byé
nieosobliwa macierza diagonalna. Zatem ze wzoru (9a)

wynika, ze macierz stanu A4 musi by¢ diagonalna, aby
uklad (1) byt zupelny.
Az € R jest osobliwa macierza diagonalna, to dla

punktowo Jezeli macierz
i=N=1 nie jest spelniony warunek konieczny (25), tzn.
rank®, <n lub réwnowaznie det®, =0. Natomiast ze

wzoru (13) wynika, ze w tym przypadku @; bedzie nie-

osobliwa macierza diagonalng dla kazdego i=N2>2 i
rozpatrywany uklad jest punktowo zupelny dla kazdej
chwili i=N2>2. |

Z twierdzenia 4 wynika, ze (26) jest warunkiem dosta-

tecznym punktowej degeneracji dodatniego ukladu (1).
7 powyzszych rozwazan i twierdzenia 5 wynika nastepuja-
cy warunek konieczny i wystarczajacy punktowej degene-
racji.
Twierdzenie 6. Dodatni uktad dyskretny niecatkowitego
niewspélmiernego rzedu jest punktowo zdegenerowany w
i=N21 wtedy i tylko wtedy, gdy
nie jest macierza monomialna.

dyskretnej chwili
D, e R

Biorac pod uwage sposob wyznaczania macierzy @,
mozna latwo wykazaé, ze prawdziwe sa ponizsze wnioski.
Whiosek 3. Twierdzenie 5 jest prawdziwe dla ukladu (6)
niecalkowitego wspoétmiernego rzedu. W przypadku ukta-
du rzedu rzeczywistego (7) Twierdzenie 5 jest prawdziwe
tylko dla punktu a), przy czym 4z e RY" (9a) moze by
macierza quasi-diagonalna, tzn. dla calkowitego rzedu
a; =1 podmacierz Ajj""]n_, moze by¢é macierza mono-
mialng.

Mozna tlatwo wykazaé, ze dla catkowitego rzedu
a;=1 w macierzy blokowej ®; (13) mamy podmacierz
(Djj(i):(Ajj+1nj)’. Jest ona monomialna dla i=1.2,...
wtedy i tylko wtedy, gdy podmacierz Ajj+1nj69?zfxn-"
jest monomialna.

Zauwazmy, ze jezeli osobliwo$¢ macierzy diagonalnej
Ay e R wynika A
noxn

Ay +1n]_ eR/7 dla catkowitego rzedu «; =1, to w tym

osobliwo$ci ~ podmacierzy

przypadku @, nie bedzie nieosobliwg macierza quasi-
diagonalng dla i=N 22, poniewaz z (11a - 11b) wynika,

ze w macierzach 4, (9¢) mamy ¢;(e;)=0 dla k=23,...

3.1.2. Przyktad

Zbadaé¢ punktowa zupelmosé ukladu (1) niecalkowitego
niewspolmiernego rzedu: o; =0,5, o, =3 =0,6, o macie-
rzy stanu

00
10 (28)
0 0 2

Obliczajac 4, macierz wspélczynnikéw 4, ze wzordw

(9a - 9c) oraz macierze @, ze wzoru (13), otrzymamy

0 o0 0
A; =10 1+, 0 |
0 0 2+¢

A, =diagloy(1-09)/2 o,(1-,)/2 o,(1-0,)/2]=
=diag[0,125 0,12 0,12]
Ay = diagl[0,0625 0,056 0,056],...
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0 0 O
O, =4=0 L6 0
0 0 26
0,125 0 0
O, =40, +4,=| 0 268 0 |...
0 0 3,68
Rozpatrywany uklad jest dodatni, gdyz

Az € RS Macierze podstawowe @, sa nieosobliwymi
macierzami diagonalnymi o nieujemnych elementach dla
i>2.

7 powyzszego oraz z twierdzen 5 i 6 wynika, ze badany
uktad niecatkowitego niewspotmiernego rzedu:

— nie jest punktowo zupelny w chwili i=N =1, bowiem
rank®, =2, czyli macierz @, jest osobliwa. W takim
przypadku uktad jest punktowo zdegenerowany w kie-
runku v = [l,O,O]T,

— jest zawsze punktowo zupelny dla kazdej chwili dys-
kretnej i =N 2 2.

Oznacza to, ze w rozpatrywanym ukladzie istnieje
mozliwo$¢ wyznaczenia nieujemnego wektora warunkéw
poczatkowych x(0)=[®,]'x r€R} dla dowolnego zada-
nego stanu koiicowego x(N)=x,e R} wtedy i tylko
wtedy, gdy i=N 22.

Dowolny nieujemny stan koncowy

x(2) =[x, 5,1 =[x, x,.%5,] e R (29)

mozna najwczesniej osiagna¢ w drugiej dyskretnej chwili,
wychodzac z nieujemnego warunku poczatkowego

8 0 0 Xy 8xy,
x(0)=[®,]"'x(2)=|0 03731 0 |x,, |=|03731lx,, |eR].
0 0 02717 x5, | |02717x;,

4. Uwagi konncowe

W  pracy rozpatrzono problem punktowej zupelnosci
i punktowej degeneracji liniowych stacjonarnych uktadéw
dyskretnych niecatkowitego niewspdimiernego rzedu,
opisanych jednorodnym réwnaniem stanu (1), ktére moze
by¢ zapisane w postaci (9).

Sformutowano podstawowe definicje oraz podano wa-
runki konieczne i wystarczajace punktowej zupelnosci
i punktowej degeneracji ukladu niecatkowitego niewspol-
miernego rzedu: standardowego oraz dodatniego. Podano
tez wnioski dla przypadkéw szczegdlnych: ukladu niecal-
kowitego wspélmiernego rzedu oraz rzeczywistego rzedu.

Powyzsze rozwazania mozna latwo uogdlni¢ na dwu-
wymiarowe uklady dyskretne niecatkowitego niewspdl-

miernego rzedu oraz uklady z opdznieniami.

Praca finansowana ze $rodkéw Narodowego Centrum
Nauki w ramach projektu badawczego G/WE/1/2011

Bibliografia

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bustowicz M., Punktowa zupelnosé i punktowa dege-
neracja liniowych uktadow dyskretnych utamkowego
rzedu. ,Zesz. Nauk. Politechniki Slaskiej”, ser. Auto-
matyka, nr 151, 2008, 17-29.

Bustowicz M., Kociszewski R., Trzasko W., Punktowa
degeneracja i punktowa zupetnosé liniowych dodatnich
uktadow dyskretnych z opdénieniami. ,Zesz. Nauk.
Politechniki Sl@skiej”, ser. Automatyka, vol. 145,
2006, 51-56.

Choundhury A. K., Necessary and sufficient condi-
tions of pointwise completeness of linear time-
tnvariant delay-differential systems, ,Int. J. Control”,
vol. 16, no. 6, 1972, 1083-1100.

Drzielinski A., Sierociuk D., Observer for discrete
fractional order systems. [w] Proc. of the 2 IFAC
Workshop on Fractional Differentiation Applications,
2006, Portugalia, 524-529.

Guerman S., Djennoune S., Bettayeb M., Controlla-
bility and observability of linear discrete-time frac-
tional-order systems. ,Int. J. Appl. Math. Comput.
Sci.”, vol. 18, no. 2, 2008, 213-222.

Kaczorek T., Pointwise completeness and pointwise
degeneracy of standard and positive hybrid systems
described by the general model. “Archives of Control
Sciences”, vol. 20, nr 2, 2010, 121-131.

Kaczorek T., Pointwise completeness and pointwise
degeneracy of standard and positive Roesser models.
»PAK” vol. 56, nr 2, 2010, 163-165.

Kaczorek T., Bustowicz M., Pointwise completeness
and pointwise degeneracy of linear continuous-time
fractional order systems. ,JAMRIS”, vol. 3, nr 1,
2009, 8-11.

Kaczorek T., Wybrane zagadnienia teorii ukliadow
niecatkowitego rzedu, Oficyna Wydawnicza Politech-
niki Biatostockiej, Biatystok, 2009.

Kaczorek T., Positive 1D and 2D Systems. Springer-
Verlag, London, 2002.

Miller K. S., Ross B., An Introduction to the frac-
tional calculus and fractional differential equations.
Willey, New York, 1993.

Podlubny 1., Matriz approach to discrete fractional
calculus. ,An International Journal for Theory and
Applications”, vol. 3, no 4, 2000, 359-386.

Popov V. M., Pointwise degeneracy of linear time-
invariant delay-differential equations. ,J. Diff. Equa-
tion”, vol. 11, 1972, 541-561.

Trzasko W., Wzgledna punktowa zupelnosé dodatnich
uktadow cigglo-dyskretnych niecatkowitego rzedu. Au-
tomation 2011, ,,Pomiary — Automatyka —Robotyka”,
nr 2, 2011, 528-537.

Trzasko W., Wzgledna punktowa zupelnosé dodatnich
uktadow cigglo-dyskretnych. Automation 2009, ,Po-
miary — Automatyka —Robotyka”, nr 2, 2009, 455-
464.

Trzasko W., Bustowicz M., Kaczorek T., Pointwise
completeness of discrete-time cone systems with de-
lays. [w] Proc. of EUROCON 2007, IEEE Xplore,
606-611.

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2012



NAUKA

17. Weiss L., Controllability for various linear and nonli-
near systems models, Lecture Notes in Mathematics,
vol. 144, Seminar on Differential Equations and Dy-
namic System, Springer Verlag, 1970, 250-262.

18. Vinagre B. M., Fractional Calculus Fundamentals.
Tutorial Workshop #2. [w] Fractional Calculus Ap-
plications in Automatic Control and Robotics, 41

IEEE Conference on Decision and Control, Las Ve-

gas, 2002. H

Pointwise completeness and pointwise degen-
eracy of fractional discrete-time systems
linear discrete-time

Abstract: In the non-

commensurate fractional-order systems is considered. Definitions

paper the

and necessary and sufficient conditions for the pointwise com-
pleteness and pointwise degeneracy of standard and positive
systems are given. The considerations are illustrated by exam-
ples.

Keywords: pointwise completeness, pointwise degeneracy, non-
commensurate fractional-order, standard, positive, discrete-time
system
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