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Kryteria obserwowalnosci uktadéw dyskretnych
singularnych niecatkowitego rzedu

Rafat Kociszewski
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Streszczenie: W pracy rozpatrzono zagadnienie obserwowalno-
$ci dyskretnych uktadéw singularnych, opisanych w przestrzeni
stanu réwnaniem rzedu niecatkowitego. Pokazano, ze przy pew-
nych warunkach oceny obserwowalnosci tego uktadu mozna
dokonaé, stosujgc kryteria znane dla standardowych uktaddéw
rzedu catkowitego. Rozwazania teoretyczne zilustrowano przy-
ktadem liczbowym.

Stowa kluczowe: obserwowalno$¢, singularny, uktad dyskretny,
rzad niecatkowity

bserwowalno$é jest jednym z podstawowych zagadnien

dotyczacych wlasciwosci obiektu sterowania. Studium
problematyki obserwowalnosci rozpoczeto sie w latach
60. ubieglego wieku. Warunki obserwowalnosci, w odnie-
sieniu do liniowego ukladu dynamicznego -catkowitego
rzedu, zostaly po raz pierwszy sformulowane w pracy [6].
Obecnie literatura zwiazana z zagadnieniem obserwowalno-
Sci liniowych ukladéw ciaglych, dyskretnych z op6znienia-
mi lub bez opdznien jest bardzo obszerna.

Do modelowania pewnych proceséw wystepujacych nie
tylko w naukach technicznych wykorzystuje sie opis za
pomoca réwnan, ktére reprezentuja tzw. uktady singular-
ne. Umozliwiaja one dokladniejsze przedstawienie istnieja-
cych tam zjawisk [9]. Analiza problemu obserwowalnosci
ukladéw singularnych byla rozpatrywana np. w pracach [1,
2, 3, 8, 10]. W ostatnich kilku latach mozna zaobserwowaé
intensywny rozwoj teorii ukladéw niecalkowitego rzedu.
Problem stabilnosci, punktowej zupelnosci czy degeneracji,
a takze wiele innych rezultatéw z zakresu analizy tej klasy
uktadéw dynamicznych mozna znalezé w monografii [4].

W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem ob-
serwowalnoéci ukladéw dyskretnych singularnych standar-
dowych niecatkowitego rzedu .

1. Sformutowanie problemu
g{nxm

o elementach rzeczywistych oraz

Oznaczenia: — zbiér macierzy rozmiaru NXm

R" =R, Z, — zbibr
liczb calkowitych dodatnich, | - macierz jednostkowa
nxn.

WeZmy pod uwage dyskretny uktad singularny opisany

n

ponizszymi réwnaniami [5]

EA”X,, = Ax, +Bu,, ieZ,, (1)

+

Y, =Cx (2)

gdzie 0 <<l jest rzedem niecatkowitym (utamkowym),
X €R", U eR", y, e R” sa wektorami stanu, wejécia
(wymuszenia) i wyjscia Ae R™,
Be R™™, Ce R™". Réznica niecatkowitego rzedu zdefi-
niowana jest nastepujaca zalezno$cia

(odpowiedzi), za$

A%X, = g (-D)* [i{] X, (3)

przy czym
; 1 dla k=0
[k] = C((O(—l)..léfa—k-i-l) dla k=12,... @

Zakladamy, ze rzad « w réwnaniu (1) jest jednakowy
dla wszystkich zmiennych stanu oraz ze pek (E,A) jest
regularny, tj.

det[Ez—- A]#0 (5)

dla pewnego ze€ C (cialo liczb zespolonych). Przy spel-
nieniu warunku o regularnoéci peku zawsze istnieje para
nieosobliwych macierzy P,Qe R™" taka, ze

I 0 A 0
g o ] o

gdzie N, jest réwne rzedowi wielomianu det[Ez— A],
A€ R
(o zerowych warto$ciach wlasnych) z indeksem nilpotent-
nosci 4 (N*=0; N**#0) oraz n,+n, =n.

Mnozac lewostronnie (1) przez macierz Pe R™" oraz

natomiast N  jest macierza nilpotentna

definiujac nowy wektor stanu

<@
- X _ = =
X = |:7(2):| =Q7'x, XV e R", X e R (7)

otrzymamy

PEQQ'A“X,,, = PEQA“Q X, =
= PAQQ™x, + PBU,
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oraz

0] [x2]_[A ox0]. T8
o el Lk

gdzie

Bl xm nyxm
B =PB, B e ®™", B,e R" (10)

2

za$ w przypadku réwnania wyjscia (2) mozemy napisaé

Yi(l)
yi = [Cl C2]|:Yi(2):| (11)

gdzie

[C, C,]=CQ, C,e R*™, C,e R™™ (12)

Réwnanie (9) oraz (11) mozna napisa¢ w ponizszych
postaciach

a)

A"XE) = AXY + B, (13)
y® =Cx® (14)
b)
NA“XE =% + By, (15)
@ =c,x? (16)
przy czym
y, =y +y® =Ccx® +C,x? (17)

Uklad singularny (1), (2) zostal zdekomponowany na
dwa niezalezne poduklady: a) — uklad regularny (standar-
dowy) niecalkowitego rzedu, b)
z nilpotentna macierza N.

— uklad $cisle singularny

Zauwazmy, ze powstale po dekompozycji uklady sa
niezalezne pod wzgledem dynamiki, ale sygnal wyjsciowy
ukladu (1), (2) jest suma sygnaldéw poszczegdlnych pod
uktadéw.

Bez starty ogdlnosci dalszych rozwazan, podobnie jak
w ukladach rzedu catkowitego przyjmiemy, ze wymuszenie

u;, =0.

Definicja 1. Uklad singularny niecalkowitego rzedu (1),
(2) nazywamy obserwowalnym, jezeli istnieje taka chwila
t, , ze znajac odpowiedz uktadu Y; dla t€[0,t,], mozemy
jednoznacznie wyznaczy¢é dowolny stan poczatkowy X,
tego uktadu.

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest podanie kryte-
ridow obserwowalnoéci dyskretnego ukladu singularnego
niecatkowitego rzedu (1), (2).

2. Gtéwny rezultat

Wezmy pod uwage uklad standardowy niecatkowitego
rzedu (13), (14). Rozwigzanie réwnania (13) ma postaé [5]

i-1
v —p v
X =DX +Zq)i—k—lBluk

(18)
k=0
gdzie macierz tranzycji @, jest okre$lona zaleznoscia
i+1 e o
D, =DA,+ Z(_l) K Dy (19)
k=2
przy warunku poczatkowym @, = |nl , zas
A,=A+ Inla (20)

Natomiast rozwigzanie réwnania (15) ukladu $cisle
singularnego przy N =0 ma postaé [5]
x? =-Bu, iez, (21)
Podstawiajac (18) do réwnania wyjscia (14) oraz pod-
stawiajac (21) do (16) otrzymamy odpowiednio

i-1

Yi(l) = Clq)iio(l) + Clzq)i—k—lBlukii(l) (22)
k=0

yi(Z) =-C,B,y, (23)

Poniewaz zgodnie z wczedniejszym zalozeniem uj = 0,
wiec z powyzszych réwnan mamy

y» =C,d x" (24)

Uwzgledniajac (24), (25) oraz biorac pod uwage zalez-
noéé (17), mozna stwierdzié, ze przy uj = 0 na odpowiedz
ukladu singularnego niecalkowitego rzedu (1), (2) sklada-
ja sie wartosci odpowiedzi tylko ukladu regularnego nie-

) _ C X(l)
i 1M
uwage definicje 1, mozna stwierdzié, ze o obserwowalnosci

catkowitego rzedu, tj Y; = Biorac z kolei pod
ukladu singularnego niecatkowitego rzedu (1), (2) nalezy
wnioskowaé na podstawie obserwowalnosci uktadu regular-
nego (13), (14), bowiem do odtworzenia stanu poczatkowe-
) Co . _ W

go X, potrzebna jest znajomos¢ Y, =Y;”.

Wyznaczajac kolejne wartoéci odpowiedzi (24) otrzy-
mamy uklad réwnan z niewiadoma 7&1) , .

1 <
y(()) = Clxo( )
@ _ v @
=GP X
@ _ o)
2 =G0, (26)

o — w®
yn1 -1 Cl(D m-1 XO
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ktéry mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

Yo C,

yl Clq)l

Y, |=Sx, S=| C®, (27)
_ynl—l_ _Clq)nl—l_

Kryteria obserwowalnosci ukladu singularnego (1), (2)
mozna sformulowaé¢ w podany nizej sposob.

Twierdzenie 1. Uklad singularny niecatkowitego rzedu
(1)(2) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

rankS =n (28)
Dowéd. Dowdéd przebiega podobnie jak w pracy [11].

Twierdzenie 2. Uklad singularny niecalkowitego rzedu
(1)(2) jest obserwowalny wtedy, gdy

rank S =n,, (29)
gdzie
P
ClAia
S=| CA" | Av=(A+le)  (0)

_Cl(Aia)nl_l_
Dowdd. Dowdd przebiega podobnie jak w pracy [11].
Z podanych wczesniej przeksztalcen uktadu singularne-

go (1), (2)
nastepujaca zaleznoscia

@)
YO :Q|:X0 :|€ EKn

(2)
XO

wynika, ze stan poczatkowy jest okreslony

(31)

Poniewaz odpowiedZ (25) jest réwna zero, wiec stan
X((JZ) =0 (nie generuje on odpowiedzi ukladu przy tym
zalozeniu). Oznacza to, ze do odtworzenia wektora (31)
potrzebna jest informacja o wartosciach odpowiedzi (24),

, L . )
ktéra wywolywana jest warunkiem poczatkowym Xj
(13), (14)
Przy zarejestrowanym ciaggu odpowiedzi tego ukladu, jego

standardowego ukladu niecalkowitego rzedu

stan poczatkowy mozemy wyznaczyé w oparciu o podany
nizej warunek.
Twierdzenie 3. Jezeli uklad singularny niecatkowitego
rzedu (1), (2) jest obserwowalny, to stan poczatkowy tego
uktadu mozna wyznaczy¢ korzystajac ze wzoru

%) =[STS]STy (32)

(indeks T oznacza transpozycje macierzy), a nastepnie
korzystajac z zaleznosci (31).

Dowdd. Dowéd w przypadku (32) przebiega podobnie, jak
w pracy [7].

2.1.Przyktad

Nalezy sprawdzi¢ obserwowalno$é¢ ukladu singularnego
niecatkowitego rzedu opisanego réwnaniami stanu (1), (2)
przy U; =0 o macierzach [5]

-1 -1 -1 08 17 28
E=| 2 4 2|, A={04 08 14|,
(33)
1 4 1 22 46 22
C=[2 0 —1]
w pPOWYyZSzym ukladzie n=3, p=1.Niech

rzad o = 0.7.
Macierze P, Q dla rozwazanego ukladu maja postaé [5]

L 1 -2 5 -2 1 -1
P=—/-2 4 11,Q=| 10 0| (1)
4 3 =2 0 0 1

Po zastosowaniu macierzy (34) do uktadu (1), (2)
opisanego macierzami (33) otrzymamy

PEQ =

PAQ =

cQ=[-4 2 -3]=[c, C,]

Sprawdzimy obserwowalno$é¢ ukladu (13), (14), ktéry
jest opisany za pomoca ponizszych réwnan

0.1 1
AYX® — A x® — x®
i+l Ai i 0 02 i

yO =CxXO =[-4 2]x®

(36)

Obliczajac macierz S (obserwowalnoéci) (27) otrzy-

s | & 4 2
|lc®,| |32 -22

{0.8 1}
@ =A,=(A+1,07)=

mamy

(37)

0 09

Poniewaz rankS=n, =2, wiec rozpatrywany uklad
jest obserwowalny na mocy twierdzenia 1. Latwo spraw-
ze w

dzié, rozwazanym przypadku warunek podany
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w twierdzeniu 2 réwniez bedzie spelniony, gdyz struktura
macierzy S ze wzgledu na @, = A jest taka sama, jak
macierzy S (37).

Zalézmy, ze odpowiedz ukladu (36) jest nastepujaca

Y = |:£71} e R?

Wyznaczymy warunek poczatkowy 70(1) tego uktadu,

(38)

a nastepnie stan poczatkowy (31) ukladu singularnego
o macierzach (33). Po dokonaniu niezbednych podstawien
do wzoru (32) mamy

(39)

ORI -15
fo(l) — [ST S]fl ST yi(l) =|: 1i| c 9’{2

Stan poczatkowy rozpatrywanego ukladu singularnego
(1)(2) przy rzedzie ¢ =0,7 o macierzach (33) odtworzo-
ny na podstawie wartosci odpowiedzi ukladu regularnego
(38) ma postaé

oo [-2 1 -] -15 2
i0:Q|:X?2):|: 10 0f -1]|=|-15/e®® (o)
% o0 1/ o 0

3. Uwagi konicowe

W pracy rozpatrzono problem obserwowalnosci uktadéw
singularnych dyskretnych, opisanych w przestrzeni stanu
rOwnaniami niecalkowitego rzedu. Rozwazono pewien
przypadek szczegdlny, w ktérym jezeli dokonamy dekom-
pozycji ukladu singularnego i uzyskamy uklad o réwna-
niach (15), (16) z macierza N =0, wéwczas o obserwo-
walnosci ukladu (1), (2) mozna wnioskowaé na podstawie
obserwowalnos$ci uktadu regularnego niecatkowitego rzedu
opisanego réwnaniami (13), (14).

Przedstawione rozwazania mozna uogdlni¢ na przypa-
dek ukladu singularnego opisanego za pomoca réwnan
o roznych wartosciach & dla kazdej zmiennej stanu. Moz-
liwe jest takze uogdlnienie podanych rozwazan na klase
dodatnich singularnych uktadéw dyskretnych niecatkowi-

tego rzedu.

Prace wykonano w ramach grantu NN 514 6389 40 finansowanego

przez Narodowe Centrum Nauki.
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Observability conditions of discrete-time
singular fractional systems

Abstract: The paper presents a problem of observability of dis-
crete-time singular fractional systems. It has been shown that
after decomposition of considered system into two independent
systems: regular (standard) fractional system and singular system
(with a nilpotent matrix N) observability conditions can be formu-
lated in reference to standard fractional discrete-time system.
Proposed approach is possible to use if the matrix N=0. The
considerations are illustrated by a numerical example.

Keywords: observability, singular, discrete-time, fractional order
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