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Streszczenie: W pracy rozpatrzono problem regulacji położenia 
wału silnika prądu stałego o napięciu znamionowym 24 V, obcią-
żonego kołem zamachowym. Do sterowania wykorzystano regu-
lator PD ułamkowego rzędu, zaimplementowany w urządzeniu 
National Instruments NI ELVIS II programowanym w środowisku 
LabView. Wykorzystując klasyczną metodę podziału D, podano 
prostą analityczno-komputerową metodę wyznaczania obszarów 
stabilności na płaszczyźnie parametrów rozpatrywanego regula-
tora. Znajomość tych obszarów pozwala na proste obliczenie 
nastaw regulatora, przy zapewnieniu określonego zapasu stabil-
ności fazy układu regulacji. 
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1. Wstęp 
W ostatnich latach obserwuje się wzrost zainteresowania 
układami dynamicznymi opisanymi równaniami różniczko-
całkowymi niecałkowitego rzędu (por. np. [4, 7, 9, 12]). 
Regulator PID niecałkowitego rzędu, określony jako 
PIλDμ, został zaproponowany w pracach [15, 16]. W regu-
latorze tym rząd całkowania λ oraz różniczkowania μ są 
w ogólnym przypadku dowolnymi nieujemnymi liczbami 
rzeczywistymi. Problem doboru nastaw regulatorów nie-
całkowitego rzędu rozpatrywany był m.in. w pracach [5, 6, 
8, 10, 11, 18, 23]. W pracy [18] podano analityczno-
komputerową metodę wyznaczania obszarów stabilności 
w przestrzeni parametrów regulatora PIλDμ dla zadanych 
wartości zapasów stabilności modułu i fazy. Rozpatrywany 
był model obiektu regulacji w postaci członu inercyjnego 
ułamkowego rzędu z opóźnieniem.  
 W celu realizacji technicznej regulatora PID niecałko-
witego rzędu najpierw dokonuje się aproksymacji transmi-
tancji opisującej regulator za pomocą funkcji wymiernych, 
a następnie wyznacza się realizację wymiernej transmitan-
cji aproksymującej. Metody wyznaczania aproksymacji 
transmitancji niecałkowitego rzędu opisane są np. w pra-
cach [12–14, 20–22]. Najczęściej jest to postać kanoniczna 
filtru cyfrowego o nieskończonej odpowiedzi impulsowej 
(filtr IIR, ang. Infinite Impulse Response). Taki algorytm 
sterowania może być bezpośrednio zaimplementowany 
w mikroprocesorze lub sterowniku programowalnym  
[13, 14]. 

 W niniejszej pracy zostanie przedstawiona regulacja 
położenia wału silnika prądu stałego obciążonego kołem 
zamachowym będącego składnikiem systemu QUANSER 
DCMPC (ang. DC Motor Position Control). Do sterowa-
nia wykorzystywany będzie regulator PD ułamkowego 
rzędu zaimplementowany w urządzeniu National Instru-
ments NI ELVIS II programowanym w środowisku Lab-
View. Synteza parametryczna regulatora będzie przepro-
wadzona za pomocą zaproponowanej metody wyznaczania 
obszarów stabilności w przestrzeni parametrów regulatora, 
przy zapewnieniu określonego zapasu stabilności fazy 
układu regulacji. 

2. Obiekt regulacji 
NI ELVIS jest kompaktowym urządzeniem przeznaczonym 
do celów naukowo-badawczych, integrującym 12 wirtual-
nych instrumentów pomiarowych, które mogą być wyko-
rzystywane przez inżynierów i badaczy w procesie groma-
dzenia, analizy i wizualizacji danych. W zestawie znajdują 
się m.in. multimetr, oscyloskop, analizator widma, narzę-
dzia badania charakterystyk częstotliwościowych itp. 
Integracja tych urządzeń umożliwia również programowa-
nie zautomatyzowanych procesów akwizycji danych i ich 
analizy, a w przypadku zadań regulacji procesów realizację 
algorytmów sterowania. Językiem programowania jest 
środowisko LabVIEW, umożliwiające budowanie aplikacji 
w sposób graficzny. 
 
 

Rys. 1. System DCMPC i obiekt sterowania: 1) silniki DC,  
2) enkoder, 3) obudowa zespołu silnika, 4) koło zama-
chowe 

Fig. 1. DCMPC System and controlled object: 1) DC motor, 
2) encoder, 3) motor metal chamber, 4) inertial load 
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 System DCMPC zawiera silnik prądu stałego DC jako 
serwomechanizm obciążony kołem zamachowym. System 
zawiera również wzmacniacz sygnałowy, którego napięcie 
wyjściowe zasila silnik. Silnik sterowany jest napięciem 
±24 V DC z maksymalną wartością prądu 1,5 A. Na wale 
silnika zainstalowano optyczny enkoder do określania 
aktualnej pozycji wału. Rozdzielczość enkodera umożliwia 
pomiar pozycji wału z dokładnością 0,0879°/impuls.  
 Identyfikacja parametrów modelu silnika została prze-
prowadzona w warunkach wymuszenia silnika sygnałem 
skokowym o amplitudzie 2 V w układzie otwartym. Na 
rys. 2 pokazano odpowiedź układu zarejestrowaną z cza-
sem próbkowania 5 ms. Z rysunku wynika, że rzeczywisty 
obiekt ma charakter astatyczny i można go opisać mode-
lem o transmitancji operatorowej 
 

 (1)  
 
gdzie K jest wzmocnieniem, zaś T – stałą czasową. 
 

 
Rys. 2. Charakterystyka skokowa obiektu sterownia i jego modelu 

przy skoku o wartości 2 V  
Fig. 2. Step responses of plant and its model with step input 2 V 

 Otrzymaną eksperymentalnie charakterystykę skokową 
obiektu regulacji przybliżono charakterystyką skokową 
modelu (1) przy K = 35, T = 0,15. Charakterystykę 
modelu (1) dla podanych wartości parametrów pokazano 
na rysunku 2. 
 
3. Regulator PID niecałkowitego rzędu 
Regulator PID niecałkowitego rzędu został zaproponowa-
ny w pracach [15, 16] jako uogólnienie klasycznego regula-
tora PID [2, 17]. Regulator ten zawiera integrator niecał-
kowitego rzędu λ i człon różniczkujący niecałkowitego 
rzędu μ. Transmitancja operatorowa regulatora PIλDμ ma 
postać  
 

 (2) 
 
gdzie kp, ki i kd są współczynnikami wzmocnień części 
proporcjonalnej, całkującej oraz różniczkującej, odpowied-
nio, zaś λ oraz μ są to liczby rzeczywiste będące niecałko-
witymi rzędami całkowania oraz różniczkowania. Za-
uważmy, że w przypadku szczególnym (z całkowitymi 

wartościami rzędów λ = 1 i μ = 1) transmitancja (2) 
opisuje klasyczny regulator PID.  
 W pracy będziemy wykorzystywać regulator PD nie-
całkowitego rzędu, którego transmitancja operatorowa ma 
postać 

 (3) 
 
 Transmitancję (3) otrzymamy, przyjmując w (2) 
ki = 0 i λ = 0. 

3.1. Synteza parametryczna regulatora 
Przy wyznaczaniu wartości parametrów regulatora PD 
niecałkowitego rzędu wykorzystano tzw. tester zapasu fazy 
exp(−jφ), gdzie φ jest zapasem fazy. Tester ten nie wystę-
puje w rzeczywistym układzie regulacji, wykorzystywany 
jest on tylko przy syntezie parametrycznej regulatora. 
Wartości parametrów regulatora dobiera się tak, aby 
układ regulacji charakteryzował się określonym zapasem 
stabilności fazy. W typowych układach sterowania zapas 
fazy wynosi od 30° do 60°. Zapas ten związany jest ze 
wskaźnikami jakości określanymi na podstawie odpowiedzi 
skokowych układu regulacji automatycznej, tj. przeregu-
lowaniem, czasem regulacji. 
 Uwzględniając tester zapasu fazy w torze głównym 
sterowania oraz transmitancje operatorowe obiektu (1) 
i regulatora (3), otrzymamy wielomian charakterystyczny 
rozpatrywanego układu regulacji o postaci: 
 

 (4) 
 
 Wykorzystując klasyczną metodę podziału D, możemy 
wyznaczyć obszary stabilności w przestrzeni parametrów 
(kd, kp). Obszary te określają zbiór wartości parametrów, 
dla których rozpatrywany układ regulacji automatycznej 
jest stabilny. Granice stabilności (podziału D) odpowiada-
ją takim wartościom parametrów, dla których wielomian 
charakterystyczny (4) ma przynajmniej jedno zero położo-
ne na osi urojonej. Może to być zero rzeczywiste lub para 
zer urojonych sprzężonych. Wobec tego granice podziału 
D dzielimy na granice zer rzeczywistych i zer zespolonych. 
 Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych 
odpowiada wielomian (4), który ma zero s = 0. Łatwo 
zauważyć, że na płaszczyźnie (kd, kp) granicą zer rzeczywi-
stych wielomianu (4) jest linia prosta kd = 0.  
 Granica zer zespolonych odpowiada takim wartościom 
kd i kp, dla których wielomian (4) ma zera urojone sprzę-
żone. Granicę zer zespolonych wyznacza się, rozwiązując 
względem kd i kp równanie 
 

 (5) 
 
 Otrzymuje się je przyrównując do zera wielomian (4) 
przy s = jω. Równanie zespolone (5) jest spełnione, gdy 
odpowiednio jego części rzeczywiste i urojone są równe 0, tj. 
 

 (6) 
 
 Rozwiązując układ równań (6) względem kd i kp, odpo-
wiednio otrzymamy: 
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 (7) 

 
 
 
 

 (8) 
 
  
 Linia krzywa o opisie parametrycznym (7), (8), wykre-
ślona w funkcji ω przy zadanych wartościach φ, μ wyzna-
cza na płaszczyźnie (kd, kp) granicę zer zespolonych wielo-
mianu (4).  
 Otrzymane granice podziału D dzielą przestrzeń para-
metrów regulatora na obszary. W celu sprawdzenia, czy 
wyznaczony obszar jest obszarem stabilności, należy zba-
dać stabilność wielomianu (4) dla jednego punktu z tego 
obszaru. 
 

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

kd

kp

1

2

3

Rys. 3. Obszar stabilności wyznaczony przy φ = 60°, μ = 0,6 
Fig. 3. Stability regions for φ = 60°, μ = 0,6 

 Dla wartości parametrów transmitancji (1) uzyskanych 
w wyniku identyfikacji wyznaczono obszar stabilności przy 
φ = 60°, μ = 0,6. Obszar ten pokazano na rys. 3. Wybie-
rając punkt z obszaru ograniczonego linią krzywą i linią 
prostą kd = 0 (granica zer rzeczywistych), otrzymamy 
wartości nastaw regulatora, przy których układ regulacji 
ma zapas stabilności fazy większy niż 60°. 
 Na rys. 3 oznaczono krzyżykami trzy przykładowe 
punkty, którym odpowiadają wartości nastaw regulatora 
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rezultat otrzymany na podstawie metody podziału D, że 
punkt z wyznaczonego obszaru stabilności zapewnia okre-
ślone wartości zapasu fazy. 
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wania niecałkowitego rzędu [4]. W celu realizacji technicz-
nej transmitancji operatorowej (2) najpierw dokonuje się 
jej aproksymacji za pomocą funkcji wymiernych, a na-
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witego rzędu, z której bezpośrednio wynika komputerowa 
metoda realizacji praktycznej transmitancji (2). Metody 
wyznaczania aproksymacji transmitancji niecałkowitego 
rzędu są opisane np. w pracach [12–14, 20–22].  
 W pracy [19] przedstawiono sposób wyznaczania 
transmitancji dyskretnej aproksymującej transmitancję 
regulatora PID niecałkowitego rzędu oparty na rozwinię-
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Wyznaczoną postać transmitancji aproksymującej zaim-
plementowano w sterowniku sbRIO-9631 National Instru-
ments.  
 W niniejszej pracy zastosowano taką samą procedurę 
wyznaczania realizacji praktycznej regulatora PD ułamko-
wego rzędu wykorzystywanego w zadaniu regulacji położe-
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Rys. 4. Okno programu do wprowadzania wartości parametrów 

regulatora 
Fig. 4. Program window for setting up fractional control coeffi-

cients 

 Aplikacja umożliwia wprowadzenie przez użytkownika 
wartości parametrów regulatora kp, ki, kd, λ, μ oraz para-
metrów aproksymacji T, n, a [19]. Parametry te są wyko-









−= −

μπ
φφωω μ

2
sin

cossin1

K

Tkd















 −+






 −

=
μπ

φμπφμπω
ω

2
sin

2
cos

2
sin

K

T
kp

 
 (7) 

 
 
 
 

 (8) 
 
  
 Linia krzywa o opisie parametrycznym (7), (8), wykre-
ślona w funkcji ω przy zadanych wartościach φ, μ wyzna-
cza na płaszczyźnie (kd, kp) granicę zer zespolonych wielo-
mianu (4).  
 Otrzymane granice podziału D dzielą przestrzeń para-
metrów regulatora na obszary. W celu sprawdzenia, czy 
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rzystywane do wyznaczania wartości współczynników 
wielomianów licznika i mianownika dyskretnej transmi-
tancji aproksymującej regulator niecałkowitego rzędu. 
 
4. Badania eksperymentalne 
Warunki eksperymentów pozwalały na zbadanie zachowa-
nia się obiektu w czasie regulacji automatycznej pozycji 
wału silnika przy jej zmianie ±2π rad. Odpowiedzi obiektu 
rejestrowano z czasem próbkowania 5 ms. Otrzymane 
charakterystyki położenia wału silnika pokazano na rys. 5. 
Parametry regulatora wybrano zgodnie z wartościami 
zawartymi w tab. 1 zapewniającymi określone wartości 
zapasu stabilności fazy. Na rys. 5 widoczny jest wpływ 
zmian wartości nastaw regulatora na odpowiedzi układu 
regulacji przy skokowej zmianie pozycji zadanej. Odpo-
wiedź układu dla wartości parametrów regulatora z p. 1 
tab. 1 charakteryzuje się największym przeregulowaniem, 
jak również uchybem ustalonym. Podobnie, uchyb ustalo-
ny zaobserwowano w przypadku badania układu z regula-
torem o nastawach z p. 2 tab. 1. Można jednak dobrać 
nastawy tak, aby regulator zredukował uchyb ustalony do 
zera. Przykładem takich nastaw jest punkt 3 w tab. 1.  
 

Rys. 5. Odpowiedzi skokowe układu regulacji z regulatorem PD 
niecałkowitego rzędu  

Fig. 5. Transient responses of the closed-loop system with the 
fractional PD controller 

Rys. 6. Odpowiedzi skokowe układu regulacji z regulatorem PD 
niecałkowitego rzędu dla różnych wartości μ 

Fig. 6. Transient responses of the closed-loop system with the 
fractional PD controller related to μ 

 Na stanowisku laboratoryjnym zbadano również 
wpływ współczynnika μ na kształt odpowiedzi układu. 
Nastawy regulatora kd i kp przyjęto zgodnie z p. 3 tab. 1 
i zmieniano wartości μ. Przykładowe charakterystyki 
skokowe otrzymane dla μ = 0,8, 0,7, 0,3 pokazano na rys. 
6. Widoczna jest tendencja zmian charakterystyk skoko-
wych w zależności od współczynnika μ. Im bliższy jest on 
jedności, tym krótszy czas regulacji i mniejsze przeregulo-
wanie, które zanika dla μ ≥ 0,7. Jednakże dla wartości 
współczynnika μ powyżej wartości 0,8 zaobserwowano 
możliwość wystąpienia drgań wokół wartości ustalonej. 
 

5. Uwagi końcowe 
W pracy przedstawiono regulację położenia wału silnika 
prądu stałego obciążonego kołem zamachowym, będącego 
składnikiem systemu QUANSER DCMPC. Do sterowania 
wykorzystano regulator PD ułamkowego rzędu, zaimple-
mentowany w urządzeniu National Instruments NI 
ELVIS II programowanym w środowisku LabVIEW. Syn-
tezę parametryczną regulatora przeprowadzono za pomocą 
zaproponowanej metody wyznaczania obszarów stabilności 
na płaszczyźnie parametrów rozpatrywanego regulatora. 
Znajomość tych obszarów pozwoliła na obliczenie nastaw 
regulatora, przy zapewnieniu określonego zapasu stabilno-
ści fazy układu regulacji. Dokonano weryfikacji działania 
regulatora w rzeczywistym systemie regulacji położenia 
wału silnika prądu stałego. Otrzymane wyniki badań 
eksperymentalnych potwierdzają, że zadanie pozycjono-
wania za pomocą regulatora niecałkowitego rzędu może 
być efektywnie realizowane w środowisku programistycz-
nym LabVIEW. 
 Pracę wykonano w ramach projektu badawczego 
N N514 638940, finansowanego przez Ministerstwo Nauki 
i Szkolnictwa Wyższego. 
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Position control of DC motor using fractional 
order controller 

 
Abstract: The paper presents the problem of position control of 
DC motor with rated voltage 24 V loaded by flywheel. The frac-
tional order PD controller implemented in National Instruments NI 
ELVIS II programmed in LabView is used for controlling. Using 
the D-partition method simple method for determining stability 
regions in the controller parameters space is given. Knowledge of 
these regions permits tuning of the controller and ensures re-
quired the phase margin of the system. 

Keywords: position, DC motor, controller, fractional order 
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