NAUKA

Analiza uktadu Lorenza niecatkowitego rzedu

Mikotaj Bustowicz

Wydziat Elektryczny, Politechnika Biatostocka,

Streszczenie: Uogdlniono klasyczne réwnania stanu uktadu
Lorenza na przypadek uktadu niecatkowitego rzedu o tym sa-
mym niecatkowitym rzedzie pochodnej dla wszystkich zmiennych
stanu. Pokazano, ze uktad Lorenza niecatkowitego rzedu ma
niestabilne wszystkie punkty réwnowagi dla o >0,9941. Na

postawie badari symulacyjnych stwierdzono, ze uktad Lorenza
niecatkowitego rzedu o.=11 jest uktadem chaotycznym.

Stowa kluczowe: uktad niecatkowitego rzedu, uktad Lorenza,
stabilnos¢, chaos.

1. Wstep

W XX wieku nastapil intensywny rozwdj badan nauko-
wych w zakresie teorii chaosu deterministycznego, ktory
nalezy rozumie¢ jako przypadkowe zachowanie si¢ prze-
biegéw czasowych zmiennych charakteryzujacych procesy
o deterministycznych modelach matematycznych.

Dla pewnych wartoéci parametréw procesy te staja sie
niezwykle wrazliwe na warunki poczatkowe i nawet nie-
wielka ich zmiana moze prowadzi¢ po pewnym czasie do
wielkich odchylen.

Prekursorem teorii chaosu byt E. N. Lorenz, amery-
kanski matematyk i meteorolog, ktéry zbudowal model
przemian zachodzacych w atmosferze pod wplywem pro-
mieniowania stonecznego, ktére nagrzewalo powierzchnie
Ziemi [8]. Model ten, zwany modelem (ukladem) Lorenza
byl szczegbélowo analizowany w bardzo wielu pracach
istal si¢ inspiracja do poszukiwania innych uktadéw
o podobnych cechach przebiegow czasowych zmiennych
stanu [10].

Przebiegi przejéciowe w ukladzie Lorenza charaktery-
zuja sie wystepowaniem tzw. dziwnego atraktora, zwanego
tez atraktorem Lorenza.

Atraktor jest to zbiér w przestrzeni fazowej, do ktore-
go w miare uplywu czasu zmierzaja trajektorie rozpoczy-
najace sie w réznych obszarach przestrzeni fazowej. Atrak-
torem moze byé¢ punkt, zamknigta krzywa (cykl granicz-
ny) lub fraktal (dziwny atraktor). Jesli w danym ukladzie
dynamicznym wystepuje dziwny atraktor, to jest to row-
nowazne stwierdzeniu, ze uktad jest ukladem chaotycz-
nym.

Blizsze informacje dotyczace chaosu i ukladéw cha-
otycznych, w tym tez ukladu Lorenza, mozna znalezé np.
w pracach [1, 2, 5-8, 10, 11].

W niniejszej pracy uogélnimy réwnania stanu ukladu
Lorenza na przypadek niecatkowitego rzedu pochodnych
zmiennych stanu i rozpatrzymy wplyw wartosci niecatko-

witego rzedu pochodnych na stabilnosci ukladu oraz na
mozliwo$¢ wystgpienia w nim drgan chaotycznych.

2. Wprowadzenie

E. N. Lorenz w 1963 roku w pracy [8] przedstawil nieli-
niowy model zjawiska konwekcji termicznej w atmosferze

gdzie

) )
ot) =| z,(t) |, F(a()) = | rz, () - (t) Ll(f) 50 | (2)
z,(t) 7, (t)a, (1) = g, ()

przy czym o jest liczbag Prandtla charakteryzujaca lep-
kos¢ ofrodka, r jest liczba Rayleigha charakteryzujaca
przewodnictwo cieplne osrodka, za$ stala ¢ charakteryzuje
rozmiary obszaru, w ktérym zachodzi przeplyw konwek-
cyjny. Liczby te sa dodatnie, przy czym o =10, ¢=8/3,
r jest zmienne.

Zmienne stanu wystepujace w (2) opisuja zjawiska
zachodzace w atmosferze, przy czym X (t) odnosi sie¢ do
z,(t)
réznice temperatur zad x,(t)

ruchu konwekcyjnego, reprezentuje wystepujace
okresla rozklad pionowy
temperatury w atmosferze.

Lorenz w pracy [8] rozpatrywal nastepujace wartosci

parametrow:
o=10, ¢=8/3, r=28 (3)

i pokazal, ze dla tych wartosci uklad (1) jest ukladem
chaotycznym, a wykres trajektorii fazowej przedstawia
dziwny atraktor, nazwany poézniej atraktorem Lorenza.

Uklad (1) w literaturze nosi nazwe ukladu Lorenza lub
chaotycznego uktadu Lorenza.

Inne wartosci parametréw, dla ktérych uklad (1) jest
uktadem chaotycznym sa podane np. w pracy [10] i wyno-
r =16.

Nieliniowy uklad (1) ma trzy punkty réwnowagi:

sza: o=4, q¢=1,

0 q(r=1) —Jq(r-1)
z,=|0|, z,=[q(r-1)|, z,=|- / (r=1)|. (4a)
0 r—1 r—1

Podstawiajac w (4a) wartosci liczbowe (3) otrzymamy

0 J72 72
$=O,x32:\/5,:r33=—\/5. (4b)
0

27 27
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Trajektoria fazowa ukladu (1), wyznaczona dla
t €]0,100] za pomocg programu opracowanego w Srodo-
wisku systemu Simulik przy warunkach poczatkowych
,(0) = 2,(0) = 2,(0) = 0,2, jest pokazana na rys. 1. Jest to
tzw. atraktor Lorenza. Natomiast wykres zmiennej stanu
z,(t) dla t €0, 50] jest pokazany na rys. 2.

Rys. 1. Atraktor Lorenza
Fig. 1. Lorenz Attractor
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Rys. 2. Wykres X ()
Fig. 2. Plotof X ()

3. Gtéwny rezultat

Wezmy pod uwage uklad Lorenza niecatkowitego
rzedu, ktorego opis w przestrzeni stanéw ma postac:

Da(t) = F(a(t), ae(l,?2), (5)

oDla(t) =] Dz, (1) |, (6)

gdzie OD;’ z(t) jest pochodna Caputo niecatkowitego rzedu
zmiennej z(t), zdefiniowana nastepujaco:

o n 1 aP(ndr
i) = o= [ g

p-1<a<p, (7)

przy czym z\”(t) = d’z(t) / dt”, p jest liczba naturalna, za$
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(o) = [e 't dt (8)

jest funkcja gamma Eulera.

Zauwazmy, ze w przypadku szczegélnym o =1, réw-
nanie (5) przyjmuje postaé (1).

Uklad opisany réwnaniem (5) bedziemy nazywad
uktadem Lorenza niecatkowitego rzedu. Nie byl on do-
tychczas rozpatrywany w literaturze.

Przy badaniu stabilno$ci ukladu (5), w ktérym F(x(t))
ma postaé (2) bedziemy korzystaé¢ z ponizszego twierdze-
nia, np. [3, 4].

Twierdzenie 1. Liniowy uktad:
D%x(t) = Az(t), AeR™",

0t

oe(l,2), (9)
jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
larg A (A) > a%, i=1,2,...n, (10)

gdzie A;(A oznacza i-ta warto$¢ wlasna macierzy A.

Spelnienie warunku (10) oznacza, ze wartoéci wlasne
macierzy A lezg w obszarze stabilnosci pokazanym na rys.
3a) dla oe (0,1) ina rys. 3b) dla ae (1, 2).

a) ImA b) N
Im
oT
om 7
B R N,
9 Re A 0 Re A

Rys. 3. Obszar stabilnosci: a) o€ (0,1) ; b) ae (1, 2)
Fig. 3. Stability region: a) a.e (0,1);b) ae (L, 2)

W pracy [9] wykazano, ze uklady (9) niecalkowitego
rzedu sa niestabilne dla o> 2.

Z twierdzenia 1 wynikaja ponizsze lematy [3].
Lemat 1. Uklad niecalkowitego rzedu (9) jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy:

V4
>o—, 11
y>oag (11)
gdzie
y = min | arg 4,(4) . (12)

Lemat 2. Jezeli macierz A nie ma rzeczywistych dodat-
nich wartosci wlasnych, to uklad (9) jest asymptotycznie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

a<a, = %, (13)

V3

gdzie 7y oblicza sie ze wzoru (12).
Uklad nieliniowy (5) niecalkowitego rzedu ma te same
punkty réwnowagi, co uklad (1), tj. (4). Analizujac jego
stabilno$¢ bedziemy stabilnosé

rozpatrywacé punktéw

rownowaei. Wvznaczvmv w tvim celn liniowe nrzvblizenia
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réwnania (5) w punktach réwnowagi. Maja one postaé (9)
dla A= A,, przy czym macierze A, oblicza si¢ ze wzoru:

JF(x)

‘ . i=1,2,3. 14
el &)( ( )

Uwzgledniajac (2) z powyzszego wzoru otrzymamy:

-0 o2 0
,i=123, (15

ei ei,3 ei,l
Tei

przy czym Xq; oznacza jty element w wektorze X
(7/=1,2,3) o postaci podanej w (4b).

Podstawiajac wspélrzedne (4b) punktéw réwnowagi

otrzymamy
-10 10 0
A =[28 1 0 | (16)
0 0 -8/3
~10 10 0
A=l 1 a1 2, (17)
Jr2 2 -8/3
10 10 0
A=l 1 a 2| (18)

2 12 —8/3

Obliczajac wartosci powyzszych macierzy otrzymamy:

A(Ar): -22,8277; 11,8277; -2,6667
A(As) =Ai(Ag) : -13,8546; 0,0940 +j10.1945.

Wartosci wlasne macierzy (16) sa rzeczywiste, przy
czym jedna z nich jest dodatnia. Zatem z twierdzenia 1
wynika, ze punkt réwnowagi X; jest niestabilny dla do-
wolnego o € (0, 2).

Macierz (17,) podobnie jak macierz (18), ma jedna
warto$¢ wlasng rzeczywista ujemna i pare wartoéci wia-
snych zespolonych sprzezonych, o dodatniej czesci rzeczy-
wistej. Z twierdzenia 1 (patrz tez rys. 3) wynika zatem, ze
punkty réwnowagi X, i X, sa niestabilne dla o€ (1, 2).
Moga by¢ one stabilne tylko dla okredlonych wartoéci
o €(0,1). Aby je okredlié, zastosujemy lemat 2.

Ze wzoréw (12) i (13) odpowiednio mamy:

y =min|argA(4,) |=1,5616 , (19)
‘o< o =0,9941. (20)

Oznacza to, zgodnie z lematem 2, ze punkty réwnowa-

gi r, i z, sa asymptotycznie stabilne dla dowolnych
wartoéci o € (0, ¢, = 0,9941).

W uktadzie (5), podobnie jak i w ukladzie (1), drgania
chaotyczne moga (ale nie musza) wystapi¢ tylko wtedy,
gdy wszystkie punkty réwnowagi sa niestabilne.

7 powyzszych rozwazan wynika ponizszy lemat.
Lemat 3. W ukladzie Lorenza (5) niecalkowitego rzedu
o wartodciach parametréw (3) moga wystapi¢ drgania
chaotyczne tylko w przypadku niecalkowitego rzedu

a>0,9941.

Zauwazmy, ze warunek lematu 3 jest spelniony dla
a =1, a wiec w przypadku klasycznego uktadu Lorenza.

Aby sprawdzi¢ mozliwo$é wystgpienia drgani chaotycz-
nych w ukladzie Lorenza (5), (2), (3), zostaly przeprowa-
dzone badania symulacyjne w $rodowisku systemu Simulik
z wykorzystaniem programéw Fractional Control Toolbox
for MatLab [12]. Polegaly one na wyznaczaniu trajektorii
fazowych ukladu Lorenza dla réznych o > ;) =0,9941.

Na podstawie tych badan stwierdzono, ze trajektoria
fazowa ma przebieg podobny do trajektorii fazowej uktadu
Lorenza (1), (2) w przypadku, gdy niecalkowity rzad o
ma warto$¢ rowna 1,1. Powyzsze zachodzi tez dla wartosci
o bliskich 1,1.

Trajektoria fazowa uktadu (5), (2) przy a=11, wy-
znaczona dla ¢ €[0,100] przy warunkach poczatkowych
z,(0) = 2,(0) = z,(0) = 0,2, jest pokazana na rys. 4. Z po-
rownania rys. 1 i 4 wynika, ze jest to atraktor bardzo
podobny do klasycznego atraktora Lorenza.
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Rys. 4. Atraktor uktadu Lorenza niecatkowitego rzedu o =11
Fig. 4. Attractor of the fractional Lorenz system with a.=11

Na rys. b jest pokazany wykres zmiennej stanu Xx ()
dla fe[0,20] wyznaczony dla warunkéw poczatkowych
X%(0)=x(0)=x(0)=0,2 (linia ciggla, kolor niebieski)
oraz dla x(0)=0,3; X%(0)=x(0)=0,2 (linia przerywana,
kolor czarny). Z rys. 5 wyraznie wynika, ze oba przebiegi
oddalaja sie¢ od siebie wraz ze wzrostem czasu, pomimo ze
warunki poczatkowe sa bardzo bliskie. Ponadto, oba prze-
biegi maja ograniczona amplitude (patrz tez rys. 4). Taka
ceche maja uktady chaotyczne.
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Rys. 5. Wykres X (#) uktadu (5) przy oo=11
Fig. 5. Plotof x(#) for system (5) with a=11
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W ramach badan symulacyjnych rozpatrzono tez
przypadek, w ktérym o € (0;0,9941). W takim przypadku
uklad Lorenza (5), (2) niecalkowitego rzedu ma dwa sta-
bilne punkty réwnowagi: z, i z,.

Przyjmujac o =0,9, wyznaczono trajektorie fazowe
dla dwéch réznych warunkéw poczatkowych. Sa one poka-
zane na rys. 6, przy czym linig ciagla i czarnym kolorem
oznaczono trajektorie wychodzaca z warunku poczatkowe-
go z,(0)=20; z,(0)=2,(0)=0,2 (koniczy si¢ ona w punk-
cie réwnowagi z, (4)), za$ kolorem niebieskim i linia
przerywang oznaczono trajektorie wychodzaca z warunku
poczatkowego ,(0) =-20; ,(0)=z,(0)=0,2. Konczy si¢
ona w punkcie réwnowagi ., .

Otrzymane wykresy potwierdzaja wczesniejszy rezul-
tat, ze dla & <0,9941 uktad Lorenza niecalkowitego rze-
du ma stabilne punkty réwnowagi =, i .

Na bazie przeprowadzonych badan symulacyjnych
stwierdzono ponadto, ze uklad Lorenza (5), (2) niecalko-
witego rzedu o >1,15 nie tylko jest niestabilny, ale tez

nie wystepuja w nim drgania chaotyczne.

Rys. 6. Trajektorie fazowe uktadu (5) dla o.=0,9
Fig. 6. Phase trajectories of system (5) for oc=0,9

4. Uwagi konncowe

W pracy uogélniono klasyczne réwnania stanu ukladu
Lorenza (1) na przypadek ukladu niecalkowitego rzedu
(5).Pokazano, ze uklad (5) ma jeden niestabilny i dwa
stabilne punkty réwnowagi dla o < 0,9941 . Natomiast dla
o >0,9941 wszystkie jego punkty réwnowagi sa niestabil-
ne.

Na podstawie badan symulacyjnych stwierdzono, ze
uktad Lorenza niecatkowitego rzedu o =1,1 jest uktadem
chaotycznym. Wtedy wystepuje atraktor podobny do
klasycznego atraktora Lorenza.

Praca naukowa finansowana ze $rodkéow Narodowego
Centrum Nauki jako projekt badawczy N N514 638940.

Bibliografia

1. Arecchi F. T., Boccaletti S., Ciofini M, Meucci R.:
The control of chaos: theoretical schemes and expe-
rimental realizations, ,International Journal of Bifur-
cation and Chaos”, vol. 8, no. 8, 1998, 1643-1655.

2. Awrejcewicz J.: Chaos i synchronizacja w ukladach
fizycznych, Wyd. Politechniki Lodzkiej, £.6dZ 1995.

3. Bustowicz M.: Stability of state-space models of linear
continuous-time  fractional order systems. ,Acta
Mechanica et Automatica”, vol. 5, no. 2, 2011, 15-22.

4. Chen Y.-Q., Ahn H.-S., Podlubny I.: Robust stability
check of fractional order linear time invariant sys-
tems with interval uncertainties, ,Signal Processing”,
vol. 86, 2006, 2611-2618.

5. Ekeland I.: Chaos. Ksiaznica, Katowice 1999.

6. Gleick J.: Chaos. Narodziny nowej nauki. Zysk i S-ka,
Poznan 1995.

7. Kudrewicz J.: Fraktale i chaos. WNT, Warszawa
1996.

8. Lorenz E.N., Deterministic nonperiodic flow, ,,Journal
of the Atmospheric Sciences”. vol. 20, 1963, 130-141.

9. Radwan A.G., Soliman A.M., Elwakil A.S., Se-
deek A.: On the stability of linear systems with frac-
tional-order elements, ,,Chaos, Solitons and Fractals”,
vol. 40, 2009, 2317-2328.

10. Sprott J.C., Chaos and Time-Series Analysis, Oxford
University Press, Oxford 2003.

11. Tempczyk M.: Swiat harmonii i chaosu, PIW, War-
szawa 1995.

12. Valério D.: Ninteger v. 2.8 — Fractional Control
Toolbox for MatLab, User and programmer manual,
Technical University of Lisbona, 2005

(http://web.ist.utl.

pt/duarte.valerio/ninteger /ninteger.htm)

Analysis of the Lorenz system of fractional order

Abstract: Generalization of the state equations of the classical
Lorenz chaotic system to case of the system with the same frac-
tional order of all state variables is given. It has been proved that
the fractional Lorenz system has unstable all equilibrium points
for oe>0,9941. On the basis of simulations it has been shown
that the fractional Lorenz system for ou=11 is a chaotic system

with the attractor similar to the classical Lorenz Attractor.

Keywords: fractional system, Lorenz system, stability, chaos.
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