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Streszczenie: Rozpatrzono problem badania asymptotycznej
stabilnosci liniowych uktadéw dynamicznych dwuwymiarowych
(2D). Podano komputerowe metody badania asymptotycznej
stabilnosci modelu Roessera w przypadku ogdlnym oraz anali-
tyczng metode w przypadku szczegdlnym uktadu skalarnego.
Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.
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1. Wstep

Do opisu wielu zjawisk i proceséw zachodzacych w réz-
nych dziedzinach techniki (np. przetwarzanie sygnaléw
i obrazéw, kodowanie i filtracja sygnaléw) stosuje sie
modele dwuwymiarowe (2D). Procesy (uklady) opisywane
takimi modelami sa nazywane procesami (ukladami) 2D.

Problematyka analizy i syntezy uktadéw 2D jest inten-
sywnie rozwijana w literaturze Swiatowej od okoto 40 lat.
W ostatnich kilkunastu latach rozpatruje si¢ nie tylko
klasyczne modele ukladéw 2D, ale takze modele dodatnie
(w tym modele niecatkowitych rzedéw), np. [1, 10-15,
17, 23].

Podobnie jak w przypadku uktadéw 1D, problem ba-
dania asymptotycznej stabilnosci ukladow 2D jest réwno-
wazny z problemem badania rozkladu zer jego funkcji
charakterystycznej, ktéra jest wielomianem dwoch nieza-
leznych zmiennych zespolonych.

Do badania asymptotycznej stabilnosci uktadow 2D
wykorzystuje sie miedzy innymi metody analityczne, po-
dobne jak w przypadku badania stabilnosci w sensie Schu-
ra ukladéw 1D (np. [2]), metody wykorzystujace teorie
stabilno$ci Lapunowa (np. [19]), czy tez metody bazujace
na LMI (np. [4, 5, 12, 20, 23]). Problem badania asympto-
tycznej stabilnosci ukladéw 2D byl rozpatrywany w wielu
publikacjach, np. [1-24].

W niniejszej pracy zostana podane komputerowe me-
tody badania asymptotycznej stabilno$ci modelu Roessera
w przypadku ogélnym oraz metody analityczne w przy-
padku ukladu skalarnego. Sa one uogdlnieniem na model
Roessera metod podanych w pracy [3] w przypadku mode-
lu Fornasiniego-Marchesiniego.

W pracy bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:
A(X) - i-ta warto$é wlasna macierzy X ; R™" - zbiér
macierzy o wymiarach nxm, przy czym R"=R"; Z, -
zbidr liczb calkowitych nieujemnych; R, =[0.°].
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2. Sformutowanie problemu

WeZmy pod uwage model Roessera liniowego uktadu 2D,
ktérego rownanie stanu ma postaé [9, 10, 11]

kG A, 4 ki B
XTE+LEY | | An A Xv(l,k) | ik, ke Z,,
X k+1) | [ Ay Ay || x"GR) | [B,

(1)
przy czym x"(i,k)e R i x"(i,k)e R™ sa to, odpowiednio,
wektor horyzontalny i wertykalny, u(i,k)e R" jest wekto-
rem wymuszen, za$ 4,€ R, A4,e R, 4, € RN,
A22 = ngXﬂz’ B] = 9’{"1””’ Bz e 9{;12><m.

Warunki brzegowe dla réwnania (1) maja postaé

x"(0,k)=xl, dla ke Z, oraz x"(i,0)=x}, dla i€ Z,. (2)

Macierz charakterystyczna H(s,z) modelu Roessera
(1) ma postaé

H(z,,2,)= len] -4, -4 3)
b — 4 Zzlnz_An .
Oblicza sie ja ze wzoru
H(ZUZQ):I(ZHZZ)_A’ (4)

gdzie

21, 0
1(21’22):[ 0 :| (5)

221n2

Funkcje charakterystyczna w(s,z) modelu Roessera
mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru

w(z,,z,)=det H(z,,z,). (6)

Jest ona wielomianem dwoéch zmiennych niezaleznych
z, 1 z,, o postaci

w(zy,2,) = i ialg'zlkZ{, a,, =1. (7)
k=0;=0
Definicja 1. Model Roessera (1) ukladu 2D bedziemy
nazywaé asymptotycznie stabilnym, jezeli przy u(i,k)=0
oraz ograniczonych warunkach brzegowych (2) zachodza
zalezno$ci

limygse | X" GR =05 Limyge | X°GE) =0, (8)

Na podstawie pracy [2], w ktdrej rozpatrywano pro-
blem badania asymptotycznej stabilnosci uktadéw 2D
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o znanym wielomianie charakterystycznym, mozemy sfor-
mulowaé ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Model Roessera (1) ukladu 2D jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian charakterystyczny (6) spelnia warunek

w(zy,z,) #0, |z 21, |z, [21. (9)

Celem pracy jest podanie komputerowych metod ba-
dania asymptotycznej stabilno$ci modelu Roessera (1)
ukladu 2D. Proponowane metody bazuja na warunkach
koniecznych i wystarczajacych asymptotycznej stabilnosci,
stuzacych do sprawdzania spelnienia warunku (9).

3. Rozwigzanie problemu

W pracy [3] wykorzystujac rezultaty pracy [2] udowodnio-
no ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Liniowy uklad 2D o wielomianie charak-
terystycznym w(z,z,) jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy sa spelnione dwa ponizsze warunki

1) w(z,l)#0, |z 21,

2) w(e’,z,)#0, wel0,2n], |z, [>1.

Spelnienie warunku 1) twierdzenia 2 oznacza, ze
wszystkie zera wielomianu w(z,1) jednej zmiennej maja
wartosci bezwzgledne mniejsze od 1, czyli ten wielomian
jest stabilny w sensie Schura (jest wielomianem Schura).
Do badania jego stabilnosci mozna stosowaé znane kryte-
ria stabilnosci ukladéw dyskretnych 1D.

Spelnienie warunku 2) twierdzenia 2 oznacza, ze dla
we [0,2n]
w(e’®,z,) nie ma zer o wartoéciach bezwzglednych wigk-

kazdego ustalonego wielomian zespolony
szych lub réwnych jeden, czyli jest on stabilny w sensie
Schura. batwo zauwazyé, ze mozemy ograniczyé sie do
przedzialu [0, 1] wartosci parametru .

Lemat 1. Proste warunki konieczne asymptotycznej sta-

bilnoéci modelu (1) maja postaci:
(10a)
(10b)

A (ADIKL i =120,

|7L,.2(A22)|< L, i, =12,...,n,.
Dowdéd. Przyjmujac w réwnaniu (1) B =B,=0 oraz
A, =0, otrzymamy jednorodne réwnanie stanu uktadu
dyskretnego (dla dowolnego ustalonego ke Z,)

i+ 1L,k)=A4,x"(i.,k), i€Z,. (11)

Dyskretny uklad (11) jest asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek (10a).

Podobnie, dla B, =B,=0 oraz 4,;=0 z réwnania (1)
otrzymamy jednorodne réwnanie stanu uktadu dyskretne-
go (dla dowolnego ustalonego i€ Z,)

X' (i,k+1) = Apx'(i,k), ke Z,. (12)

Uktad dyskretny (12) jest asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek (10b). B

Spelnienie warunkéw (10) oznacza, ze macierze 4,
i A,, sa stabilne w sensie Schura.

Jezeli jest spelniony warunek (10a), to macierz 4,
jest nieosobliwa.

Wykorzystujac wzory na obliczanie wyznacznika ma-
cierzy blokowej, ze wzoréw (6) i (3) otrzymamy

w(zy,2,) = det(zll,,] - An)det(zzln2 =81(2))), (13)
gdzie
Si(z1) = Ay + 4y (z,1,, —4)) " 4, (14)

Podobnie, jezeli jest spelniony warunek (10b), to ma-
cierz  A4,, jest nieosobliwa i wzdér (6) mozna napisaé
w postaci

w(z\,2z,) = det(221n2 - Azz)det(zllnl -S5,(zy)), (15)
gdzie
Sy(z2) =4+ 4x(2,1,, —Ay) " Ay, (16)

Lemat 2. Jezeli zachodzi (10b), to warunek 1) twierdze-
nia 2 jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci
wlasne macierzy

S, (D=4, + 4,1, —dy) " Ay (17)

maja wartoéci bezwzgledne mniejsze od 1.
Dowéd. Podstawiajac z, =1 we wzorze (15), otrzymamy

w(z,) = det(1,, — Ayy)det(z,1, —S,(1)). (18)

Jezeli jest spelniony warunek (10b), to 4, #1,,
i macierz (17) jest dobrze okreslona. Zatem wartosci wla-
sne macierzy (17) sa miejscami zerowymi wielomianu (18)
i warunek 1) twierdzenia 2 jest spelniony wtedy i tylko
wtedy, gdy

LS, <1, i=12,..,n, (19)

co konczy dowod. B

Lemat 3. Jezeli zachodzi (10a), to warunek 2) twierdze-
nia 2 jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci
wlasne macierzy S,(e’®) maja wartosci bezwzgledne
mniejsze od 1 dla kazdego we [0, 2n], gdzie

Si(e’®) = Ay + 1‘121(ejw[n1 —4)) " 4. (20)

Dowéd. Podstawiajac z, =e’® we wzorze (13) otrzyma-
my

W(ejm,zz) = det(ejmlnl — 4y det(z,1,, - S (€)), (21)

m
gdzie S;(e’®) ma postaé (20).

Ze wzoru (21) wynika, ze jezeli jest spelniony warunek
(10a), to warunek 2) twierdzenia 2 jest spelniony wtedy
i tylko wtedy, gdy

A (S, (€)1, Vwoel0,2r], i=12,..,n,, (22)

co konezy dowdd lematu. B

Twierdzenie 3. Model Roessera (1) ukladu 2D jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spel-
nione warunki (10), (19) i (22), przy czym macierze S,(1)
i S,(e’®) maja postaci (17) i (20), odpowiednio.

Dowéd. Dowdd wynika bezposrednio z twierdzenia 2
ilematéw 1,213. 1
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Zauwazmy, ze w twierdzeniu 3 mozemy zamieni¢ ro-
lami zmienne z, i z,.Otrzymamy wtedy dwa ponizsze
twierdzenia, rownowazne z twierdzeniami 2 i 3, odpowied-
nio.

Twierdzenie 4. Liniowy uktad 2D o wielomianie charak-
terystycznym w(z,,z,) jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy sa spelnione dwa ponizsze warunki:

1) w(l,z,)#0, |z, 21,

2) w(z,e’®)#0, wel0,2r], |z [21.

Ze wzoréw (13) i (15) dla z; =1 otrzymamy odpowiednio

w(l,zy) =det(l, —4,,)det(z,1,, =S, (1)), (23)
w(l,z,) = det(zzlnz - Azz)det(ln1 =8,(2,)), (24)

przy czym S,(z,) ma postaé¢ (16) za$
Si(1) =4y + 45, —4) " A, (25)

Twierdzenie 5. Model Roessera (1) ukladu 2D jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spel-
nione nieréwnosci (10) oraz warunki

LS <1, i=12,.,0,, (26)
X, (S,(e™) <1, Yael0,2n], i=12,...,n, (27)

gdzie macierz S,(1) ma postaé¢ (25), zas

S,(e’®) = 4, +A12(ejmln2 —4y) " 4y, (28)

3.1. Model uktadu skalarnego

Réwnanie stanu modelu Roessera skalarnego ukladu 2D
ma postaé

{xh(’“’k)}:{a“ “lz}{xh(”k)}{bl }u(i,k), ikeZ,.(29)

xX"(Lk+1) | |ay ap | x"Gk)| | b

gdzie x"(i,k)eR, x'(,k)eR, u(i,k)eR za$ a,, ap,

ayy, a,, oraz b i b, sa rzeczywistymi wspélczynnikami.
W przypadku ukladu skalarnego proste warunki ko-

nieczne (10) asymptotycznej stabilnodci przyjmuja postaé:

laj [<1, [ay|<1. (30)

Ze wzoréw (25) i (28) odpowiednio otrzymamy

a,a
Si(M=ay, +112—215 (31)
—ap

4124,

jo
S,(e”)=a; + o

(32)

—dpn

Zauwazmy, ze jezeli |a;;|<1, to mianownik wyrazenia
(31) jest rézny od zera i warunek (26) przyjmuje postaé

4y, +1“12ﬁ|< 1. (33)
—dan

Ponadto, jezeli |a,,|<1, to mianownik wyrazenia (32)
jest rozny od zera dla kazdego we [0, 2m].
Podstawiajac @=0 i o=n w (32), otrzymamy

a,a
so=8,(D)=ay, +112—21, (34)

—day

a4,

sn:Sz(ej"):a“— (35)

1+a,,

Latwo sprawdzi¢, ze wykres funkcji (32) dla we [0, 27]
jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej okregiem o $érod-
ku w punkcie s, lezacym na osi rzeczywistej i o promieniu

r, przy czym

5. =0.5(sg+5), r=|sy—s (36)

Okrag ten przecina o$ rzeczywista w punktach (34)
i (35). Zatem wykres funkcji (32) przy we[0,2n] lezy na
plaszczyZnie zmiennej zespolonej w okregu jednostkowym
wtedy i tylko wtedy, gdy

a,,a . a,a
la, + 22 <1 i |aq, ——22L <1, (37)
1-a,, 1+a,,

7 powyzszych rozwazan i twierdzenia 5 wynika naste-
pujace twierdzenie.
Twierdzenie 6. Skalarny model Roessera (29) jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spel-
nione warunki konieczne (30) i nieréwnosci

|ay, —detd|<1-aqy,, (38a)
|a, —detAd|<1—ay,, (38b)
lay, +det A|<1—ay,, (38¢)

gdzie
A:{an iz :| (39)

Dowdéd. Jezeli sa spelnione proste warunki konieczne
(30), to dla modelu (29) nieréwnosci (26) i (27) przyjmuja
postaci: (33) oraz (37). Mozna je napisa¢ w postaci (38).

4. Przyktady

Przyktad 1.
asymptotyczna stabilno§é modelu Roessera (1) ukladu 2D

Stosujac twierdzenie 5, nalezy zbadaé

o macierzach

L_[os 051 _To
1206 —01] 7 |01f
A12 = [_ Os] _0’2]’ Azz = —0,] . (40)

Obliczajac wartoSci wlasne macierzy 4, 4,
i §;(1)=-0,1032, otrzymamy odpowiednio:

e wartosci wlasne 4;,: 0,2%j0,9695

e wartos¢ wlasna A4,,: —0,1

e wartos¢ wlasna S,(1): —0,1032.

Wszystkie obliczone warto$ci wlasne maja wartosci
bezwzgledne mniejsze od 1, zatem proste warunki koniecz-
ne (10) oraz warunek (26) sa spelnione.

Obliczajac z kolei wartoéci wlasne macierzy S,(e’®)
(28) przy wartosciach parametru @ zmieniajacych sie od
0 do 2r z krokiem A®w=0,0lnt otrzymamy wykresy poka-
zane na rysunku 1 (wraz z okregiem jednostkowym). Na
rysunku 2 jest pokazany powigkszony fragment wykresu
z rysunku 1.
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Im

Rys. 1. Wartosci wtasne macierzy S, (e’®), we [0, 2x]
Fig. 1. Eigenvalues of the matrix S, (e’®), we [0, 2x]
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Rys. 2. Powigkszony fragment rysunku 1
Fig. 2. Enlarged fragment of Figure 1

Z rysunkéw 11 2 wynika, ze warunek (27) twierdzenia
5 nie jest spelniony, co oznacza, ze rozpatrywany model
Roessera ukladu 2D nie jest asymptotycznie stabilny.
Przyklad 2. Nalezy zbadaé¢ asymptotyczna stabilnosé
modelu skalarnego (29) o nastepujacych wartosciach ele-
mentéw macierzy (39):

a, =-0,5; a,=-0395; a,; =11i a,, =-0,01.

Latwo zauwazyé, ze proste warunki konieczne (30)
oraz nieréwnosci (38) sa spelnione.
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Rys. 3. Wartosci wtasne macierzy Sl(ej“’), we [0,2r]
Fig. 3. Eigenvalues of the matrix Sl(ej"’), we [0,27]

7 twierdzenia 6 wynika, ze rozpatrywany skalarny
model Roessera uktadu 2D jest asymptotycznie stabilny.

Obliczajac wartosci wlasne macierzy Sl(ej(”) (20) przy
wartos$ciach parametru @ zmieniajacych sie¢ od 0 do 2m
z krokiem A®m=0,0lt otrzymamy wykres pokazany na
rysunku 3. Potwierdza on rezultat otrzymany w drodze
obliczenn analitycznych, ze rozpatrywany model jest
asymptotycznie stabilny.

5. Uwagi koricowe

W pracy rozpatrzono problem badania asymptotycznej
stabilnosci liniowych uktadéw 2D. Podano komputerowe
metody badania asymptotycznej stabilnosci modelu Roes-
sera w przypadku ogélnym (twierdzenia 3 i 5) oraz anali-
tyczne warunki asymptotycznej stabilnosci w przypadku
uktadu skalarnego (twierdzenie 6).

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego jako projekt badawczy
S/WE/2011.
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Computer methods for stability investigation of
the Roesser model of 2D linear systems

Abstract: The problem of asymptotic stability of linear dynamic
2D systems is considered. Computer methods for asymptotic
stability analysis of the Roesser model in the general case and
analytic method in the case of scalar systems are given. The
considerations are illustrated by numerical examples.

Keywords: 2D system, Roesser model, stability.
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