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Streszczenie: Rozpatrzono problem badania asymptotycznej 
stabilności liniowych układów dynamicznych dwuwymiarowych 
(2D). Podano komputerowe metody badania asymptotycznej 
stabilności modelu Roessera w przypadku ogólnym oraz anali-
tyczną metodę w przypadku szczególnym układu skalarnego. 
Rozważania zilustrowano przykładami liczbowymi. 
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1. Wstęp 
Do opisu wielu zjawisk i procesów zachodzących w róż-
nych dziedzinach techniki (np. przetwarzanie sygnałów 
i obrazów, kodowanie i filtracja sygnałów) stosuje się 
modele dwuwymiarowe (2D). Procesy (układy) opisywane 
takimi modelami są nazywane procesami (układami) 2D. 
 Problematyka analizy i syntezy układów 2D jest inten-
sywnie rozwijana w literaturze światowej od około 40 lat. 
W ostatnich kilkunastu latach rozpatruje się nie tylko 
klasyczne modele układów 2D, ale także modele dodatnie 
(w tym modele niecałkowitych rzędów), np. [1, 10-15,  
17, 23]. 
 Podobnie jak w przypadku układów 1D, problem ba-
dania asymptotycznej stabilności układów 2D jest równo-
ważny z problemem badania rozkładu zer jego funkcji 
charakterystycznej, która jest wielomianem dwóch nieza-
leżnych zmiennych zespolonych.  
 Do badania asymptotycznej stabilności układów 2D 
wykorzystuje się między innymi metody analityczne, po-
dobne jak w przypadku badania stabilności w sensie Schu-
ra układów 1D (np. [2]), metody wykorzystujące teorię 
stabilności Lapunowa (np. [19]), czy też metody bazujące 
na LMI (np. [4, 5, 12, 20, 23]). Problem badania asympto-
tycznej stabilności układów 2D był rozpatrywany w wielu 
publikacjach, np. [1-24].  
 W niniejszej pracy zostaną podane komputerowe me-
tody badania asymptotycznej stabilności modelu Roessera 
w przypadku ogólnym oraz metody analityczne w przy-
padku układu skalarnego. Są one uogólnieniem na model 
Roessera metod podanych w pracy [3] w przypadku mode-
lu Fornasiniego-Marchesiniego. 
 W pracy będziemy stosować następujące oznaczenia: 

)(Xiλ  - i-ta wartość własna macierzy X ; mn×ℜ  – zbiór 
macierzy o wymiarach mn× , przy czym 1×ℜ=ℜ nn ; +Z –  
zbiór liczb całkowitych nieujemnych; ].,0[ ∞=ℜ+  
 

2. Sformułowanie problemu 
Weźmy pod uwagę model Roessera liniowego układu 2D, 
którego równanie stanu ma postać [9, 10, 11] 
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 Funkcję charakterystyczną ),( zsw  modelu Roessera 
można obliczyć korzystając ze wzoru 
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Definicja 1. Model Roessera (1) układu 2D będziemy 
nazywać asymptotycznie stabilnym, jeżeli przy 0),( ≡kiu  
oraz ograniczonych warunkach brzegowych (2) zachodzą 
zależności  

 ;0||),(||lim , =∞→ kix hki   .0||),(||lim , =∞→ kixvki   (8) 

 Na podstawie pracy [2], w której rozpatrywano pro-
blem badania asymptotycznej stabilności układów 2D 
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o znanym wielomianie charakterystycznym, możemy sfor-
mułować poniższe twierdzenie. 
Twierdzenie 1. Model Roessera (1) układu 2D jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian charakterystyczny (6) spełnia warunek  

 ,0),( 21 ≠zzw  ,1|| 1 ≥z  .1|| 2 ≥z   (9) 

 Celem pracy jest podanie komputerowych metod ba-
dania asymptotycznej stabilności modelu Roessera (1) 
układu 2D. Proponowane metody bazują na warunkach 
koniecznych i wystarczających asymptotycznej stabilności, 
służących do sprawdzania spełnienia warunku (9). 

 

3. Rozwiązanie problemu 
W pracy [3] wykorzystując rezultaty pracy [2] udowodnio-
no poniższe twierdzenie. 
Twierdzenie 2. Liniowy układ 2D o wielomianie charak-
terystycznym ),( 21 zzw  jest asymptotycznie stabilny wtedy 
i tylko wtedy, gdy są spełnione dwa poniższe warunki 
1) ,0)1,( 1 ≠zw  1|| 1 ≥z , 
2) ,0),( 2 ≠ω zew j  ],2,0[ π∈ω  .1|| 2 ≥z  
 Spełnienie warunku 1) twierdzenia 2 oznacza, że 
wszystkie zera wielomianu )1,( 1zw  jednej zmiennej mają 
wartości bezwzględne mniejsze od 1, czyli ten wielomian 
jest stabilny w sensie Schura (jest wielomianem Schura). 
Do badania jego stabilności można stosować znane kryte-
ria stabilności układów dyskretnych 1D. 
 Spełnienie warunku 2) twierdzenia 2 oznacza, że dla 
każdego ustalonego ]2,0[ π∈ω  wielomian zespolony 

),( 2zew jω  nie ma zer o wartościach bezwzględnych więk-
szych lub równych jeden, czyli jest on stabilny w sensie 
Schura. Łatwo zauważyć, że możemy ograniczyć się do 
przedziału ],0[ π  wartości parametru .ω  
Lemat 1. Proste warunki konieczne asymptotycznej sta-
bilności modelu (1) mają postaci:  

 ,1|)(| 111
<λ Ai ,,...,2,1 11 ni =  (10a) 

 ,1|)(| 222
<λ Ai .,...,2,1 22 ni =  (10b) 

Dowód. Przyjmując w równaniu (1) 021 ≡= BB  oraz 
012 ≡A , otrzymamy jednorodne równanie stanu układu 

dyskretnego (dla dowolnego ustalonego )+∈ Zk  

 ),,(),1( 11 kixAkix hh =+  .+∈ Zi  (11) 

 Dyskretny układ (11) jest asymptotycznie stabilny 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spełniony warunek (10a). 
 Podobnie, dla 021 ≡= BB  oraz 021 ≡A  z równania (1) 
otrzymamy jednorodne równanie stanu układu dyskretne-
go (dla dowolnego ustalonego )+∈ Zi  

 ),,()1,( 22 kixAkix vv =+  .+∈ Zk  (12) 

 Układ dyskretny (12) jest asymptotycznie stabilny 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spełniony warunek (10b). ■ 
 Spełnienie warunków (10) oznacza, że macierze 11A  
i 22A  są stabilne w sensie Schura. 
 Jeżeli jest spełniony warunek (10a), to macierz 11A  
jest nieosobliwa.  

 Wykorzystując wzory na obliczanie wyznacznika ma-
cierzy blokowej, ze wzorów (6) i (3) otrzymamy 

 )),(det()det(),( 11211121 21
zSIzAIzzzw nn −−=  (13) 

gdzie  

 .)()( 12
1

111212211 1
AAIzAAzS n

−−+=  (14) 

 Podobnie, jeżeli jest spełniony warunek (10b), to ma-
cierz 22A  jest nieosobliwa i wzór (6) można napisać 
w postaci 

 )),(det()det(),( 22122221 12
zSIzAIzzzw nn −−=  (15) 

gdzie 

 .)()( 21
1

222121122 2
AAIzAAzS n

−−+=  (16) 

Lemat 2. Jeżeli zachodzi (10b), to warunek 1) twierdze-
nia 2 jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy wartości 
własne macierzy  

 21
1

2212112 )()1(
2

AAIAAS n
−−+=  (17) 

mają wartości bezwzględne mniejsze od 1. 
Dowód. Podstawiając 12 =z  we wzorze (15), otrzymamy  

 )).1(det()det()1,( 21221 12
SIzAIzw nn −−=  (18) 

 Jeżeli jest spełniony warunek (10b), to 
222 nIA ≠  

i macierz (17) jest dobrze określona. Zatem wartości wła-
sne macierzy (17) są miejscami zerowymi wielomianu (18) 
i warunek 1) twierdzenia 2 jest spełniony wtedy i tylko 
wtedy, gdy  

 ,1|))1((| 2 <λ Si  ,,...,2,1 1ni =  (19) 

co kończy dowód. ■ 
Lemat 3. Jeżeli zachodzi (10a), to warunek 2) twierdze-
nia 2 jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy wartości 
własne macierzy )(1

ωjeS  mają wartości bezwzględne 
mniejsze od 1 dla każdego ],2,0[ π∈ω  gdzie 

 .)()( 12
1

1121221 1
AAIeAAeS n

jj −ωω −+=  (20) 

Dowód. Podstawiając ω= jez1  we wzorze (13) otrzyma-
my 

 )),(det()det(),( 12112 21
ωωω −−= j

nn
jj eSIzAIezew  (21) 

gdzie )(1
ωjeS  ma postać (20).  

 Ze wzoru (21) wynika, że jeżeli jest spełniony warunek 
(10a), to warunek 2) twierdzenia 2 jest spełniony wtedy 
i tylko wtedy, gdy  

 ,1|))((| 1 <λ ωj
i eS  ],2,0[ π∈ω∀ ,,...,2,1 2ni =   (22) 

co kończy dowód lematu. ■ 
Twierdzenie 3. Model Roessera (1) układu 2D jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy są speł-
nione warunki (10), (19) i (22), przy czym macierze )1(2S  
i )(1

ωjeS  mają postaci (17) i (20), odpowiednio.  
Dowód. Dowód wynika bezpośrednio z twierdzenia 2 
i lematów 1, 2 i 3. ■ 
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 Zauważmy, że w twierdzeniu 3 możemy zamienić ro-
lami zmienne 1z  i .2z Otrzymamy wtedy dwa poniższe 
twierdzenia, równoważne z twierdzeniami 2 i 3, odpowied-
nio.  
Twierdzenie 4. Liniowy układ 2D o wielomianie charak-
terystycznym ),( 21 zzw  jest asymptotycznie stabilny wtedy 
i tylko wtedy, gdy są spełnione dwa poniższe warunki: 
1) ,0),1( 2 ≠zw  1|| 2 ≥z , 
2) ,0),( 1 ≠ωjezw  ],2,0[ π∈ω  .1|| 1 ≥z  
Ze wzorów (13) i (15) dla 11 =z  otrzymamy odpowiednio 

 )),1(det()det(),1( 12112 21
SIzAIzw nn −−=  (23) 

 )),(det()det(),1( 222222 12
zSIAIzzw nn −−=  (24) 

przy czym )( 22 zS  ma postać (16) zaś  

 .)()1( 12
1

1121221 1
AAIAAS n

−−+=  (25) 

Twierdzenie 5. Model Roessera (1) układu 2D jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy są speł-
nione nierówności (10) oraz warunki 

 ,1|))1((| 1 <λ Si  ,,...,2,1 2ni =  (26) 

 ,1|))((| 2 <λ ωj
i eS  ],2,0[ π∈ω∀ ,,...,2,1 1ni =   (27) 

gdzie macierz )1(1S  ma postać (25), zaś  

 .)()( 21
1

2212112 2
AAIeAAeS n

jj −ωω −+=  (28) 

3.1. Model układu skalarnego 
Równanie stanu modelu Roessera skalarnego układu 2D 
ma postać  
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gdzie ,),( ℜ∈kixh  ,),( ℜ∈kixv  ℜ∈),( kiu  zaś ,11a  ,12a  
,21a  22a  oraz 1b  i 2b  są rzeczywistymi współczynnikami.  

 W przypadku układu skalarnego proste warunki ko-
nieczne (10) asymptotycznej stabilności przyjmują postać: 

 ,1|| 11 <a   .1|| 22 <a  (30) 

 Ze wzorów (25) i (28) odpowiednio otrzymamy  

 ,
1

)1(
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2112
221 a
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aS

−
+=  (31) 
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112 ae
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aeS j

j

−
+= ω
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 Zauważmy, że jeżeli ,1|| 11 <a  to mianownik wyrażenia 
(31) jest różny od zera i warunek (26) przyjmuje postać  

 .1|
1

|
11

2112
22 <

−
+

a
aaa  (33) 

 Ponadto, jeżeli ,1|| 22 <a  to mianownik wyrażenia (32) 
jest różny od zera dla każdego ].2,0[ π∈ω  
 Podstawiając 0=ω  i π=ω  w (32), otrzymamy  
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−
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−== π
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 Łatwo sprawdzić, że wykres funkcji (32) dla ]2,0[ π∈ω  
jest na płaszczyźnie zmiennej zespolonej okręgiem o środ-
ku w punkcie cs  leżącym na osi rzeczywistej i o promieniu 
r , przy czym  

 ),(5.0 0 π+= sssc  .0 cssr −=  (36) 

 Okrąg ten przecina oś rzeczywistą w punktach (34) 
i (35). Zatem wykres funkcji (32) przy ]2,0[ π∈ω  leży na 
płaszczyźnie zmiennej zespolonej w okręgu jednostkowym 
wtedy i tylko wtedy, gdy  
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 Z powyższych rozważań i twierdzenia 5 wynika nastę-
pujące twierdzenie. 
Twierdzenie 6. Skalarny model Roessera (29) jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy są speł-
nione warunki konieczne (30) i nierówności  

 ,1|det| 1122 aAa −<−  (38a) 
 ,1|det| 2211 aAa −<−  (38b) 
 ,1|det| 2211 aAa −<+  (38c) 

gdzie  

 .
2221

1211








=

aa
aa

A  (39) 

Dowód. Jeżeli są spełnione proste warunki konieczne 
(30), to dla modelu (29) nierówności (26) i (27) przyjmują 
postaci: (33) oraz (37). Można je napisać w postaci (38). 
 

4. Przykłady 
Przykład 1. Stosując twierdzenie 5, należy zbadać 
asymptotyczną stabilność modelu Roessera (1) układu 2D 
o macierzach 

 ,
1,006,2
5,05,0

11 







−
−

=A ,
1,0
0

12 







=A  

 [ ],2,01,012 −−=A .1,022 −=A  (40) 

 Obliczając wartości własne macierzy 11A , 22A  
i 0,1032)1(1 −=S , otrzymamy odpowiednio: 
• wartości własne 11A : 9695,02,0 j±  
• wartość własna 22A : 1,0−  
• wartość własna :)1(2S  0,1032− . 
 Wszystkie obliczone wartości własne mają wartości 
bezwzględne mniejsze od 1, zatem proste warunki koniecz-
ne (10) oraz warunek (26) są spełnione.  
 Obliczając z kolei wartości własne macierzy )(1

ωjeS  
(28) przy wartościach parametru ω  zmieniających się od 
0 do π2  z krokiem π=ωΔ 01,0  otrzymamy wykresy poka-
zane na rysunku 1 (wraz z okręgiem jednostkowym). Na 
rysunku 2 jest pokazany powiększony fragment wykresu 
z rysunku 1. 
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Rys. 1.  Wartości własne macierzy ),(2

ωjeS  ]2,0[ π∈ω  
Fig. 1.  Eigenvalues of the matrix ),(2

ωjeS  ]2,0[ π∈ω  
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Rys. 2. Powiększony fragment rysunku 1 
Fig. 2. Enlarged fragment of Figure 1 

 Z rysunków 1 i 2 wynika, że warunek (27) twierdzenia 
5 nie jest spełniony, co oznacza, że rozpatrywany model 
Roessera układu 2D nie jest asymptotycznie stabilny. 
Przykład 2. Należy zbadać asymptotyczną stabilność 
modelu skalarnego (29) o następujących wartościach ele-
mentów macierzy (39):  

5,011 −=a ; 395,012 −=a ; 121 =a  i 01,022 −=a . 

 Łatwo zauważyć, że proste warunki konieczne (30) 
oraz nierówności (38) są spełnione. 
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Rys. 3. Wartości własne macierzy ),(1

ωjeS  ]2,0[ π∈ω  
Fig. 3. Eigenvalues of the matrix ),(1

ωjeS  ]2,0[ π∈ω  

 Z twierdzenia 6 wynika, że rozpatrywany skalarny 
model Roessera układu 2D jest asymptotycznie stabilny. 
 Obliczając wartości własne macierzy )(1

ωjeS  (20) przy 
wartościach parametru ω  zmieniających się od 0 do π2  
z krokiem π=ωΔ 01,0  otrzymamy wykres pokazany na 
rysunku 3. Potwierdza on rezultat otrzymany w drodze 
obliczeń analitycznych, że rozpatrywany model jest 
asymptotycznie stabilny. 

 

5. Uwagi końcowe 
W pracy rozpatrzono problem badania asymptotycznej 
stabilności liniowych układów 2D. Podano komputerowe 
metody badania asymptotycznej stabilności modelu Roes-
sera w przypadku ogólnym (twierdzenia 3 i 5) oraz anali-
tyczne warunki asymptotycznej stabilności w przypadku 
układu skalarnego (twierdzenie 6).  
 
Praca naukowa finansowana ze środków Ministerstwa 
Nauki i Szkolnictwa Wyższego jako projekt badawczy 
S/WE/2011. 
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