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Streszczenie: Rozpatrzono problem stabilnosci ciggtych linio- Transmitancja operatorowa ukladu (1) ma postaé
wych ukfaddw regulacji automatycznej ztozonych z cztonu oscy- k
lacyjnego i szeregowego regulatora PD niecatkowitego rzedu. G(S):m- (3)

Podano metody badania stabilnosci takich uktadéw oraz wyzna-
czania obszaru stabilnosci na ptaszczyZnie parametréow regulato-
ra. Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.

Stowa kluczowe: uktad niecatkowitego rzedu, oscylator, stabil-
nosé, regulator PD

1. Wstep

W ostatnich latach teoria analizy i syntezy liniowych
ukladéw niecatkowitego rzedu jest intensywnie rozwijana
w literaturze $wiatowej, patrz np. monografie [5-7, 10, 14,
15] i cytowana tam literature. W monografiach tych moz-
na znalezé przykladowe zastosowania rachunku niecatko-
witego rzedu do opisu zjawisk fizycznych. Rachunek ten
wykorzystuje si¢ miedzy innymi do modelowania zjawiska
lepkosprezystosci, np. [1, 8].

Jednym =z zagadnien rozpatrywanych w ostatnich
latach w literaturze Swiatowej jest problem analizy i syn-
tezy ukladéw wibracyjnych niecalkowitego rzedu, np. [9,
11, 12, 13, 19]. Pokazano w nich miedzy innymi, ze wyste-
powanie pochodnej niecatkowitego rzedu w modelu mate-
matycznym ukladu wplywa na tlumienie drgan.

W niniejszej pracy rozpatrzymy problem stabilnosci
uktadow regulacji automatycznej ztozonych z cztonu oscy-
lacyjnego i szeregowego regulatora PD niecatkowitego
rzedu, objetych petla ujemnego sprzezenia zwrotnego.

2. Sformutowanie problemu

Drgania w ukladach fizycznych o jednym stopniu swobody
mozna opisa¢ za pomoca rownania rézniczkowego

X(2)+bx(t) + ex(t) =k - u(?), (1)

gdzie a i b sa to state wspotczynniki zad u(f) jest wymu-
szeniem zewnetrznym.

Do postaci (1) mozna sprowadzi¢ réwnanie drgan
ukladéw mechanicznych (tzw. oscylator6w harmonicz-
nych)

mx(t) + ¢, x(¢) + k; x(¢) = u(?), (2)

gdzie m jest masa, x(f) jest jej przesunigciem, ¢, jest
wspoélezynnikiem tlumienia za§ k, jest stala sprezystodci.

Transmitancja (3) opisuje uklad oscylacyjny, jezeli
b —4c<0.  Wtedy
s2+bs+c ma pare zer zespolonych sprzezonych.

wielomian charakterystyczny

Do postaci (3) mozna sprowadzié¢ transmitancje opera-
torowa czlonu oscylacyjnego (znanego z teorii sterowania
oraz automatyki)

2
k 0 (Dn

G(s)= (4)

s?+280, 5+
gdzie k, jest wspélczynnikiem wzmocnienia, 7, jest okre-
w, =1/T, pulsacja
tych drgan za$ &e (0,1) jest wzglednym wspoélezynnikiem

sem drgan wilasnych nietlumionych,

tlumienia.

Za pomoca transmitancji (4) mozna np. opisaé¢ drgania
wystepujace w elektrycznym obwodzie RLC.

Waznym zagadnieniem wynikajacym z zastosowan
praktycznych jest tlumienie drgan wystepujacych w ukla-
dach oscylacyjnych. W ostatnich latach problem ten jest
intensywnie rozwijany w literaturze, np. [9, 11, 12, 13, 19].
W pracach tych albo rozpatruje si¢ uklady z wymusze-
niem zaleznym od pochodnej niecalkowitego rzedu P
zmiennej stanu z(¢) albo uklady opisane réwnaniem

¥O)+b-DPx(t)+ex(t) =k -u(r), (5)
gdzie Dﬁx(t) jest pochodna Caputo niecalkowitego rzedu

B zmiennej z(t), zdefiniowana nastepujaco:

1 j xP (t)dn

T(p—PB)o(t—o)f*?’

Dfx(5)=yDfx() =
przy czym xP(1)=d”x(¢t)/dt” , p jest liczba naturalng zas
T(B)= [t dr (7)

0

jest funkcja gamma Eulera.

Potrzeba analizy réwnania rézniczkowego o ogdlnej
postaci (5) wynika miedzy innymi z licznych publikacji
autoréw pracy [1], w ktérych rozpatrywano zastosowanie
rachunku niecatkowitego rzedu do rozwiazywania zagad-
nief z zakresu lepkosprezystosci. W [1] pokazano np. ze
model (5) przy B=3/2 dokladniej (w poréwnaniu z mode-
lem (1)) opisuje zjawisko ruchu wymuszonego sztywnej
plyty zanurzonej w cieczy newtonowskie;j.
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W pracach [9, 11, 12, 13] pokazano miedzy innymi, ze
tlumienie drgan w ukladzie (5) jest lepsze niz w ukladzie
(1), tzn. wystepowanie pochodnej niecalkowitego rzedu
w (5) ma wplyw na tlumienie drgan.

Uwzgledniajac powyzsze, w niniejszej pracy przeanali-
zujemy problem stabilnosci ukladu regulacji automatycz-
nej ztozonego z liniowego obiektu o transmitancji operato-
rowej (3) i szeregowego regulatora PD niecalkowitego
rzedu opisanego transmitancja operatorowa

G.(s)=k,+kys*, Be(0,2), (8)

objetych petla ujemnego sprzezenia zwrotnego.
Taki problem przy innym podejSciu byl ostatnio roz-
patrywany w pracy [19].

3. Rozwigzanie problemu

Transmitancja operatorowa rozpatrywanego uktadu za-
mknigtego ma postaé

k(k, +k,sP)
G.(s)=——— 2 = )
s +bs+ct+k(k,+kys)

Wielomian charakterystyczny ukladu zamknietego

mozna napisa¢ w postaci
w(s)=s>+bs+ K, sP + K, (10)

gdzie

K, =kk;, K=c+kk,. (11)

Zauwazmy, ze jezeli B>2, to wielomian (10) ma nie-
catkowity stopien wiekszy od 2. Poniewaz uktady o nie-
calkowitym stopniu wielomianu charakterystycznego wigk-
szym od 2 sa niestabilne [17], w pracy bedziemy rozpatry-
waé wartosci parametru 3 okreslone w (8).

Przy oznaczeniach (11) transmitancje (9) mozna zapi-
sa¢ w postaci

K 5P +(K -c¢)

————, Be(0,2). 12
s?+bs+ K sP+K Pe (0.2) 12)

G.(s5)=

Analizujac stabilno$é ukladu (9), rozpatrzymy naj-
pierw przypadek, w ktérym wielomian (10) jest rzedu
niecatkowitego wspélmiernego, tj. B=v/u, gdzie v i u
sa to liczby naturalne wzglednie pierwsze. Przy powyz-
szym zalozeniu mamy

=g = (Y = (%) =N, (13)

gdzie
A=s% a=1/u<l. (14)
Stosujac podstawienie (14) w wielomianie (10)

i uwzgledniajac zalezno$¢ B=v/u,otrzymamy wielomian
catkowitego stopnia

W) =N +bN + K N +K, (15)

stowarzyszony z wielomianem niecalkowitego stopnia (10).
Z teorii stabilnosci ukladéw niecalkowitego rzedu (np.
[3, 4, 16, 17]) wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Uktad regulacji automatycznej opisany
transmitancja operatorowa (12) (o wielomianie charakte-
rystycznym (10)) jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy

w(s)#0, Res >0, (16)

lub réwnowaznie, wszystkie zera A; stowarzyszonego

wielomianu (15) calkowitego stopnia spelniaja warunek
largh, > ocg, i=12,..2u. (17)

Jezeli o<1, to zera wielomianu (15) spelniaja waru-
nek (17) wtedy i tylko wtedy, gdy leza one na plaszczyz-
nie zmiennej zespolonej A w obszarze asymptotycznej

stabilnosci pokazanym na rysunku 1.

A
Im A

Obszar stabilnosci

»

Re A

Rys. 1. Obszar stabilno$ci na ptaszczyznie A
Fig. 1. Stability region in the A -plane

Do sprawdzenia warunku (17) wygodnie jest stosowaé
ponizszy lemat [4].
Lemat 1. Uklad niecatkowitego rzedu o wielomianie
charakterystycznym (10) jest asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy

y>oc§, (18)

gdzie

y=min|arg), |, (19)

przy czym A; jest i-tym zerem wielomianu (15).
Przyklad 1. Wezmy pod uwage uktad regulacji automa-
tycznej, w ktorym obiekt ma transmitancje operatorowa
(3) przy k=1, c¢=11i b=02 za$ transmitancja operato-
rowa regulatora PD niecalkowitego rzedu P ma postaé
(8), przy czym k,=2, k,=-03.

Nalezy zbadaé¢ stabilno$¢ tego uktadu w dwdch przy-
padkach: a) B=0,5;b) B=1,25.

Ze wzoréw (11) wynika, ze K, =-0,3, K =3.
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W przypadku a) mamy B=1/2, czyli v=1, u=2,
o=1/u=0,5 i zgodnie z (15), stowarzyszony wielomian

catkowitego stopnia ma postaé
W) =2 +0,202 0,30 +3. (20)

Wielomian (20) ma cztery zera A, =0,9039+ 70,9133
i A34=-09039%,. Dla tych zer ze wzoru (19) mamy
¥=0,7906. Poniewaz omn/2=m/4=0,7854<y, warunek
(18) jest spelmiony i rozpatrywany uklad przy f=0,5 jest
asymptotycznie stabilny, zgodnie z lematem 1.

W przypadku b) mozemy napisaé B=5/4, co oznacza,
ze v=5, u=4, a=1/u=0,25 i stowarzyszony wielomian
catkowitego stopnia ma postaé

W) =A% +0,20" —0,3)° +3. (21)

Wyznaczajac zera wielomianu (21) i obliczajac y ze
wzoru (19) otrzymamy 7y=0,3839.

Poniewaz 0,50m=0,3927, warunek (18) nie jest spel-
niony i rozpatrywany uklad przy B=1,25 jest niestabilny.

Opisana powyzej metoda badania stabilnosci uktadu
regulacji automatycznej o transmitancji operatorowej (12)
wymaga znajomosci wartoéci liczbowych wspétezynnikéw
wielomianu charakterystycznego (10) oraz wykladnika f.
Ponadto, moze ona by¢ stosowana tylko w przypadku, gdy
niecatkowity rzad B jest liczbg rzeczywista wymierna.

Opisanej metody nie mozna stosowa¢ w przypadku
ogblnym, gdy B jest liczba rzeczywista niewymierna.

W przypadku ogélnym, gdy B jest dowolng liczbg
rzeczywista (niewymierna lub wymierna) do badania sta-
bilno$ci mozna stosowaé¢ metody czestotliwosciowe. Nalezy
do nich zaproponowana w pracach [2, 4] (patrz tez roz-
dzial 9 w monografii [7]) metoda bedaca uogdlnieniem
klasycznej metody Michajlowa oraz metoda podziatu D,
np. [18].

Ponizej oméwimy zastosowanie tych metod do badania
stabilnosci ukladu regulacji automatycznej o wielomianie
charakterystycznym (10).

Najpierw rozpatrzymy uogdlnienie metody Michajlo-
wa.

Wezmy pod uwage funkcje

w(s) =26 (22)

gdzie w(s) ma postaé¢ (10) zas wy(s) jest stabilnym wie-
lomianem odniesienia tego samego stopnia co wielomian
(10). Mozna go wybraé¢ np. w postaci

wo(s)=(s+d)*, d>0. (23)

Twierdzenie 2. Uklad regulacji automatycznej o wielo-
mianie charakterystycznym (10) jest asymptotycznie sta-
bilny wtedy i tylko wtedy, gdy

Aarg y(jw)=0, (24)

W (—o0,00)

gdzie y(jo)=wy(s) dla s=jo.

Warunek (24) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy
przy @ zmieniajacym si¢ od —eo do e wykres funkcji
y(jo) (uogdlniony zmodyfikowany hodograf Michajlowa)

nie okraza poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani
tez nie przechodzi przez niego.

Jezeli wielomian odniesienia ma postaé (23), to ze
wzordéw (10), (22) i (23) mamy

lim y(jo)=1,  y(0)=K/d>. (25)
oo
Przyklad 2. Stosujac twierdzenie 2 nalezy zbadaé stabil-
no$¢ ukladu o wielomianie charakterystycznym (10), przy
czym b=02; K,=1, K=2, B:ﬁ

Przyjmujac d =2 w (23) i wyznaczajac wykres funkcji
(22) przy s=jo otrzymamy przebieg pokazany na rysun-
ku 2, przy czym, zgodnie z drugim wzorem (25) mamy
y(0)=0,5. Wykres ten zostal wyznaczony dla wartosci
e [-700, 700] oraz dla @==1 000 000 .

Z rysunku 2 wynika, ze wykres nie obejmuje poczatku
uktadu wspélrzednych, co oznacza, ze rozpatrywany uklad
niecatkowitego rzedu jest asymptotycznie stabilny.

Imaginary Axis

Real Axis

Rys. 2. Wykres funkcji y(jm)
Fig. 2. Plot of the function y(jw)

Przeanalizujmy teraz zastosowanie metody podziatu D.
uktadu
o wielomianie charakterystycznym (10) na plaszczyznie

Bedziemy poszukiwaé obszaru stabilnoéci
parametréow (K,K,).

Podzielimy w tym celu plaszczyzne (K,K,) granicami
D-podzialu na skonczong liczbe obszaréw D(p). Dowolny
punkt w D(p) odpowiada takim wartosciom K i K,, dla
ktérych wielomian (10) ma dokladnie p zer o dodatniej
czesdcl rzeczywistej. Obszar D(0), o ile istnieje, jest obsza-
rem asymptotycznej stabilnosci.

Granice podzialu D dzielimy na granice zer rzeczywi-
stych oraz granice zer zespolonych. Dowolnemu punktowi
na granicy zer rzeczywistych odpowiada wielomian (10),
ktéry ma zero s=0. Latwo zauwazy¢, ze na plaszczyznie
(K,K,) granica zer rzeczywistych wielomianu (10) jest
linia prosta K =0.

Granica zer zespolonych odpowiada takim wartosciom
K i K,, dla ktérych wielomian (10) ma zera urojone
sprzezone.

Granice zer zespolonych wyznacza sie rozwiazujac
wzgledem K i K, réwnanie w(jw)=0.
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Réwnanie zespolone
-0 + jbo+ K ;0P [cos(0,5pm) + jsin(0,5pm) ]+ K =0 (26)

mozna napisa¢ w postaci ukladu dwéch réwnan rzeczywi-
stych

-0 + K ;0P cos(0,5pm) + K =0,
b+ K, sin(0,5pm) = 0.

(27a)
(27b)

Rozwiazujac réwnania (27) wzgledem K i K,, otrzyma-

my
K = o? +boctg(0,5pm), (28a)
K, = B.&. (28b)
’ sin(0,5Bm)

Linia krzywa o opisie parametrycznym (28) przy
we Q oraz linia prosta K =0 wyznaczaja na plaszczyznie
(K,K,;) granice obszaru stabilnoéci wielomianu (10) przy
zadanych warto$ciach parametréw b i f.

Przy wyznaczaniu wykresu krzywej o opisie parame-
trycznym (28) nalezy odpowiednio dobraé przedzial Q
wartosci parametru .

W przypadku szczegélnym klasycznego regulatora PD
(B=1 w (8) i (10)) ze wzoréw (28) otrzymamy

K=w’, K,=-b. (29)

Linia prosta o opisie parametrycznym (29) oraz linia
K =0 wyznaczaja na plaszczyznie (K,K,) granice obsza-
ru stabilnodci wielomianu charakterystycznego (10) przy
B=1 i zadanej warto$ci parametru b. Jest to obszar okre-
$lony nieréwnoéciami K >0, K, >-b.

2

| | | | | | _
| | | | | | b=2
| | | | | | b=1.5
b oL L Ll __Lo___L b=1
| | | | | |
| | | | | | b=0.2
| | | | | | |
| | | | | | |
Ou I I I | I
| T - L |
| | | | | | ]
| | | | | | |
E TENG ~ -~ " r—~—~—"~r-~"~“"r°“~"~“"~“"r~~7"r—-——7
| | | | | |
! ] | | | |
| | | |
e e i e e e e i e e
| | ' | | | |
| ) | t | | |
| | | T I |
B i el e e it i e S
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
-4 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
K

Rys. 3. Granice obszaru stabilnosci dla f=0,5
Fig. 3. Boundaries of the stability region for B =0,5

Na rysunku 3 sa pokazane granice obszaru stabilnosci
wielomianu (10) przy B=0,5 i kilku wartosciach parame-
tru b. Obszarem stabilnosci przy ustalonej wartosci b jest
obszar lezacy w pélplaszczyznie K >0 powyzej odpo-
wiedniej krzywej. Aby to wykazaé, nalezy wybraé¢ dowolny
punkt lezacy w tym obszarze, odczyta¢ wartosci K i K,
w tym punkcie i sprawdzi¢ stabilno$é wielomianu (10)
stosujac np. twierdzenie 2. Jezeli tak wyznaczony wielo-
mian jest asymptotycznie stabilny, to badany obszar jest
obszarem asymptotycznej stabilnosci.
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Z rysunku 3 wynika, ze wielkos¢ obszaru stabilnosci
ro$nie wraz ze wzrostem wartosci parametru b. Natomiast
dla b=0 jest to pierwsza ¢wiartka plaszczyzny (K,K,) .

Granice obszaru stabilnosci wielomianu (10) przy
b=0,2
Be[l,2) sa pokazane na rysunkach 4 i 5, odpowiednio.

i kilku wartoS$ciach parametru pe (0,1] oraz
Dla kazdej ustalonej wartosci parametru [ obszar stabil-
noéci lezy w pélplaszczyznie K >0 powyzej odpowiedniej
krzywej, bedacej granica zer zespolonych.

W przypadku regulatora PD calkowitego rzedu (B=1)
granica zer zespolonych jest linia prosta K, =-b=-0,2
zas obszar stabilnosci K>0,
K,>-02.

Z rysunkéw 4 i 5 wynika, ze obszary stabilnosci ukta-

okreslaja nieréwnosci

du o transmitancji (12) sa wieksze w przypadku, gdy
Be (0,1) lub Be (1,2) w pordwnaniu z obszarem stabilno-
$ci uktadu calkowitego rzedu (B=1).

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

Kd

-0.4

-0.5

-0.6

-0.7

-0.8
0

Rys. 4. Granice obszaru stabilnoscidla »=0,2, Be (0,1]
Fig. 4. Boundaries of the stability region for 5=0,2, Be (0,1]

Kd

Rys. 5. Granice obszaru stabilnoscidla 5=0,2, Be[1,2)
Fig. 5. Boundaries of the stability region for 5=0,2, fe[1,2)

4. Uwagi koricowe

Rozpatrzono problem asymptotycznej stabilnoéci ciagltych
linjowych ukladéw regulacji automatycznej zlozonych z
czlonu oscylacyjnego (3) i szeregowego regulatora PD (8)
niecatkowitego rzedu, objetych petla ujemnego sprzezenia
zwrotnego.
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Podano metody badania stabilno$ci takich uktadéw
przy wspOlmiernym oraz niewspolmiernym niecalkowitym
rzedzie regulatora. Wykorzystujac metode podzialu D
podano komputerowa metode wyznaczania obszaru stabil-
nosci na plaszczyznie parametréw regulatora. Rozwazania
zilustrowano przykladami liczbowymi i wynikami badan
symulacyjnych.

Praca naukowa finansowana ze $érodkéw Narodowego
Centrum Nauki jako projekt badawczy N N514 638940.
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Stability analysis of oscillatory system with PD
controller of fractional order

Abstract: The problem of stability of linear continuous—time
control system consisting of oscillatory plant and fractional order
PD controller is considered. Methods for stability investigation is
such systems and determination of stability region in the plane of
controller parameters are given. The considerations are illus-
trated by numerical examples.
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