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Sterowanie optymalne inteligentną kratownicą
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Streszczenie: W wielu obszarach przemysłu poszukuje się 
rozwiązań konstrukcyjnych, które charakteryzują się wysokim 
współczynnikiem tłumienia drgań oraz mają małą masę. Są to 
wymagania przeciwstawne, gdyż zwykle lekkie konstrukcje cha-
rakteryzują się niskim współczynnikiem tłumienia drgań. Kon-
strukcją, która może spełniać te przeciwstawne oczekiwania jest 
kratownica, w której jeden lub więcej prętów zostaje zastąpionych 
przez odpowiednio skonstruowane elementy zawierające aktu-
ator piezoelektryczny. Zastosowanie takich elementów, nazywa-
nych dalej aktywnymi prętami, pozwala na generowanie sił steru-
jących, które działają w wybranych węzłach na konstrukcję kra-
tową. Kratownica staje się więc obiektem sterowania. Oczeki-
wanym efektem sterowania jest niwelowanie wpływu zewnętrz-
nych oddziaływań (np. wiatru) na przebieg przemieszczeń i pręd-
kości węzłów kratownicy. Realizacja praktyczna układu stero-
wania taką kratownicą jest zadaniem trudnym, gdyż wymaga 
bardzo wysokiej precyzji wykonania aktywnych prętów, co zwią-
zane jest ze specyfiką generowania siły przez materiał piezo-
elektryczny. Piezoelektryk generuje siłę, jeśli zostanie wyelimi-
nowana możliwość zwiększenia jego wymiarów. Trudnym zada-
niem jest projekt algorytmu sterowania, przede wszystkim ze 
względu na to, że kratownica z aktywnymi prętami jest obiektem 
sterowania z wieloma wejściami i wyjściami. W różnych ośrod-
kach naukowych prowadzone są badania zarówno prototypów 
konstrukcji aktywnych prętów, jak i algorytmów sterowania. 
W obszarze badań algorytmów sterowania można wyróżnić 
układy, w których prawo sterowania generowane jest na pod-
stawie minimalizacji wskaźnika jakości. W tym obszarze zawiera 
się treść artykułu, w którym przedstawiono wyniki badań symu-
lacyjnych układu sterowania przykładową kratownicą, z zasto-
sowaniem optymalnego algorytmu LQR oraz pełnego obserwa-
tora stanu Luenbergera. Zasadniczym celem artykułu jest przed-
stawienie możliwości sterowania kratownicą z wykorzystaniem 
aktuatorów piezoelektrycznych. Zwrócono uwagę na związek 
między lokalizacją aktywnych prętów a uzyskiwanymi wynikami 
sterowania. Na podstawie przeprowadzonej analizy wyników 
symulacji stwierdzono, że wprowadzenie aktywnych prętów 
do struktury kratownicy oraz zastosowanie układu sterowania 
z algorytmem LQR i obserwatorem stanu może w istotny sposób 
wpłynąć na zwiększenie zdolności tłumienia drgań przez taką 
konstrukcję, bez konieczności zwiększania masy.

Słowa kluczowe: inteligentna kratownica, sterowanie opty-
malne, aktuator piezoelektryczny, drgania

1.	 Wprowadzenie

W wielu obszarach przemysłu, np. lotnictwie, poszukuje 
się rozwiązań konstrukcyjnych, które jednocześnie są lek-
kie oraz charakteryzują się wysokim współczynnikiem tłu-
mienia drgań. Trudne warunki eksploatacji, np. w atmos-
ferze ziemskiej lub w przestrzeni kosmicznej wymuszają na 

projektantach opracowanie konstrukcji charakteryzującej się 
odpowiednimi właściwościami dynamicznymi, pozwalającej 
na utrzymanie niezmiennej pozycji w warunkach oddzia-
ływania zakłóceń zewnętrznych oraz o małej masie, w celu 
redukcji kosztów eksploatacji. Wymagania te są przeciw-
stawne, gdyż lekka konstrukcja charakteryzuje się zwykle 
niskim współczynnikiem tłumienia wewnętrznego [13]. Jed-
nym z możliwych rozwiązań konstrukcyjnych spełniających 
oba wymagania jest kratownica, w której jeden lub więcej 
prętów zostało zastąpionych aktywnymi prętami, zawiera-
jącymi aktuator piezoelektryczny. Zasadniczym celem wpro-
wadzania aktywnych prętów jest wytwarzanie dodatkowych 
sił, działających w odpowiednio wybranych węzłach kra-
townicy. Sygnały sterujące aktywnymi prętami są wyzna-
czane na podstawie pomiaru przemieszczeń oraz prędkości 
również wybranych węzłów kratownicy. Biorąc pod uwagę 
fakt, że pomiar wymaga zastosowania kosztownych prze-
tworników pomiarowych, najczęściej stosuje się jedynie po-
miar przyspieszenia tych węzłów. W celu wyznaczenia war-
tości aktualnej siły generowanej przez aktywny pręt, reali-
zowany jest pomiar tej siły. Ideowy schemat aktywnej kra-
townicy przedstawiono na rys. 1 [4].

W literaturze kratownicę z zaimplementowanym mate-
riałem piezoelektrycznym nazywa się inteligentną kratow-
nicą (ang. smart truss). W wielu ośrodkach badawczych 
na świecie prowadzone są eksperymenty laboratoryjne i sy-
mulacyjne w obszarze sterowania inteligentnymi kratowni-
cami. W [2] przedstawiono wyniki badań laboratoryjnych 
układu sterowania kratownicą z wykorzystaniem algoryt-
mu LQR. W konstrukcji kratowej, złożonej z 13 prętów, 
zaimplementowano aktywny pręt z aktuatorem piezoelek-
trycznym, który umożliwiał generowanie maksymalnej siły 
o wartości 110  N, którego maksymalna zmiana długości wy-
nosiła 80 mm. Zastosowanie układu sterowania pozwoliło na 
redukcję amplitudy o 6 dB i 9 dB, odpowiednio dla pierw-
szego i drugiego modu drgań. W [15] przedstawiono wy-
niki badań laboratoryjnych układu sterowania kratownicą 

Rys. 1.	Schemat ideowy inteligentnej kratownicy 
Fig. 1.	 Schema of the smart truss
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z wykorzystaniem odpowiednio zaprojektowanego regulato-
ra całkującego. Kratownica zbudowana była z 161 prętów, 
z których jeden został zastąpiony aktywnym prętem. Ak-
tywny pręt zawierał aktuator piezoelektryczny P-843, który 
umożliwiał generowanie maksymalnej siły o wartości 1500 
N, którego maksymalna zmiana długości wynosiła 90  mm. 
Zastosowanie układu sterowania pozwoliło na redukcję am-
plitudy drgań o średnio 11–14 dB. W [7] przedstawiono wy-
niki badań laboratoryjnych układu sterowania kratownicą 
z wykorzystaniem algorytmu LQR. W konstrukcji krato-
wej, składającej się z 78 prętów, zaimplementowano dwa 
aktywne pręty z aktuatorami piezoelektrycznymi. Autorzy 
uzyskali w eksperymentach zwiększenie tłumienia od 55 % 
do 137 %, w zależności od modu drgań.

W ramach artykułu przedstawiono wyniki badań symu-
lacyjnych układu sterowania kratownicą z wykorzystaniem 
algorytmu LQR. Algorytm sterowania LQR został wybra-
ny ze względu na to, że sygnał sterujący jest generowa-
ny na podstawie stanu całego obiektu, czyli przemieszczeń 
i prędkości wszystkich węzłów kratownicy oraz charaktery-
zuje się prostym zapisem matematycznym. Strukturę kra-
townicy przyjęto analogiczną jak w badaniach symulacyj-
nych układu sterowania modalnego [3].

2.	 Model matematyczny
2.1. Założenia 
2.1.1. Struktura kratownicy 
Do badań symulacyjnych przyjęto 2-wymiarową konstruk-
cję kratową o długości 2 m, szerokości 0,25 m oraz wysoko-
ści 0,25 m. Kratownica zbudowana jest z 33 prętów, połą-
czonych ze sobą w 18 węzłach. Kratownica ma 33 stopnie 
swobody. Założono, że pręty wykonane są ze stali 45 oraz 
mają przekrój kołowy o powierzchni 0,001 m2. Do obliczeń 
przyjęto następujące właściwości stali 45: moduł Younga – 
2,1‧105 MPa oraz gęstość – 7860 kg/m3. Przyjęto założenie, 
że węzły nie mają masy. Schemat modelowanej kratownicy 
przedstawiono na rys. 2.

Rys. 2.	Schemat modelowanej kratownicy
Fig. 2. 	 Schema of the modeled truss

2.1.2. Budowa aktywnego pręta
Do badań symulacyjnych przyjęto, że aktywny pręt zawie-
ra komercyjny aktuator piezoelektryczny PAHL 18/20 fir-
my Piezosystem Jena. Podstawowe wielkości charakteryzu-
jące ten aktuator przedstawiono w tabeli 1 [6].

Założono, że w badaniach symulacyjnych nie zostaną 
zamodelowane pozostałe elementy aktywnego pręta, m.in. 
łączniki z węzłami kratownicy, sprężyna generująca obciąże-
nie wstępne. Konstrukcja aktywnego pręta kratownicy jest 
trudnym zagadnieniem i stanowi przedmiot badań w wielu 
laboratoriach. Generowanie siły przez aktywny pręt możli-
we jest wtedy, gdy wyeliminowana zostanie możliwość zmia-
ny wymiarów aktuatora, przy czym zmiany te są rzędu mi-
krometrów. Przykłady konstrukcji aktywnych prętów przed-
stawiono w [1, 18].

2.2. Model matematyczny kratownicy
2.2.1. Równanie ruchu
Równanie ruchu kratownicy [11]:

	 s[M]q (t) [C]q (t) [K ]q(t) [E]u(t) p(t)
•• •

+ + = + 	 (1)

gdzie: q(t) są to przemieszczenia węzłów kratownicy, u(t) 
jest to sygnał sterujący, p(t) – zakłócenie, [M] – macierz bez-
władności, [C] – macierz tłumienia, [Ks] – macierz sztywno-
ści, [E] – macierz lokacji sterowań w strukturze kratownicy.

Zależność (1) to 33 równania różniczkowe. Kratownica 
przedstawiona na rys. 2 została zamodelowana w programie 
MATLAB, co pozwoliło na wyznaczenie macierzy mas [M] 
oraz sztywności [Ks]. W dalszych obliczeniach przyjęto mo-
del tłumienia proporcjonalnego, zgodnie z którym macierz 
tłumienia [C] jest wyznaczona z zależności [11]:

	 = a [C] [M] 	 (3)

gdzie: a – wymiarowy współczynnik proporcjonalności. 
Współczynnik a został wyznaczony ze wzoru:

	 =a gw2 	 (4)

gdzie: g – bezwymiarowy współczyn-
nik tłumienia, w – częstość drgań wła-
snych modelowanej kratownicy. W dal-
szych obliczeniach przyjęto stałą war-
tość współczynnika tłumienia: g  =  0,01 
oraz wybrano jedną z wyznaczonych 
częstości własnych: w 33 = 4,2207 rad/s.

2.2.2. Model w przestrzeni stanów
W projektowaniu algorytmu sterowania LQR wykorzysty-
wany jest model matematyczny w przestrzeni stanów. Przy-
jęto więc następujący wektor stanu x(t) [11]:

(5)
	

•

•

 
 = ⇒ = + +
  

q(t)
x(t) x (t) [A]x(t) [B]u(t) [H]p(t)

q (t) 	

gdzie: [A] – macierz stanu, [B] – macierz sterowań, [H] – 
macierz zakłóceń.

	 − − − −
     

= = =     − −     
1 1 1 1

s

0 I 0 0
A B H

M K M C M E M 	 (6)

Tab. 1. Parametry aktuatora piezoelektrycznego
Tab. 1. Parameters of the piezoelectric actuator

Wielkość Symbol Jednostka Wartość

Długość L0 m 0,036

Średnica d m 0,02

Maksymalna siła generowana Fp N 3500

Maksymalna zmiana długości ΔL0 mm 21

Sztywność kp N/mm 165



64

Nauka     

Konwersja modelu przedstawionego zależnością (1) do 
postaci przedstawionej zależnością (3) wiąże się z podwo-
jeniem liczby równań różniczkowych. W modelu (1) równań 
było 33, a w modelu (3) tych równań jest już 66. Liczba rów-
nań w modelu (3) jest równa wymiarowi wektora stanu n.

2.3. Model matematyczny aktuatora
Przyjęto, że aktuator jest zbudowany w formie stosu, zło-
żonego z określonej liczby płytek piezoelektrycznych. Sche-
mat pojedynczej płytki przedstawiono na rys. 3.

	 ( )
∞

= +∫ T T

0

J x (t)[Q]x(t) u (t)[R]u(t) dt 	 (10)

gdzie: Q – macierz chwilowych kosztów odchyłki wektora 
stanu od wartości zerowych.

Schemat blokowy układu sterowania przedstawiono na 
rys. 4.

Rys. 5.	Schemat blokowy układu sterowania z algorytmem 
LQR i pełnym obserwatorem stanu Luenbergera

Fig. 5.	 Schema of a control system with LQR algorithm and full 
state observer of Luenberger

Rys. 3.	Schemat płytki materiału piezoelektrycznego 
Fig. 3. 	Schema of the plate from piezoelectric material

Równania wiążące zmienne mechaniczne ze zmiennymi 
elektrycznymi dla płytki z rys. 3 [5, 10, 13]:

	

= +

= −

D a

D
a

p p p

p
p 0

F k L V
dVd LI C

dt dt 	
(7)

gdzie: Fp – siła generowana przez piezoelektryk, kp – sztyw-
ność piezoelektryka, Vp – przyłożone napięcie do piezo-
elektryka, a – współczynnik proporcjonalności między siłą 
generowaną przez piezoelektryk a przyłożonym napięciem 
do piezoelektryka, Ip – natężenie prądu w piezoelektryku, 
C0 – pojemność piezoelektryka.

W badaniach symulacyjnych założono, że konstrukcja 
aktywnego pręta uniemożliwia zmianę wymiarów aktuato-
ra (DL = 0), stąd generuje on siłę zgodnie z zależnością:

	 = ap pF V 	 (8)

Dla przyjętego materiału piezoelektrycznego PZT-5A 
w aktuatorze wyznaczono współczynnik proporcjonalno-
ści a równy 0,0656 na podstawie zależności przedstawionej 
w [5] oraz stałych materiałowych w [16].

3.	 Algorytm sterowania kratownicą
3.1. Algorytm LQR
Przy założeniu pełnej dostępności pomiarowej wektora sta-
nu x(t), poszukiwane prawo sterowania ma postać [17]: 

	 −= − = − Tu t K x t R B P x t1( ) [ ] ( ) [ ] [ ] [ ] ( ) 	 (9)

gdzie: [K] – macierz wzmocnień, [R] – macierz chwilowych 
kosztów odchyłki sterowania od wartości zerowych, [P] – sy-
metryczne, dodatnio określone rozwiązanie równania Ric-
catiego.

Optymalne wartości wzmocnień w macierzy [K] wyzna-
cza się na podstawie minimalizacji wskaźnika jakości:

Rys. 4.	Schemat blokowy układu sterowania z algorytmem LQR 
Fig. 4.	 Schema of control system with LQR algorithm

3.2. Algorytm LQR z obserwatorem stanu
Techniczna realizacja algorytmu przedstawionego w punk-
cie 3.1 wymaga pomiaru całego wektora stanu, czyli prze-
mieszczeń i prędkości wszystkich węzłów kratownicy. Wy-
eliminowanie tej konieczności jest możliwe dzięki zastoso-
waniu algorytmu sterowania, w którym wektor stanu jest 
odtwarzany na podstawie pomiaru sterowania oraz wyjść 
z kratownicy. Poszukiwane prawo sterowania ma postać

	 	 (11)

gdzie: x t(̂ ) – estymata wektora stanu.

Jednym z możliwych rozwiązań jest zastosowanie pełnego 
obserwatora Luenbergera do estymacji wektora stanu. Sche-
mat blokowy algorytmu sterowania, z odtwarzaniem wekto-
ra stanu, został przedstawiony na rys. 5 [12].

Równanie obserwatora z rys. 5:

	 ( )
•

= + + −x t A x t B u t L y t C x tˆ ˆ ˆ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )) 	 (12)

gdzie: [L] – macierz wzmocnień obserwatora, y(t) jest to 
wyjście z układu.

Przy założeniu, że [D] = 0, równania układu zamknię-
tego z regulatorem LQR i pełnym obserwatorem stanu [8]:
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(13)

gdzie: w(t) – zakłócenie działające na obiekt.

4.	Badania symulacyjne kratownicy
4.1. Założenia
Charakterystyka inteligentnej kratownicy jako obiektu ste-
rowania:
a)	wielkość wyjściowa y(t): przemieszczenie 18 węzła w kie-

runku osi y (rys. 2). Węzeł ten został wybrany ze wzglę-
du na to, że jest jednym z dwóch węzłów najbardziej od-
dalonych od utwierdzenia kratownicy. W związku z tym 
przyjęto założenie, że wartości przemieszczenia tego wę-
zła powinny być większe od wartości przemieszczenia wę-
złów 2–16 w przypadku działania zakłócenia w(t), któ-
rego przebieg został przedstawiony na rys. 6,

b)	wielkość zadana z(t): 0,
c)	zakłócenie zewnętrzne w(t): jest to siła działająca na 

węzeł 18 w kierunku osi y. Przebieg zakłócenia przed-
stawiono na rys. 6. 

Rys. 6.	Przebieg zakłócenia zewnętrznego 
Fig. 6.	 Course of the external disturbance

d)	w badaniach symulacyjnych przyjęto 3 przypadki roz-
mieszczenia aktywnych prętów (rys. 7):

–	 dwa aktywne pręty, generujące siłę w węzłach 2 i 3, 
–	 dwa aktywne pręty, generujące siły w węzłach 3 i 4,
–	 trzy aktywne pręty, generujące siły w węzłach 2, 3 i 4.

Wybór lokalizacji aktywnych prętów w strukturze kratow-
nicy został przyjęty na podstawie analizy odpowiedzi ukła-
du przy różnych lokalizacjach aktywnych prętów. W analizie 
przyjęto kryterium najkrótszego czasu, w jakim przemiesz-
czenie węzła 18, które jest odpowiedzią całego układu, nie 
będzie przekraczać założonej wartości (±0,0001 m). Naj-
bardziej optymalne rozmieszczenia aktywnych prętów, ze 
względu na to kryterium, zostały przedstawione na rys. 7. 

4.2. Wyniki badań symulacyjnych
Macierze Q i R mają postać:

	 = = ⋅66x66 2x2Q I R 0,001 I 	 (14)  

W celu ustalenia jednakowych mas dla wszystkich zmien-
nych stanu, czyli przemieszczeń i prędkości wszystkich wę-
złów, przyjęto macierz Q jako macierz diagonalną z war-
tościami niezerowych elementów wynoszącymi 1. Wartości 

elementów macierzy R zostały wyznaczone metodą kolej-
nych prób [9].

Wyznaczone w symulacjach przemieszczenie węzła 18 
w kierunki osi y dla lokalizacji aktywnych prętów z rys. 7 
przedstawiono odpowiednio na rys. 8, 10 i 12. Uzyskane 
w symulacjach wyniki wskazują, że możliwe jest uzyskanie 
efektywnego sterowania, dzięki zastosowaniu układu stero-
wania z algorytmem LQR w celu generowania sił sterują-
cych w odpowiednio wybranych węzłach kratownicy. Prze-
bieg sił sterujących, generowanych przez aktywne pręty, 
przedstawiono odpowiednio na rys. 9, 11, 13.

5.	Podsumowanie

Na podstawie badań symulacyjnych oraz przeglądu litera-
tury, można wyciągnąć następujące wnioski:
–	 zastosowanie aktywnych prętów, generujących siły w wy-

branych węzłach konstrukcji kratowej, umożliwia stero-
wanie drganiami takiej konstrukcji. Należy jednak roz-
wiązać problem praktyczny, jakim jest konstrukcja ak-
tywnego pręta, pozwalająca po przyłożeniu napięcia na 
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Rys. 7.	Rozmieszczenie aktywnych prętów w kratownicy 
Fig. 7. 	Placement of the active member in the truss

Rys. 8. 	Wynik sterowania dla lokalizacji nr 1 
Fig. 8. 	 Control result for the case no 1
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generowanie siły przez aktuator piezoelektryczny;
–	  najkrótszy czas, w którym pozycja, wybranego jako 

wyjście, węzła 18 kratownicy powróciła do stanu przed 
wystąpieniem zakłócenia w postaci siły (rys. 6) uzyska-
no dla lokalizacji aktywnych prętów, przedstawionej na 
rys.  7. Lokalizacje te charakteryzują się tym, że każ-
dy z aktywnych prętów jest z jednej strony połączony 
z utwierdzeniem kratownicy. Należy zaznaczyć, że sfor-
mułowane wnioski są poprawne dla przedstawionych 
wcześniej założeń dotyczących charakteru zakłócenia;

–	 wyniki badań symulacyjnych wskazują na to, że zasto-

Rys. 9. 	Przebieg sił sterujących dla lokalizacji nr 1 
Fig. 9. 	 Course of the control forces the case no 1

Rys. 10. 	Wynik sterowania dla lokalizacji nr 2 
Fig. 10. 	Control result for the case no 2

Rys. 11. 	Przebieg sił sterujących dla lokalizacji nr 2 
Fig. 11. 	Course of the control forces the case no 2

Rys. 12. 	Wynik sterowania dla lokalizacji nr 3
Fig. 12. 	Control result for the case no 3

Rys. 13. 	Przebieg sił sterujących dla lokalizacji nr 3 
Fig. 13. 	Course of the control forces the case no 3
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sowanie algorytmu LQR pozwala na efektywne sterowa-
nie inteligentną kratownicą. Jednak taki algorytm jest 
trudno realizowalny w rzeczywistości, gdyż wymaga po-
miaru całego wektora stanu, czyli przemieszczeń i pręd-
kości wszystkich węzłów kratownicy. Istnieje możliwość 
wyeliminowania tej konieczności poprzez generowanie 
prawa sterowania na podstawie wektora stanu, estymo-
wanego na podstawie pomiaru sygnału sterującego oraz 
wybranych wyjść z układu.
Wykonano w ramach pracy statutowej nr 11.11.130.560. 

AGH Akademia Górniczo-Hutnicza, Wydział Inżynierii Me-
chanicznej i Robotyki, Katedra Automatyzacji Procesów.
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Optimal control of a smart truss

Abstract: The structures, which have a high coefficient of the vi-
bration damping and have simultaneously low mass, are sought 
after in many areas of industry. These requirements are contrary 
because the light structures usually have a low coefficient of the 
vibration damping. A structure, which would fulfill such expecta-
tions, is a truss, in which one or more members are replaced by 
properly built element containing piezoelectric actuator. The ap-
plication of such elements, called the active members, enables 
a generation of the control forces which act in selected nods on 
the truss. Such a truss becomes the control object. The expec-
ted effect of control is a counteraction of the external influences 
(for example by wind) on the courses of displacements and spe-
eds of the truss nods. The practical realization of the control sys-
tem of such truss is difficult task because in the carrying out of 
the active members a high precision is required. High precision 
is connected with a force generation by the piezoelectric mate-
rial. A project of the control algorithm is also difficult, because the 
truss with active members is MIMO control object. The resear-
ches of the active member prototypes, as well as the control al-
gorithms, are conducted in many scientific centers. The control 
systems with the generation of the control low on the basis of the 
quality coefficient minimization are often the object of the resear-
ches. This article presents the results of simulation research for 
the control system of exemplary truss with the use of LQR algo-
rithm and full state observer of Luenberger. A basic purpose of 
this article is the presentation of the possibility of the truss con-
trol with the use of the piezoelectric actuators. In the centre of the 
attention here is the connection between the localization of acti-
ve member and the control results. On the basis of the conduc-
ted simulation researches there can claim that the introduction 
of the active members to the truss structure and the application 
of the control system with LQR algorithm and full state observer 
of Luenberger would influence on the increase of vibration dam-
ping of such structure, without the increasing of the truss mass.      

Keywords: smart truss, optimal control, piezoelectric actuator, 
vibration




