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Historyczne zrodta teorii btedu
i niepewnosci pomiaru

Pawet Fotowicz

Gtéwny Urzad Miar

Streszczenie: W artykule przedstawiono historyczne podstawy
ksztattowania sie mysli metrologicznej zwigzanej z opracowaniem
danych pomiarowych. Omdéwiono zasadnicze osiagniecia tych
rozwazan w postaci metody najmniejszych kwadratdw, prawa pro-
pagacji btedu i centralnego twierdzenia granicznego. Uzupetnio-
no je o wnioskowanie dotyczace przedstawiania btedu pomiaru
w postaci histogramu i wyrazania go przez niepewnos¢. Rozwa-
zania takie publikowano juz w XIX wieku. Uzasadniajg one wspét-
czesne podejscie opisujgce wyniki pomiaru wielkosci mierzonej
(mezurandu) rozktadem prawdopodobieristwa.

Stowa kluczowe: teoria btedu, niepewnosé pomiaru

1. Wprowadzenie

Problematyke niepewnosci pomiaru mozna tradycyjnie
wiaza¢ z opublikowaniem w latach 1993 i 1995 Przewod-
nika GUM jako podstawowego dokumentu dotyczacego jej
wyrazania [1]. Oba wydania, poza kosmetycznymi zmia-
nami redakcyjnymi, praktycznie sa identyczne. Dodatkowo,
tekst edycji z 1995 r. upubliczniono w 2008 r. na stronach
internetowych Miedzynarodowego Biura Miar [2]. Obecnie
trwaja intensywne prace nad wypracowaniem uniwersalnej
metodyki przetwarzania danych pomiarowych, zgodnie
z zatozeniami teorii niepewnoéci gotowej do stosowania
w dowolnej dziedzinie nauk przyrodniczych i technicznych.
Wspélny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii (Joint
Committee for Guides in Metrology) pod przewodnictwem
Miedzynarodowego Biura Miar opracowuje pakiet doku-
mentéw o ogdlnym tytule Fvaluation of Measurement Data.

Mozna postawic¢ pytanie: gdzie nalezy szukac¢ poczatkdw
ksztaltowania sie wspoélczesnej mysli w dziedzinie opra-
cowania danych pomiarowych? Z historycznego punktu
widzenia poczatki te mozna wiaza¢ z trzema intelektual-
nymi osiggnieciami mysli matematycznej. Wszystkie poja-
wily sie niemal w tym samym czasie, za sprawa trzech
wybitnych intelektualistéw z przelomu XVIII i XIX wieku.

2. Trzy kluczowe publikacje

Adrien Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) i Pierre Simon Laplace (1749-1827) w swoich
publikacjach stworzyli podstawy wspolczesnej metodyki
opracowania danych pomiarowych. Kolejno w latach 1805,
1809 i 1810, niejako na marginesie zasadniczych swoich
publikacji, przedstawili oni trzy podstawowe rozwiazania,
wspolczesnie znane pod nazwami: metoda najmniejszych
kwadratow, prawo propagacji bledu oraz centralne twier-

dzenie graniczne. Prace te nie tworza oddzielnych dziet, lecz
raczej sa uzupelnieniami szerszych opracowari [3].

Legendre w dziele pt. Nowvelles méthodes pour la
détermination des orbites des cometes, ktore ukazalo sie
w 1805 r., zamieszcza kilkustronicowy dodatek Sur la
méthode des moindres quarres. Przedstawia w nim metode
minimalizacji sumy kwadratéw bledéw. Jezeli réwnanie
wielkosci mierzonej zostanie przedstawione w postaci
liniowej, to mozna zapisa¢ szereg réwnan dla bledu E; tej
wielko$ci

E =a+br+cy+dz+ (1)
gdzie a, b, c, .. sa znanymi wspélczynnikami, a =, y, z ..
nieznanymi wielko$ciami wej$ciowymi. Zmienne tych réwnan
wyznacza sie, podnoszac do kwadratu bledy i sumujac
je tak, aby otrzyma¢ najmniejsza z mozliwych wartosci.
Wspélczesnie metoda ta stosowana jest w analizie regresji.

Kolejne rozwiazanie przyniosta praca Gaussa z 1809 r.
pt. Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus
Conicis Solum Ambientium. Autor przedstawia podobny
liniowy uktad réwnan

V. =azx+by+cz+ (2)

i formutuje btad jako réznicg migdzy obliczong wartoscia V,
a zaobserwowang M,
A=V~ M, 3)

Prawdopodobieristwo bledu charakteryzuje krzywa ¢(A),
ktora jest symetryczna i osiaga maksimum dla A = 0.

Gauss przyjmuje aksjomat, ze najbardziej prawdopodobna
wartoscia pojedynczej, nieznanej obserwacji jest Srednia aryt-
metyczna zbioru danych, uzyskanego w tych samych warun-
kach pomiarowych podczas wielokrotnego powtarzania obser-
wacji. Postuluje, by do opisu rozkladu btedu przyjaé¢ funkcje

h _ B2A?

p(A) = N (4)

gdzie h jest stala zwiazana z precyzja pomiaru.

Jako ciekawostke mozna dodaé¢, ze w oryginalnym
zapisie dzieta znajduje si¢ wzér (bez nawiaséw i znaku pote-
gowego)

(PA — %efh,hAA (5)

Powyzszy zapis to postaé¢ funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa rozkladu normalnego (krzywej dzwonowej).
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W omawianym dziele znajdujemy réwniez zapis rownan
btedu podobny do zapisu rézniczki zupelnej, w postaci sumy
sktadowych poprzedzonych pochodnymi czastkowymi. Jest
to pierwotny zapis prawa propagacji bledu.

W 1810 r. Laplace w swoim Supplement au memoire
formuluje teze, ze jezeli blad kazdej obserwacji jest taki
sam, to prawdopodobienstwo, iz btad $redniej n obserwacji
bedzie zawarty w granicach: * rh/n, jest réwne

%\/?k,jexp[— 2’; r2]dr (6)

gdzie h jest dlugoscia przedziatu, wewnatrz ktorego zawarty

jest blad pojedynczej obserwacji. Prawdopodobienstwo
bledu zawartego w granicach od x=-h/2 do x=h/2 autor
oznacza 0(z/h) oraz definiuje, ze

s fo{fJor v i@

Jako ciekawostke mozna doda¢, ze w oryginale znajduje
sie inna postaé zapisu powyzszego wzoru catkowego (odwré-
cenie zapisu funkcji podcatkowej i uzycie litery ¢ do ozna-
czenia liczby e), tj.

~Jdr e ¥ | (8)

W ten sposéb pojawila si¢ teza jednego z podstawo-
wych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa, a miano-
wicie centralnego twierdzenia granicznego.

Nalezy tez dodaé, ze Laplace jeszcze w latach siedem-
dziesigtych XVIII stulecia sformutowal trzy warunki doty-
rozkladu btedu:
wzgledem wartoséci prawdziwej, gdyz obserwacje jednakowo

czace krzywej ma by¢ symetryczna
odchylaja si¢ od niej w kierunku wartosci wiekszych, jak
i mniejszych; przy oddalaniu si¢ od wartosci prawdziwej
musi zdaza¢ do zera, gdyz prawdopodobienstwo, ze warto$é
obserwacji moze by¢ nieskoriczenie rézna od wartosci praw-
dziwej jest réwne zeru; pole powierzchni pod krzywa bledu
musi liczbowo by¢ rowne jeden, gdyz pewne jest zdarzenie,
ze kazda obserwacja zawarta jest pod ta krzywa. Takie
kryteria spelnia oczywiscie krzywa rozkladu normalnego,
ale propozycje jej zastosowania do opisu rozkltadu bledu
pomiaru przedstawil dopiero Gauss (Laplace uwazal poczat-
kowo, ze takie kryteria moze spelni¢ wiele funkcji, m.in.
logarytmiczne, np. e(z) = (1/2a) - log(a/|2]), gdzie |z] <a
wnioskowanie z 1777 roku).

Historycznie zagadnienie warto$ci prawdziwej zwia-
zanej z wynikiem pomiaru pojawia si¢ w pracach prekur-
soréw wspolczesnej metrologii. Juz w XVIII wieku uswia-
damiano sobie, ze zaden wynik pomiaru nie bedzie zgodny
z domniemana wartoscia prawdziwa. Przy kazdym poje-
dynczym pomiarze popelnia si¢ pewien blad wynikajacy
z losowosci odczytu wartos$ci obserwacji. Pozostaje zatem
zawsze pewna nieznana réznica miedzy wartoScia obser-
wacji i jej wartosciag prawdziwa. Jednym z pierwszych mysli-
cieli, ktory zastanawial si¢ nad kwestia rozkladu dla tej
przypadkowej réznicy, czyli btedu pomiaru, byl Thomas

Simpson (1710-1761). W 1757 roku, zastanawiajac sie
nad ksztaltem krzywej bledu pomiaru, wywnioskowal, ze
jezeli btad pomiaru zawiera si¢ w granicach okreslonego
odcinka, to wyniki pomiaru powinny sie powtarzac¢ propor-
cjonalnie do ciagu liczbowego: 1, 2, ... , n, .., 2, 1, przyj-
mujac wartosci w obrebie tego przedziatu. Byto to pierwsze
w historii wyobrazenie przebiegu funkcji gestosci prawdo-
podobienstwa bledu pomiaru w postaci dyskretnej. Jak
mozna sie tatwo domy$li¢, miala ona postac trojkata réwno-
ramiennego, dlatego rozklad tréjkatny czesto nazywany jest
rozkladem Simpsona.

Jednakze nie rozklad trojkatny, lecz rozklad normalny
jest jednym z podstawowych rozkltadéw rachunku praw-
dopodobienstwa, stuzacych do opisu krzywej btedu. Ze
wzgledu na powyzsze okoliczno$ci nosi on réwniez nazwe
rozkladu Laplace’a-Gaussa oraz stal sie podstawa oceny
wyniku pomiaru i jednym 2z zalozen wykorzystywa-
nych w teorii niepewnoéci. Teoria ta bowiem zaklada, ze
kazda obserwacja wywodzi sie z populacji o rozkladzie
normalnym. To oczywiscie nie oznacza, ze rozklad zwia-
zany z wielko$cig mierzona jest normalny. Nalezy go dopiero
wyznaczy¢, stosujac metode propagacji rozktadow wielkosci
wejsciowych na podstawie modelu matematycznego wiel-
kosci wyjsciowej [4].

Stusznosé przyjecia rozktadu normalnego dla danych
do$wiadczalnych potwierdza réowniez George Biddell Airy
(1801-1892) w dziele pt. On the algebraical and numerical
theory of errors of observations and the combination of
observations, wydanym w 1875 roku.

3. Dzieto Airy

Kim byl Sir George Airy? Na pewno osoba zashuzona dla
korony brytyjskiej: przewodniczacy Royal Society, dyrektor
Krélewskiego Obserwatorium Astronomicznego w Green-
wich, profesor Uniwersytetu Cambridge o niebagatelnych
zastugach dla nauki, szczegélnie optyki (jako odkrywca
zjawiska astygmatyzmu i dyfrakcji). Podal opis matema-
tyczny (funkcja Airy) zjawiska dyfrakcji na malym otworze,
zwanego plamka Airy.

Airy, choé¢ to nie wynika bezposrednio z przytoczo-
nego w pelnym brzmieniu tytulu jego pracy, byl réwniez
prekursorem pojecia niepewno$é (ang. uncertainty). Postu-
luje on rozumienie btedu pomiaru (ang. error) w kontek-
Scie niepewnosci pomiaru, uzywajac poje¢ uncertain error
lub uncertainty. Przez niepewnos¢ bledu uwaza kazda jego
wartosé, lacznie z przypadkiem, gdy moze on by¢ réwny
zeru. Innymi stowy, blad pomiaru dla Airy to zbiér jego
wartosci powtarzajacych sie w danym pomiarze z okreslona
czestoscia. Z dzisiejszego punktu widzenia mozna powie-
dzie¢, ze btad tworzy rozklad prawdopodobienstwa.

Na kartach swojej pracy autor stwierdza, ze prawdopo-
dobienstwo, iz blad moze znalez¢ sie w przedziale miedzy
okreSlonym z a z+ 8z wynosi

LI )
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Jak nietrudno si¢ domysli¢, powyzszy wzor zawiera
rownanie krzywej dzwonowej. W powyzszym wzorze wyste-

7-8/2012 Pomiary Automatyka Robotyka

73



74 Pomiary Automatyka Robotyka 7-8/2012

NAUKA
[

puje parametr ¢, ktory autor nazywa modulus i definiuje
go jako

¢ = Error of Mean Square x 1,414214 (10)

I tu nietrudno sie domyslié¢, ze modulus Airy jest réwny
iloczynowi bledu $redniego kwadratowego i pierwiastka
z dwéch. Dodatkowo, w konkluzji, autor nazywa wzér (9)
prawem czestosci btedu (ang. Law of Frequency of Error),
ktore wyraza prawdopodobienstwo okreslonej wartosci
bledu zawartej w przedziale miedzy z i x4+ dz. Jednoczesnie
stwierdza, ze modulus jest staly dla okreslonego pomiaru,
lecz inny dla réznych pomiaréw. Z dzisiejszego punktu
widzenia jest to oczywiste, gdyz dla kazdej serii pomiarowej
uzyskujemy okreslona warto$¢ odchylenia standardowego
eksperymentalnego, lecz mozliwe sg rézne jego wartosci dla
kazdej innej serii obserwacji.

Istotnym wnioskowaniem Airy jest réwniez twierdzenie,
ze w przypadku taczenia btedéw pomiaru Xi Yich wspélny
modulus podlega prawu

square of modulus for Z = square of modulus for X +
square of modulus for Y (11)

co jest rownoznaczne z zapisem wspolczesnego réwnania
niepewnosci pomiaru (sumowania wariancji) w postaci

w?(Z) = u* (X) +u* (Y) (12)

Dodatkowym aspektem dziela Airy jest réwniez préba
doswiadczalnego zweryfikowania krzywej bledu. Opiera si¢ tu
na wynikach obserwacji potozenia Gwiazdy Polarnej wyko-
nywanych w Kroélewskim Obserwatorium Astronomicznym
(Greenwich) w latach 1869-1873. Na podstawie zebranych
wynikéw pomiaru autor oblicza Sredni btad obserwacji.
Wyznacza bledy wszystkich obserwacji i grupuje je w okreslo-
nych przez siebie przedzialach wartosci, a nastepnie oblicza, ile
z tych wartosci znajduje si¢ w poszczegdlnych grupach. Tworzy
w ten sposéb histogram bledu pomiaru potozenia katowego
Polaris, zmierzonego w tym obserwatorium. Na podstawie
danych Airy mozna wyznaczy¢ histogram jak na rys. 1.
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Rys. 1. Histogram btedu pomiaru potozenia gwiazdy polarnej
w Krélewskim Obserwatorium Astronomicznym
Fig. 1. Histogram of measurement error of the position of the
Polaris in the Royal Astronomical Observatory
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Rys. 2. Eksperymentalny i teoretyczny rozktad btedu pomiaru
potozenia gwiazdy polarnej

Fig. 2. Experimental and theoretic measurement error distribution
of the Polaris position

Dodatkowo autor pracy oblicza modulus i na podstawie
tej wartosci wyznacza dla kazdego przedzialu teoretyczna
warto$¢ czestosci bledu. Uzyskane wyniki obliczeniowe
zobrazowano na rys. 2.

Pewna ciekawostka jezykowa, zwiazana z ta praca Airy,

jest to, ze podobne obliczenia autor zaleca wykonywaé

osobie, ktéra nazywa the computer. Dzi§ trudno byloby
sobie wyobrazi¢ wykonywanie obliczen histogramu bledu
pomiaru bez udziatu komputera, szczegdlnie metoda Monte
Carlo, zalecana przy opracowaniu wyniku pomiaru przez
najnowsze dokumenty tworzone przy udziale Miedzynaro-
dowego Biura Miar [4].

4. Podsumowanie

Trzy wymienione historyczne koncepcje procedur matema-
tycznych tworza podstawy wspélczesnej metrologii teore-
tycznej w dziedzinie opracowania wyniku pomiaru. Powstaty
na wiele lat przed ich praktycznym zastosowaniem, i choé
zostaly przyjete bez naukowego dowodzenia, $wiadcza o traf-
nosci wnioskowania. Powstaly niemal w tym samym czasie,
niezaleznie w umyslach ich twoércéw, gdyz obieg infor-
macji naukowej w poczatkach XIX wieku byt bardzo ogra-
niczony. Mozna sadzi¢, ze autorzy rozwiazan, cho¢ stwo-
rzyli nierozerwalny laricuch wnioskowan (centralne twier-
dzenie graniczne wymaga przyjecia zalozenia o rozkladzie
normalnym, a ten umozliwia rozwiazanie problemu propa-
gacji btedu, ktére nie moze si¢ obej$¢ bez metody najmniej-
szych kwadratéw), to prawdopodobnie nie znali swoich prac.
W tym krétkim czasie miedzy rokiem 1805 i 1810 zbudo-
wano podstawy niepewnos$ci pomiaru. Mialo to miejsce
w dobie romantyzmu, ktéra aksjologicznie w nauce kojarzy
sie, nie bez przyczyny, z genialna intuicja.

Nie sposéb w tym miejscu pominaé¢ dzieta Airy, wyda-
nego w 1875 roku, w ktérym autor postuluje uzywanie
pojecia niepewnos$é przy wyrazaniu bltedéw obserwacji. Jest
to o tyle znamienne, iz w roku tym spoleczno$¢ miedzy-
narodowa na mocy traktatu dyplomatycznego, zwanego
Konwencja Metryczna, powolala do zycia Miedzynaro-
dowe Biuro Miar, ktore dzisiaj patronuje metodyce opraco-




wania danych pomiarowych wyrazanej wlasnie przez niepew-
nos¢ pomiaru.

Tak oto w roku 1875 rozpoczeto budowanie nowoczesnej
metrologii, z jednej strony powotujac do zycia stabilng struk-
ture metrologiczna o zasiggu miedzynarodowym na mocy
Konwencji Metrycznej, a z drugiej wydajac dzieto tworzace
podstawy wspotczesnego sposobu wyrazania niepewnosci
pomiaru, lacznie z uzytym terminem. Wspoélczesnie wyda-
wane dokumenty pod egida Miedzynarodowego Biura Miar,
dotyczace opracowania danych pomiarowych (Evaluation of
measurement data) czerpia idee z pracy Airy, rozwijajac
koncepcje opisu wielkosci mierzonej (czyli menzurandu)
w postaci zbioru mozliwych dla niej wartosci, przedstawia-
nych w postaci numerycznie obliczanych rozktadéw praw-
dopodobienstwa.
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Historical sources of error theory
and measurement uncertainty

Abstract: Historical basics of metrological conceptions concer-
ning the evaluation of measurement data are presented. The me-
thod of least squares, law of error propagation and central limit
theorem as a historical achievement are discussed. The inferen-
ce treating measurement error as a histogram and expressing it
as a uncertainty are completed. This approach was published in
XIX century, and nowadays justifies expressing the measurement
result as a measurand described by the probability distribution.

Keywords: error theory, measurement uncertainty
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