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BADAWCZE WYZNACZENIE ELEMENTÓW MACIERZY 
SZTYWNO CI MANIPULATORA SZEREGOWEGO 

W celu wyznaczenia wybranych elementów macierzy sztywno ci na podstawie 
charakterystyk liniowej sztywno ci manipulatora o strukturze szeregowej wyko-
nano pomiary na przygotowanym stanowisku wykorzystuj c czujniki linkowe do 
pomiaru przemieszczenia. Badania wykonano dla dwóch manipulatorów (robot 
przemys owych S420F i ARC Mate 100i) o strukturze szeregowej i ruchliwo ci 
równej 6. Porównano wyniki otrzymane w dwóch ró nych po o eniach cz onu ro-
boczego manipulatorów. 
 

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF STIFFNESS MATRIX 
ELEMENTS OF SERIAL TYPE MANIPULATOR 

In order to estimate components of stiffness matrix on the basis of  linear stiffness 
characteristics of serial type manipulator measurements on a prepared test rig 
were carried out using a platform with three wire-based sensors arranged in a 
pyramid configuration. Measurements were performed for two robots (S420F and 
ARC Mate 100i) with 6 degrees of freedom. Comparison of the obtained results is 
presented for two distant poses of the manipulators. 

 
1. WST P 
Jednym z istotnych problemów w badaniu robotów jest badanie jego charakterystyk sztywno-
ci i zwi zanych z ni  elementów macierzy sztywno ci [2], opisuj cej odkszta cenia spr yste 

manipulatora wyst puj ce w wyniku dzia ania obci enia zewn trznego, przy o onego do 
cz onu roboczego. Charakterystyki sztywno ci robotów nale  do podstawowych cech u yt-
kowych robotów przem ys owych, które ulegaj  m odyfikacji podczas eksploatacji. Cz ony 
(ogniwa) manipulatora szeregowego cechuj  si  zazwyczaj du  sztywno ci  w porównaniu 
z uk adami nap dowymi, które wykazuj  znaczn  podatno  m. in. ze wzgl du na odkszta ce-
nia skr tne wa ków nap dowych i przek adni. 

W celu wyznaczenia wszystkich elementów macierzy sztywno ci manipulator powinien 
by  poddany dzia aniu si  (Fx, Fy, Fz) i m omentów ( Mx, My, Mz) obci enia. Dodatkowo, 
urz dzenie pomiarowe powinno um o liwi  pomiar przemieszcze  liniowych i skr tnych ob-
ci onego cz onu roboczego. Pomiar wykonany przy obci aniu cz onu roboczego wyznacza 
wielowymiarow  map  podatno ci, która jest podstaw  korekty sterowa  przy przemieszcze-
niach pod ró nym obci eniem (przenoszenie przedm iotów o ró nych ci arach) [3]. Otrzy-
mane macierze sztywno ci mog  by  wykorzystane przy weryfikacji stanu robotów, sprawno-
ci i przydatno ci ich do okre lonych procesów wytwarzania. 

W pracy przedstawiono stanowisko i m etod  pom iarow  do wyznaczania elem entów 
macierzy sztywno ci zwi zanych z przemieszczeniem liniowym cz onu roboczego spowodo-
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wanym obci eniem zewn trznym ( Fz) najcz ciej wyst puj cym w pracy m anipulatora. 
G ównym zadaniem pracy by o wykonanie stanowiska i przygotowanie m etody, która b dzie 
charakteryzowa  si  odpowiedni  dok adno ci  pomiaru, przestrzeni  pomiarow  i brakiem  
wp ywu na obiekt badany (manipulator) podczas pomiaru oraz ma ymi kosztami [4].  

W tym  celu przygotowano uk ad pom iarowy (rys. 1) z linkowym i czujnikam i 
przemieszcze  do wyznaczenia wektora pozycji cz onu roboczego wzgl dem uk adu {x y z}. 

Elementy macierzy sztywno ci s  odkszta ceniami spr ystymi manipulatora wywo a-
nymi obci eniem zewn trznym przy o onym do cz onu roboczego. W  pracy rozwa ano 
sztywno  zredukowan  do rodka cz onu roboczego robota. Macierz sztywno ci [2] manipu-
latora o strukturze szeregowej przedstawia si  jako: 
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 (1) 

 
gdzie: k ij = ij pF ; [p1 p2 … p6] = [ X Y Z   ] oznaczaj  wspó rz dne wektora pozycji  
i macierzy orientacji cz onu roboczego m anipulatora; [F1 F2 … F6] = [ Fx Fy Fz Mx My Mz] 
wspó rz dne si y i momentu obci enia zewn trznego.  

W przypadku i = j elementy macierzy sztywno ci odnosz  si  do zgodnych kierunki ob-
ci e  i przemieszcze , natomiast i  j oznacza wspó czynniki wp ywu obci enia kierunku 
na przemieszczenie w innym kierunku. Ze wzgl du na obci enie si  pionow  Fz rozwa ano 
tylko linowe zale no ci przemieszczenia cz onu roboczego od si y, czyli nast puj ce elemen-
ty macierz K: k13 , k23, k33 . 

Jako obiekt bada  wybrano m anipulatory o strukturze szeregowej (robot przem ys o-
wych S420F i ARC Mate100i) i ruchliwo ci równej 6 (6 par obrotowych (rys. 3)). Manipula-
tory takie stosowane s  m.in. do paletyzowania, przenoszenia m ateria ów, precyzyjnego spa-
wania ukowego, wysokowytrzyma ego zgrzewania w przemy le samochodowym, malowania 
czy ci cia laserowego.  

Macierz sztywno ci m o na wykorzysta  do analizy dok adno ci pozycjonowania 
i orientacji cz onu roboczego. W yznaczenie elementów macierzy sztywno ci pozwala na ko-
rekt  przy sterowaniu m anipulatorem, gdy nast puje zmiana po o enia ze wzgl du na obci -
enia dzia aj ce na manipulator. Wspó czynniki sztywno ci s  tak e potrzebne do okre lenia 

w asno ci dynamicznych (drganiowych) manipulatora. Otrzymane charakterystyki sztywno ci 
manipulatorów mog  by  wykorzystane form u owaniu lub weryfikacji jego m odelu symula-
cyjnego. Dane tego typu rzadko wyst puj  w dost pnej literaturze ród owej. 
 
2. STANOWISKO POMIAROWE 
W celu do wiadczalnego wyznaczenia elementów macierzy sztywno ci manipulatora o struk-
turze szeregowej wykonano stanowisko pom iarowe (rys. 1), sk adaj ce si  ze sta ej platfor-
my, trzech czujników pom iaru d ugo ci oraz m etalowego uchwytu. Do sta ej platformy za-
mocowano trzy czujniki linkowe; rozm ieszczenie czujników przyj to zgodnie z osiam i uk a-
du wspó rz dnych {x y z} platformy. Ko ce linek po czono w jednym punkcie z uchwytem , 
który zosta  zamocowany do chwytaka. Powsta  w ten sposób uk ad ostros upa trójk tnego. 
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Zmiany odleg o ci pomi dzy punktem P cz onu roboczego a platform  pomiarow  s  
mierzone za pomoc  czujników linkowych. Ka da z trzech linek nawija si  na b ben, znajdu-
j cy si  w platformie pomiarowej, ze spr yn  napinaj c  oraz z uk adem do pom iaru k ta 
obrotu b bna (rys. 2). Linki przenosz  tylko obci enie wynikaj ce z uk adu napinaj cego, 
które wynosi od kilku od kilkunastu N [1]. W ypadkowe obci enie od si  napi cia linek za-
zwyczaj nie wp ywa na rozk ad obci e  w mechanizmie prowadz cym cz on roboczy. Prze-
mieszczenie cz onu roboczego z platform  ruchom  wzgl dem nieruchomej wywo uje zmiany 
d ugo ci linek, które wyznacza si  na podstawie sygna ów z czujników. Znaj c d ugo ci linek 
i odpowiednie wspó rz dne punktów platform  mo na wyznaczy  pozycj  cz onu roboczego. 
Przedstawiony uk ad pom iarowy jest przydatny do pom iarów m a ych przem ieszcze , przy 
wymuszeniach dynamicznych i po danej wysokiej dok adno ci. 
 

 
 
 
 
 
 
 

    

 

 

 

Rys. 1. Schemat stanowiska pomiarowego do wyznaczania wektora pozycji cz onu roboczego  

 
 
 

                    
 

 
Rys. 2. a) Przyk ad czujnika linkowego o wymiarach 40/40/50mm o dok adno ci 0.1 %  

dla zakresu pomiarowego 1 m [3], b) Schemat mechanizmu nawijania linki [1] 

W celu uzyskania wybranych warto ci elem entów m acierzy sztywno ci W yznaczono 
pozycj  cz onu roboczego na podstawie zale no ci okre laj cych d ugo  ka dej z linek ( li – 
d ugo  i linki, gdzie i = 1, 2, 3) jako: 
 ||A P|| = l1, ||BP|| = l2, ||CP|| = l3     (2)
Zgodnie z oznaczeniami przedstawionymi na rys. 1 otrzymano: 
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Po rozwi zaniu równa  (3) kolejne sk adowe pozycji cz onu roboczego wzgl dem 
uk adu {xyz} przedstawiaj  si  jako: 

 xp= (l2
2 – l3

2 + b 
2)/(2b) 

 
 

yp= (l2
2 – l1

2 + a2)/(2a) 
zp = ±(l2

2 - xp 
2 - yp

2 )1/2 
(4)

Rozpatrywano tylko jedn  konfiguracj  ze wzgl du na sposób zamocowania czujników 
umo liwiaj cy pom iar tylko dla zp > 0. Warunkiem dobrze przeprowadzonego pom iaru 
w zakresie przestrzeni roboczej uk adu pomiarowego jest uwzgl dnienie m.in. zakresu wysu-
wu linek i ich k tów wzgl dem podstawy [1]. 

Wykorzystuj c powy sze stanowisko i m etod  obliczeniow  mo na wyznaczy  nast -
puj ce elementów macierzy sztywno ci: kij dla i = 1, 2, 3, j = 1, 2, …, 6. 
3. WYNIKI POMIARÓW 
W celu wyznaczenie wybranych elem entów sztywno ci manipulatora jego cz on roboczy zo-
sta  poddany obci eniu zewn trznemu ( Fz) co spowodowa o jego odchylenie od po o enia 
pocz tkowego (bez obci enia). Badania przeprowadzono wyznaczaj c sztywno  statyczn . 
Cz on roboczy by  stopniowo obci any od Fz = 0 do Fz = Fzmax w kilku cyklach ustalono wa-
runki pomiaru ruchy wolnozmienne o przebiegu quasi-sinusoidalnym . Otrzymane przemiesz-
czenie cz onu roboczego by o wynikiem ma ych przemieszcze  w po czeniach ruchowych. 
Wielko  tego odchylenia zale a a od przy o onego obci enia i sztywno ci m anipulatora. 
Najwi kszy wp yw na charakterystyk  sztywno ci m aj  uk ady nap dowe, które wykazuj  
znacz ce podatno ci ze wzgl du na odkszta cenia skr tne wa ków nap dowych i przek adni, 
natomiast cz ony manipulatora wykazuj  znaczn  sztywno , dlatego m o na za o y , e nie 
wp ywaj  na zmian  sztywno ci manipulatora.  

Cz on roboczy zosta  poddany obci eniu zewn trznemu w przypadku robota przem y-
s owego S420F ok. 50 % obci enia nominalnego a robota ARC Mate 100i 100 % obci enia 
nominalnego. W  przypadku pierwszy wyznaczono charakterystyki robota przy obci eniu 
roboczym (50 kg) w drugim  przypadku przy m ax obci eniu (6 kg). W ybrano po o enia w 
otoczeniu max zasi gu robotów ze wzgl du na max ugi cie ramienia robota. 

Dodatkowo wykonano pomiar dla manipulatora o strukturze szeregowej 6R ARC Mate 
100i w dwóch wybranych po o eniach (tabela 1, 2, rys. 4a). Wspó rz dne kartezja skie i kon-
figuracyjne okre laj ce po o enie chwytaka wzgl dem uk adu zwi zanego z podstaw  mani-
pulatora bez obci enia zewn trznego przedstawiono w tabelach 1, 2, gdzie: X, Y, Z – wspó -
rz dne linowe, w, p, r - k ty obrotu osi uk adu okre lone wzgl dem ustalonego uk adu wspó -
rz dnych, i – parametry D-H, gdzie i = 1, …, 6. Prób  1 wykonano zwi kszaj c obci enie 
cz on roboczy o 1 kg do masy max 6 kg (rys.5, wykres w1), nast pnie zmniejszano obci enie  
o 1 kg do masy 0 kg (rys.5, wykres w2). 

W przypadku pomiaru manipulatora o strukturze szeregowej 6R firm y FANUC w po o-
eniu 1 cz onu roboczego (tabele 3, 4) prób  1 wykonano zwi kszaj c obci enie cz on robo-

czy o 5 kg do m asy max 50 kg (rys.6, wykres w1), nast pnie zmniejszano obci enie o 5 kg 
do masy 0 kg (rys. 6, wykres w2). 
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Tabela 1. Wspó rz dnie kartezja skie i konfiguracyjne cz onu roboczego okre lone wzgl dem uk adu podstawy 
manipulatora ARC Mate 100i w po o eniu 1 bez obci enia 

Wspó rz dne kartezja skie  
X [mm] Y [mm] Z [mm] w [o] p [o] r [o] 

1389.705 -101.254 342.483  97.472 62.666 93.906 
Wspó rz dne konfiguracyjne i [o], i = 1, …, 6  

1 2 3 4 5 6 
-3.973 36.486 -23.188 3.639 19.801 -210.486   

 

Tabela 2. Wspó rz dnie kartezja skie i konfiguracyjne cz onu roboczego okre lone wzgl dem uk adu podstawy 
manipulatora ARC Mate 100i w po o eniu 2 bez obci enia 

Wspó rz dne kartezja skie  
X [mm] Y [mm] Z [mm] w [o] p [o] r [o] 

1598.579 -121.059 332.048  82.412 62.384 79.454 
Wspó rz dne konfiguracyjne i [o], i = 1, …, 6  

1 2 3 4 5 6 
-3.973 69.723 0.558 3.071 2.955 -210.486   

 
Tabela 3. Wspó rz dnie kartezja skie i konfiguracyjne cz onu roboczego okre lone wzgl dem uk adu podstawy 
manipulatora S420F w po o eniu 1 bez obci enia 

Wspó rz dne kartezja skie  
X [mm] Y [mm] Z [mm] w [o] p [o] r [o] 
-23.13 -2913.19 534.44 -89.47 75.2 -179.7 

Wspó rz dne konfiguracyjne i [o], i = 1, …, 6  
1 2 3 4 5 6 

-90.48 64.74 -5.27 181.98 -5.41 192.73 
 

Tabela 4. Wspó rz dnie kartezja skie i konfiguracyjne cz onu roboczego okre lone wzgl dem uk adu podstawy 
manipulatora S420F w po o eniu 1 z obci eniem roboczym  

Wspó rz dne kartezja skie  
X [mm] Y [mm] Z [mm] w [o] p [o] r [o] 
-23.17 -2913.20 534.38 -89.48 75.29 -179.80 

Wspó rz dne konfiguracyjne i [o], i = 1, …, 6  
1 2 3 4 5 6 

-90.48 64.74 -5.28 181.97 -5.41 192.73 
 

Na rys.5 i 6 przedstawiono zale no ci pomi dzy sk adowymi liniowymi przemieszcze-
nia przestrzennego cz onu roboczego m anipulatora ARC Mate 100i  spowodowane zm ieniaj -
cym si  obci eniem zewn trznym, gdzie wyró niono krzyw  w1 – obci ania i w2 – odci -
ania. W przypadku po o enia nr 1 dla wspó rz dnej xp maksymalne ugi cie wynosi 0.2 [mm], 

wspó rz dnej yp m aksymalne ugi cie wynosi 0.45 [m m] oraz wspó rz dnej zp maksymalne 
ugi cie wynosi 0.7 [mm]. W przypadku po o enia nr 2 dla wspó rz dnej xp maksymalne ugi -
cie wynosi 0.4 [mm], wspó rz dnej yp maksymalne ugi cie wynosi 0.5 [mm] oraz wspó rz d-
nej zp maksymalne ugi cie wynosi 0.9 [mm]. 
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Rys. 4. Stanowisko pomiarowe do wyznaczania sztywno ci zredukowanej do rodka cz onu roboczego  
a) robota ARC Mate100i – ud wig 6 kg, b) S420F –ud wig 120 kg 
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Rys. 5. Otrzymane sk adowe przemieszczenia liniowego cz onu roboczego (ARC Mate 100i) z po o enia nr1 (a) 

oraz po o enia nr2 (b) pod wp ywem zmieniaj cego si  obci enia pionowego 
(w1 – krzywa obci ania i w2 – odci ania) 

 
Na rys. 6 przedstawiono zale no ci pomi dzy sk adowymi liniowymi przemieszczenia 

przestrzennego cz onu roboczego m anipulatora (S420F) spowodowane zm ieniaj cym si  ob-
ci eniem zewn trznym, gdzie wyró niono krzyw  w1 – obci ania i w2 – odci ania. 
W przypadku wspó rz dnej xp maksymalne ugi cie wynosi 0.81 [m m], wspó rz dnej yp mak-
symalne ugi cie wynosi 0.53 [m m] oraz wspó rz dnej zp maksymalne ugi cie wynosi 
3.5 [mm]. 
 

a) b) 

a) b)
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Rys. 6. Otrzymane sk adowe przemieszczenia liniowego cz onu roboczego (S420F) w po o eniu nr 1 (a) pod 

wp ywem zmieniaj cego si  obci enia pionowego  
(w1 – krzywa obci ania i  w2 – odci ania), b) stanowisko pomiarowe 

Na rys. 5 i 6 przedstawiono zm iany wspó rz dnych (xp, yp, zp) wektora pozycji cz onu 
roboczego okre lone wzgl dem uk adu platformy pomiarowej spowodowane zmian  obci e-
nia ( Fz). W yst puj  zm iany po o enia krzywych obci ania (w1) i odci ania, (w2), czyli 
charakterystyki te wykazuj  wyst powanie tzw. p tli histerezy. Spowodowane jest to luzam i 
i tarciem wyst puj cym w parach kinematycznych manipulatora. 

Dokonuj c analizy otrzym anych wyników oszacowano charakterystyk sztywno ci li-
niowej dla m anipulatora szeregowego ( S420F, rys. 7).  Zbudowane stanowisko (rys. 1 i 4b) 
mo e s u y  do wyznaczania elem entów m acierzy sztywno ci K w przypadku dzia ania si  
zewn trznych Fx, Fy, Fz (kjm, j, m = 1, 2, 3) oraz momentów si  Mx, My, Mz (kjm, j = 1, 2, 3, m = 
4, 3, 6). Rozpatrywano tylko dzia anie zewn trznej si y pionowej Fz, dlatego wyznaczono 
elementy k13, k23, k33 m acierzy sztywno ci. Na podstawie charakterystyk sztywno ci (w1 – 
krzywa obci ania, w2 – krzywa odci ania) wyznaczonych odpowiednio dla osi x, y, z wy-
znaczono wspó czynniki sztywno ci na podstawie krzywej regresji. Otrzym ano nast puj ce 
elementy macierzy: k13 = 550 N/mm, k23 = 1489 N/mm, k33 = 131 N/mm. Oznacza to, e naj-
wi ksz  sztywno  uzyskano w osi y a najm niejsz  w osi z. Podatno  manipulatora w kie-
runku osi z jest najwi ksza w przypadku dzia ania si y zewn trznej Fz. 

 

a) b) 
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Rys. 7. Oszacowane charakterystyki sztywno ci liniowej dla manipulatora szeregowego (robot S420F) 

Podobn  analiz  przeprowadzono dla m anipulatora ARC Mate 100i w dwóch po o e-
niach (tabela 1 i 2, rys. 4a).  Otrzymane wyniki umieszczono na rys. 8 i 9. Przedstawione cha-
rakterystyki liniowej sztywno ci wykazuj  zm iany sztywno ci w zale no ci od po o enia 
cz onu roboczego. Otrzymane warto ci elementów macierzy sztywno ci dla obu po o e  ma-
nipulatora ARC umieszczono w tabeli 5. 

Tabela 5. Wyznaczone warto ci elementów (k13, k23, k33) macierzy sztywno ci manipulatora ARC Mate 100i 

Po o enie k13 k23 k33 
Nr 1 223 N/mm 221 N/mm 77 N/mm 
Nr 2 525 N/mm 114 N/mm 56 N/mm 

  
Najwi ksz  podatno  uzyskano w kierunku osi z, ze wzgl du na dzia anie si y ze-

wn trznej Fz. Porównuj c otrzymane wyniki z dwóch po o e  mo na zauwa y , e wspó -
czynnik np. k33 macierzy sztywno ci jest mniejszy im zasi g ramienia wi kszy tym sztywno  
w osi z mniejsza. 



695

NAUKA

 2/2011 Pomiary Automatyka Robotyka

Rys. 9. Oszacowane charakterystyki sztywno ci liniowej dla manipulatora szeregowego  
(ARC Mate 100i) w po o eniu nr 2 
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Rys. 8. Oszacowane charakterystyki sztywno ci liniowej dla manipulatora szeregowego  
(ARC Mate 100i) w po o eniu nr 1 

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
0

20

40

60

k13 = 223 [N/mm]

F
z [

N
]

ug xp [mm]

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

50

100

F
z [

N
]

ug yp [mm]

k23 = 221.2 [N/mm]

-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
0

50

100

F
z [

N
]

ug zp [mm]

k33 = 77 [N/mm]

 



696

NAUKA

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2011

6. PODSUMOWANIE 
W pracy przygotowano stanowisko i opracowano m etod  pomiarów przemieszczenia liniowego 
cz onu roboczego mechanizmu, przy wykorzystaniu linkowych czujników przem ieszczenia, roz-
pi tych pomi dzy rodkiem cz onu roboczego (chwytaka) i nieruchom ej platformy pomiarowej, 
tworz c konfiguracj  ostros upa. Wyznaczono charakterystyki liniowej sztywno ci dwóch mani-
pulatorów, których cz ony robocze obci ano quasi-statycznie wertykaln  si . Porównano osza-
cowane wybrane elementy macierzy sztywno ci dla dwóch ró nych po o e  manipulatorów. 

Opracowana metoda pomiarowa spe nia, przy m a ych kosztach, podstawowe wym agania 
dotycz ce odpowiedniej dok adno ci pomiaru, przestrzeni roboczej oraz m inimalizacji wp ywu 
na badany obiekt podczas pom iaru. Z e wzgl du na m a  ma s  ruchom  linek pom iarowych 
oraz ich napi cie wst pne, zbudowane stanowisko mo e by  u yte tak e do pomiarów w wa-
runkach dynamicznych, jak i do wyznaczania powtarzalno ci pozycjonowania manipulatora. 

Wyznaczone elementy macierzy sztywno ci mo na wykorzysta  do analizy dok adno ci 
pozycjonowania cz onu roboczego, czy przy wprowadzaniu korekty w sterowaniu m anipula-
torem, gdy nast puje zmiana po o enia ze wzgl du na dzia aj ce obci enia. Wspó czynniki 
sztywno ci s  tak e potrzebne do opisu w asno ci drganiowych manipulatora. Dane tego typu 
rzadko wyst puj  w dost pnej literaturze ród owej, a s  wykorzystane przy form u owaniu 
lub weryfikacji modeli symulacyjnych. 
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