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KOMPUTEROWE METODY BADANIA STABILNO CI MODELU 
FORNASINIEGO-MARCHESINIEGO LINIOWYCH UK ADÓW 2D 

Rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilno ci liniowych uk adów dy-
namicznych dwuwymiarowych (2D). Podano komputerowe metody badania 
asymptotycznej stabilno ci modelu Fornasiniego-Marchesiniego w przypadku 
ogólnym oraz analityczne metody w przypadku szczególnym uk adu skalarnego. 
Rozwa ania zilustrowano przyk adami liczbowymi.  

COMPUTER METHODS FOR STABILITY INVESTIGATION OF THE 
FORNASINI-MARCHESINI MODEL OF LINEAR 2D SYSTEMS 

The problem of asymptotic stability of linear dynamic 2D systems is considered. 
Computer methods for asymptotic stability analysis of the Fornasini-Marchesini 
model in the general case and analytic methods in the case of scalar systems are 
given. The considerations are illustrated by numerical examples.  

 

1. WST P  
Istnieje kilka m odeli liniowych uk adów dwuwym iarowych (2D) [7, 8, 9]. Do najbardziej 
popularnych nale y model Fornasiniego-Marchesiniego wprowadzony w pracy [3].  
Problematyka analizy i syntezy uk adów dwuwymiarowych jest rozwijana w literaturze wia-
towej od oko o 40 lat. W okresie ostatnich kilkunastu lat w literaturze rozpatruje si  nie tylko 
klasyczne m odele uk adów 2D, ale tak e m odele dodatnie (w tym  m odele nieca kowitych 
rz dów) [8–18]. 
Problem asymptotycznej stabilno ci uk adów 2D by  rozpatrywany w wielu publikacjach, np. 
[1, 2, 4–7, 13–28]. W ynika to nie tylko z du ego praktycznego znaczenia tego problem u, ale 
przede wszystkim  z faktu jego z o ono ci. Funkcja charakterystyczna uk adów 2D jest bo-
wiem wielomianem dwóch niezale nych zmiennych zespolonych i badanie rozk adu jej zer 
jest problemem trudnym. Do badania asym ptotycznej stabilno ci uk adów 2D wykorzystuje 
si  m.in. metody analityczne, podobne jak w przypadku badania stabilno ci w sensie Schura 
uk adów 1D (np. [1]), metody wykorzystuj ce teori  stabilno ci Lapunowa ([21, 23]), czy te  
metody bazuj ce na LMI ([2, 13, 27]).  
W niniejszej pracy zostan  podane komputerowe metody badania asymptotycznej stabilno ci 
modelu Fornasiniego-Marchesiniego w przypadku ogólnym  oraz metody analityczne w przy-
padku uk adu skalarnego.  
W pracy b dziemy stosowa  nast puj ce oznaczenia: |)(| Xi  – i-ta warto  w asna macierzy 
X; | )(|max)( XX ii  – prom ie  spektralny m acierzy X; || X  – m acierz o nieujem nych 
elementach || ijx  otrzymana z rzeczywistej kwadratowej macierzy ];[ ijxX  || (.)|| x  – norma 

wektora (.)x ; n m  – zbiór macierzy o wymiarach n m , przy czym 1nn ; Z –  zbiór 
liczb ca kowitych nieujemnych; [ , ].0  
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2. WPROWADZENIE I SFORMU OWANIE PROBLEMU  
We my pod uwag  model Fornasiniego-Marchesiniego liniowego uk adu 2D, którego równa-
nie stanu ma posta  [3, 7, 8, 9] 
 ), ,()1,(),1(),()1,1( 210 jiBujixAjixAjixAjix  i Z ,  t ,  (1) 

gdzie ,),( njix  mjiu ),(  za  sta e macierze A0,  A1,  2A  i B  maj  odpowiednie wy-
miary.  
Warunki brzegowe dla równania (1) s  nast puj ce  
 ,)0,( 0ixix  ,),0( 0 jxjx   ., Zji  (2) 

Macierz charakterystyczna modelu (1) wyra a si  wzorem 
 221102121 ),( AzAzAIzzzzH n  (3) 

za  funkcja charakterystyczna tego modelu, któr  oblicza si  ze wzoru  
 ], det[),(det),( 22110212121 AzAzAIzzzzHzzw n  (4) 

jest wielomianem dwóch zmiennych niezale nych 1z  i 2z . Mo na j  napisa  w postaci  

 ,),(
n

k

n

j

jk
kj zzazzw

0 0
2121  ann 1.  (5) 

Definicja 1. Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) uk adu 2D b dziemy nazywa  asympto-
tycznie stabilnym, je eli przy 0),( jiu  oraz ograniczonych warunkach brzegowych (2) za-
chodzi zale no  .0||),(||lim , jixji  

Na podstawie np. prac [1], [7] mo emy sformu owa  poni sze twierdzenie. 
Twierdzenie 1.  Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) uk adu 2D jest asym ptotycznie sta-
bilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny (4) spe nia warunek  
 ,0),( 21 zzw  ,1|| 1z  .1|| 2z  (6) 

Wielomian ),( 21 zzw  dwóch zm iennych niezale nych spe niaj cy warunek (6) b dziemy na-
zywa  wielomianem stabilnym.  

Stosuj c we wzorze (3) podstawienie 1
11 zd  oraz 1

22 zd  otrzymamy  

 ]. [),(~
2112021

1
2

1
121 AdAdAddIddddH n  (7) 

Z powy szego wynika, e przy badaniu asymptotycznej stabilno ci modelu (1) mo emy rów-
nowa nie rozpatrywa  wielomian charakterystyczny  
 )det(),(~

211202121 AdAdAddIddw n  (8) 

zamiast wielomianu (4).  
W takim przypadku warunek asymptotycznej stabilno ci przyjmuje posta  
 ,0),(~

21 ddw  ,1|| 1d  .1|| 2d  (9) 

Nale y zaznaczy , e w literaturze (np. [5, 6, 19, 20, 24–26]) zam iast wielomianu charaktery-
stycznego (8) rozpatruje si  wielomian  
 ). det(),(~

221102121 AdAdAddIddw n  (8a) 
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Z warunku (9) asym ptotycznej stabilno ci wynika, e przyj cie do rozwa a  postaci (8a) za-
miast (8) wielomianu charakterystycznego nie ma wp ywu stabilno  modelu (1). 
Uwzgl dniaj c prace [6, 20, 24], warunki asymptotycznej stabilno ci m odelu (1) m o emy 
sformu owa  w postaci poni szego twierdzenia. 
Twierdzenie 2. Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) jest asym ptotycznie stabilny wtedy 
i tylko wtedy, gdy s  spe nione dwa poni sze warunki 
1) ,0)0,(~

1dw  ,1|| 1d  

2) ,0),(~
21 ddw  ,1|| 1d  .1|| 2d  

Bazuj c na twierdzeniu 2, w pracach [5, 6, 19, 20, 26, 29] podano warunki asym ptotycznej 
stabilno ci modelu (1) wyra one w terminach promieni spektralnych odpowiednich macierzy. 
S  to najcz ciej warunki wystarczaj ce. Jeden z nich jest podany poni ej. 
Twierdzenie 3 [20]. Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) jest asym ptotycznie stabilny, 
je eli jest spe niona przynajmniej jedna z poni szych grup warunków: 
 1|)(| 1A  i ,1)( 0V  (10) 

gdzie  

 |, )(||)|(|||| 0211
1

102120 AAAAAIAAAAV n  (11) 

oraz 
 1|)(| 2A  i ,1)( 0W  (12) 

gdzie  

 .|)(||)|(|||| 0212
1

202110 AAAAAIAAAAW n  (13) 

Celem pracy jest podanie nowych kom puterowych metod badania asymptotycznej stabilno ci 
modelu Fornasiniego-Marchesiniego (1) uk adu 2D. Proponowane m etody bazuj  warunkach 
koniecznych i wystarczaj cych asym ptotycznej stabilno ci, s u cych do sprawdzania spe -
nienia warunku (6).  
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU  
Wzór (4) mo na przekszta ci  do dwóch równowa nych sobie postaci 
 )], (det[]det[),( 1122121 zSIzAIzzzw nn  (14) 

 )], (det[]det[),( 2211221 zSIzAIzzzw nn  (15) 

przy czym 

 ), ()()( 110
1

2111 AzAAIzzS n  (16) 

 ). ()()( 220
1

1222 AzAAIzzS n  (17) 

Z powy szych wzorów i twierdzenia 1 wynika nast puj cy lemat.  
Lemat 1. Proste warunki konieczne asymptotycznej stabilno ci modelu (1) maj  postaci:  
 ,1|)(| 1Ai   ,1|)(| 2Ai  .,...,2,1 ni  (18) 

Spe nienie warunków (18) oznacza, e macierze 1A  i 2A  s  stabilne w sensie Schura. 
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Twierdzenie 4. Liniowy uk ad 2D o wielomianie charakterystycznym ),( 21 zzw  jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  spe nione dwa poni sze warunki 
1) ,0)1,( 1zw  1|| 1z , 

2) ,0),( 2zew j  ],2,0[  .1|| 2z  

Dowód. Z pracy [1] wynika, e wielomian ),( 21 zzw  jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  
spe nione dwa warunki:  
 0),( 1 azw  dla 1|| 1z  i pewnego a spe niaj cego warunek 1|| a , 

 ,0),( 21 zzw  ,1|| 1z  .1|| 2z  

Warunki 1) i 2) wynikaj  bezpo rednio z powy szych warunków dla 1a  i ,1
jez  

].2,0[  

Spe nienie warunku 1) twierdzenia 4 oznacza, e wszystkie zera wielom ianu )1,( 1zw  jednej 
zmiennej maj  warto ci bezwzgl dne mniejsze od 1, czyli ten wielom ian jest stabilny w sen-
sie Schura (jest wielom ianem Schura). Do badania jego stabilno ci m o na stosowa  znane 
kryteria stabilno ci uk adów dyskretnych 1D. 
Spe nienie warunku 2) twierdzenia 4 oznacza, e dla ka dego ustalonego ]2,0[  wielo-

mian zespolony ),( 2zew j  nie ma zer o warto ciach bezwzgl dnych wi kszych lub równych 
jeden, czyli jest on stabilny w sensie Schura. atwo zauwa y , e mo emy ograniczy  si  do 
przedzia u ],0[  warto ci parametru .  

Lemat 2.  Je eli jest spe niony pierwszy z warunków (18), to warunek 1) twierdzenia 4 jest 
spe niony wtedy i tylko wtedy, gdy warto ci w asne macierzy  

 )()()1( 20
1

12 AAAIS n  (19) 

maj  warto ci bezwzgl dne mniejsze od 1. 
Dowód. Podstawiaj c 12z  we wzorze (15) otrzymamy  

 )]. (det[]det[),( 11 2111 SIzAIzw nn  (20) 

Je eli jest spe niony pierwszy z warunków (18), to A In1  i m acierz (19) jest dobrze okre-
lona. Zatem warto ci w asne macierzy (19) s  miejscami zerowymi wielomianu (20).  

Lemat 3. Je eli jest spe niony drugi z warunków (18), to warunek 2) twierdzenia 4 jest spe -
niony wtedy i tylko wtedy, gdy warto ci w asne macierzy )(1

jeS  maj  warto ci bezwzgl d-
ne mniejsze od 1 dla ka dego ], 2,0[  gdzie 

 ), ()()( 01
1

21 AAeAIeeS j
n

jj  (21) 

Dowód. Podstawiaj c jez1  we wzorze (14) otrzymamy 

 )], (det[)det(),( 1222
j

nn
jj eSIzAIezew  (22) 

gdzie )(1
jeS  m a posta  (21). Je eli jest spe niony drugi z warunków (18), to nIA2  

i warto ci w asne macierzy (21) s  zerami wielomianu zespolonego ).,( 2zew j   
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Twierdzenie 5. Model (1) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  spe nione 
warunki (18) i warunki podane w lematach 2 i 3, tj. 
 ,1|))1((| 2Si  ,,...,2,1 ni  (23) 

 ,1|))((| 1
j

i eS  ],2,0[ ,,...,2,1 ni   (24) 

gdzie macierze )1(2S  i )(1
jeS maj  postaci (19) i (21), odpowiednio.  

Dowód. Dowód wynika bezpo rednio z twierdzenia 4 i lematów 2 i 3.  
Zauwa my, e w twierdzeniu 4 mo emy zamieni  rolami zmienne 1z  i .2z Otrzymamy wtedy 
dwa poni sze twierdzenia, równowa ne z twierdzeniami 4 i 5, odpowiednio.  
Twierdzenie 6. Liniowy uk ad 2D o wielomianie charakterystycznym ),( 21 zzw  jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  spe nione dwa poni sze warunki: 
1) ,0),1( 2zw  1|| 2z , 

2) ,0),( 1
jezw  ],2,0[  .1|| 1z  

Ze wzorów (14) i (15) dla 11z  otrzymamy odpowiednio 

 )], 1(det[]det[),1( 1222 SIzAIzw nn  (25) 

 )], (det[]det[),1( 22122 zSIAIzzw nn  (26) 

przy czym )( 22 zS  ma posta  (17) za   

 ). ()()1( 10
1

21 AAAIS n  (27) 

Twierdzenie 7. Model (1) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  spe nione 
nierówno ci (18) oraz warunki 
 ,1|))1((| 1Si  ,,...,2,1 ni  (28) 

 ,1|))((| 2
j

i eS  ],2,0[ ,,...,, ni 21   (29) 

gdzie macierz )1(1S  ma posta  (27) za   

 ). ()()( 20
1

12 AeAAIeeS j
n

jj  (30) 

3.1. Przypadek szczególny – model uk adu skalarnego 
Równanie stanu modelu Fornasiniego-Marchesiniego skalarnego uk adu 2D ma posta   
 ), ,()1,(),1(),()1,1( 210 jibujixajixajixajix  i Z ,  t ,  (31) 

gdzie , 0a  ,1a  2a  i b s  sta ymi rzeczywistymi wspó czynnikami.  

W przypadku uk adu skalarnego proste warunki konieczne (18) asym ptotycznej stabilno ci 
przyjmuj  posta : 
 ,1|| 1a   .1|| 2a  (32) 

Natomiast ze wzorów (19) i (21) odpowiednio otrzymamy  

 ,
1

)1(
1

20
2 a

aaS  (33) 
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 .)(
2

01
1 ae

aaeeS j

j
j  (34) 

atwo sprawdzi , e wykres funkcji (34) dla ]2,0[  jest na p aszczy nie zmiennej zespo-
lonej okr giem o rodku w punkcie 1rs  i o promieniu 1r  przy czym  

 ,
1 2

2

120
1 a

aaasr  .2
2

120
1 1 a

aaar  (35) 

Okr g ten przecina o  rzeczywist  w punktach  

 ,
1

)1(
2

01
1 a

aaS  .
1

)1(
2

01
1 a

aaS  (36) 

Zatem wykres funkcji ),(1
jeS  ], 2,0[  le y na p aszczy nie zm iennej zespolonej 

w okr gu jednostkowym wtedy i tylko wtedy, gdy  

 1
1 2

01
a
aa  i .1

1 2

01
a
aa  (37) 

Z powy szych rozwa a  i twierdzenia 5 wynika nast puj ce twierdzenie. 
Twierdzenie 8. Skalarny model (31) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  
spe nione warunki konieczne (32) i nierówno ci  
 |, |1 201 aaa  (38a) 

 |, |1 102 aaa  (38b) 

 .1|| 012 aaa  (38c) 

Dowód. Je eli s  spe nione proste warunki konieczne (32), to dla m odelu (31) nierówno ci 
(23) i (24) przyjmuj  postaci: 112 |)(| S  oraz (37). Mo na je napisa  w postaci (38).  

Korzystaj c z twierdzenia 7 i post puj c podobnie jak w powy szych rozwa aniach, otrzy-
mamy nast puj ce twierdzenie. 
Twierdzenie 9. Skalarny model (31) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s  
spe nione warunki konieczne (32) i nierówno ci  
 |, |1 102 aaa  (39a) 

 |, |1 201 aaa  (39b) 

 .1|| 021 aaa  (39c) 

4. PRZYK ADY 
Przyk ad 1.  Nale y zbada  asym ptotyczn  stabilno  m odelu Fornasiniego-Marchesiniego 
(1) uk adu 2D o macierzach  

 ,
5.03.00

04.03.0
01.05.0

0A  ,
5.04.01.0

07.00
02.06.0

1A  .
4.03.02.0
2.01.00
2.01.07.0

2A  (40) 
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Obliczaj c warto ci w asne macierzy 1A , 2A , )1(2S (19) i )1(1S  (27), otrzymamy: 

 warto ci w asne 1A : 50. ; 60. ; 70.   

 warto ci w asne 2A : 83050. ;  41050. ;  04110. . 

 warto ci w asne :)1(2S  0.6699;  -0.1850 j0.6431  

 warto ci w asne :)1(1S  0.0;  0.7692;  -0.5 . 

Wszystkie obliczone warto ci w asne maj  warto ci bezwzgl dne mniejsze od 1, zatem proste 
warunki konieczne (18) oraz warunki (23) i (28) s  spe nione.  

Obliczaj c z kolei warto ci w asne macierzy )(1
jeS  (21) oraz m acierzy )(2

jeS  (30) przy 
warto ciach parametru  zmieniaj cych si  od 0 do 2  z krokiem  01.0  otrzymamy 
wykresy pokazane na rys. 1. 
 

 a)      b) 

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
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1
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Im

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Re

Im

 
Rys. 1. Warto ci w asne: a) macierzy ),(1

jeS  b) macierzy )(2
jeS  

 

Z rys. 1 wynika, e warunki (24) i (29) twierdze  5 i 7 s  spe nione, co oznacza, e rozpatry-
wany model jest asymptotycznie stabilny. 
Zastosujemy teraz do badania asym ptotycznej stabilno ci rozpatrywanego m odelu warunek 
dostateczny podany w twierdzeniu 3. 

atwo sprawdzi , e warunki wystarczaj ce (10) i (12) nie s  spe nione, bowiem  
,17.0|)(| 1A  ale 12.8361)( 0V  oraz  

,18305.0|)(| 2A  ale .2.2289 )( 10W  

Na bazie twierdzenia 3 nic nie mo na powiedzie  o stabilno ci modelu (1) o macierzach (40). 
Przyk ad 2. Nale y wyznaczy  warto ci wspó czynnika , 0a  dla których jest asym ptotycznie 
stabilny model (31) przy 8.01a  i 7.02a .  

atwo zauwa y , e proste warunki konieczne (32) s  spe nione. 
Obliczaj c warto ci wspó czynnika , 0a  dla których s  spe nione nierówno ci (38a), (38b) 
i (38c) otrzymamy odpowiednio: 9.05.0 0a , 9 .05.2 0a  i 1.15.0 0a .  
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Warunek wspólny ma zatem posta  
 9.05.0 0a . (41) 

Z twierdzenia 8 wynika, e rozpatrywany skalarny model Fornasiniego-Marchesiniego uk adu 
2D jest asym ptotycznie stabilny dla warto ci 0a  spe niaj cych nierówno  (41). Takie sam e 
warto ci wspó czynnika 0a  otrzymamy na bazie twierdzenia 9.  

Przyjmuj c 5 .00a , 7 .00a , 8 .00a  i 9.00a  oraz  obliczaj c warto ci w asne macierzy 

)(1
jeS  (21) przy warto ciach param etru  zm ieniaj cych si  od 0 do 2  z krokiem  

01.0  otrzym amy wykresy pokazane na rys. 2. Potwierdzaj  one rezultat otrzym any 
w drodze oblicze  analitycznych, e rozpatrywany m odel jest asym ptotycznie stabilny dla 
warto ci 0a  spe niaj cych nierówno  (41). 
 

       a)               b) 

-1 -0.5 0 0.5 1
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       c)               d) 
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Rys. 2. Warto ci w asne macierzy ),(1
jeS  [ , ]0 2 , 

  a) 5.00a , b) 7.00a , c) 8.00a , d) 9.00a  
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Zastosujmy teraz twierdzenie 3 do badania asymptotycznej stabilno ci rozpatrywanego mode-
lu uk adu 2D.  
Ze wzorów (11) i (13) dla 801 .a  i 702 .a  odpowiednio otrzymamy 

 |, .|.|).(.|).(|.|. 5605705608080156070 00
1

00 aaaV  

 ./|.|.|).(.|).(|.|. 310560805607070156080 00
1

00 aaaW  

Warunki 1 )( 00 VV  i 1)( 00 WW  s  spe nione wtedy i tylko wtedy, gdy  

 .62.05.0 0a  (42) 

Z twierdzenia 3 wynika zatem, e rozpatrywany model skalarny jest asymptotycznie stabilny, 
je eli jest spe niony warunek (42). Zauwa my, e przedzia  (42) jest znacznie m niejszy od 
przedzia u (41) wyznaczonego na bazie zaproponowanej metody.  
5. UWAGI KO COWE 
W pracy rozpatrzono problem  badania asym ptotycznej stabilno ci liniowych uk adów 2D. 
Podano kom puterowe m etody badania asym ptotycznej stabilno ci m odelu Fornasiniego-
Marchesiniego w przypadku ogólnym  (twierdzenia 5 i 7) oraz analityczne warunki asym pto-
tycznej stabilno ci w przypadku uk adu skalarnego (twierdzenia 8 i 9). Metody te m og  by  
bezpo rednio wykorzystane do badania asymptotycznej stabilno ci modelu ogólnego uk adów 
2D, np. [7, 8]. Mog  one te  by  uogólnione na klas  modeli Roessera oraz na modele nieca -
kowitych rz dów. 
Praca naukowa finansowana ze rodków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy szego. 
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