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 PUNKTOWA ZUPE NO   I  DEGENERACJA OKRE LONEJ KLASY 
DYNAMICZNYCH UK ADÓW CI G O-DYSKRETNYCH 

W artykule rozpatrzono problem punktowej zupe no ci oraz punktowej 
degeneracji na przyk adzie drugiego modelu typu Fornasiniego-Marchesiniego 
uk adu ci g o-dyskretnego (DMF-MCD). Podano warunki konieczne 
i wystarczaj ce punktowej zupe no ci oraz punktowej degeneracji dla przypadku 
gdy model ten jest uk adem standardowym oraz uk adem dodatnim. Rozwa ania 
zilustrowano przyk adami liczbowymi. 

 
POINTWISE COMPLETENESS AND POINTWISE DEGENERACY 

OF A SPECIFIED CLASS OF CONTINUOUS-DISCRETE TIME 
DYNAMICAL SYSTEMS 

The paper presents a problem of pointwise completeness and pointwise 
degeneracy of the standard and positive continuous-discrete time (hybrid) linear 
systems. The second Fornasini-Marchesini model (SF-MCDM) of the hybrid 
system has been considered. Two cases of  SF-MCDM i.e. standard and positive 
have been analyzed. Definitions as well as necessary and sufficient conditions of 
pointwise completeness and pointwise degeneracy for this model have been given. 
Considerations are illustrated by numerical examples. 

 
1. WST P  
Dynamiczny uk ad ci g o-dyskretny (hybrydowy) jest to uk ad, w którym  m acierzowe 
równanie stanu opisuj ce jego dynam ik  sk ada si  z równania ró niczkowego (wzgl dem 
ci g ej zm iennej t)  oraz równania ró nicowego (wzgl dem dyskretnej zm iennej i). 
W uk adach tego rodzaju cz  reprezentuj ca dziedzin  ci g  mo e opisywa  np. dynamik  
obwodu elektrycznego (uzyskan  w rezultacie stosowania podstawowych praw Kirchhoffa 
i Ohma) lub dynam ik  reakcji chem icznej zachodz cej w m ieszalniku. Cz  reprezentuj ca 
dziedzin  dyskretn  opisuje natom iast zachowanie tego m odelu np. przy prze czaniu 
pojemno ci w obwodzie elektrycznym  lub odpowiednio przy przep ywie substratów reakcji 
chemicznej. 
Problematyka punktowej zupe no ci i punktowej degeneracji uk adu autonomicznego nale y 
do podstawowych zagadnie  teorii sterowania. Ogólnie punktowa zupe no  uk adu oznacza, 
e m o liwe jest osi gni cie dowolnego zadanego stanu ko cowego poprzez odpowiedni 

dobór warunków pocz tkowych. Zagadnieniem  przeciwnym  do punktowej zupe no ci jest 
punktowa degeneracja. Punktowa zupe no  i punktowa degeneracja jest od wielu lat [13] 
tematem licznych publikacji. Ró ne podej cie do analizy tego problem u w odniesieniu do 
uk adów ci g ych jak i dyskretnych mo na znale  np. w pracach [1–3, 7–14] oraz cytowanej 
tam literaturze. 
Celem niniejszej pracy jest podanie warunków punktowej zupe no ci oraz punktowej 
degeneracji dla drugiego m odelu Fornasiniego-Marchesiniego uk adu ci g o-dyskretnego. 
Zostanie rozpatrzony przypadek, gdy m odel ten jest uk adem dodatnim  oraz uk adem 
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standardowym (niedodatnim ). G ówne definicje oraz kryteria dla rozpatrywanych klas 
uk adów zostan  uzyskane w wyniku uogólnienia rezultatów pracy [9]. 
 
2.  SFORMU OWANIE PROBLEMU 
Niech ( )n m n m  b dzie zbiorem macierzy o wymiarach n m  o elementach rzeczywistych 
(nieujemnych) oraz 1 1( ).n n n n  Zbiór liczb ca kowitych oznacza  b dziemy przez 
Z , przez nI  m acierz jednostkow  wym iaru ,n n  za  zbiór liczb rzeczywistych 
nieujemnych przez [0, ).R   
 
We my pod uwag  liniowy uk ad ci g o-dyskretny opisany równaniem  stanu w poni szej 
postaci [5, 6] 

 0 1 2

0 1 2

( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1)
( , ) ( , ) ( , 1), ; ,

x t i A x t i A x t i A x t i
B u t i B u t i B u t i t R i Z

 (1) 

przy czym  ( , )( , ) ,x t ix t i
t

 ( , ) ,nx t i  ( , ) ,mu t i  jest odpowiednio wektorem  stanu 

i wymuszenia oraz ,n n
kA  ,n m

kB  0,1,2.k  Równanie stanu (1) jest równaniem  
ró niczkowym wzgl dem (ci g ej) zmiennej t R  oraz równaniem  ró nicowym wzgl dem 
(dyskretnej) zmiennej .k Z  
Warunki brzegowe dla (1) maj  posta  

 0 1( ,0) , ( ,0) ,
(0, ) ,

t t

i

x t x x t x t R
x i x i Z

 (2) 

Równanie (1) opisuje tzw. ogólny model uk adu ci g o-dyskretnego. Podstawiaj c w (1) 
1 2 0B B  oraz 0B B  otrzym amy pierwszy model Fornasiniego-Marchesiniego uk adu 

ci g o-dyskretnego [5, 6] 

 0 1 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1) ( , ), ; ,x t i A x t i A x t i A x t i Bu t i t R i Z  (3) 

podstawiaj c natomiast 0 0,A  0 0B  otrzymamy drugi model Fornasiniego-Marchesiniego 
uk adu ci g o-dyskretnego [5, 6] 

 1 2 1 2( , 1) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1), ; .x t i A x t i A x t i B u t i B u t i t R i Z  (4) 

Do dalszych rozwa a  b dziemy przyjm owa , e uk ad ci g o-dyskretny (1) jest uk adem 
autonomicznym (tj. bez dzia ania wym usze  ( , ) 0u t i ). Zauwa my, e w tym  przypadku 
równanie stanu m odelu ogólnego (1) i równanie stanu pierwszego m odelu Fornasiniego-
Marchesiniego (3) maj  tak  sam  posta , tj. 

 0 1 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1), ; ,x t i A x t i A x t i A x t i t R i Z  (5) 

za  równanie stanu drugiego modelu typu Fornasiniego-Marchesiniego ma form  
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 1 2( , 1) ( , ) ( , 1), ; ,x t i A x t i A x t i t R i Z  (6) 

przy czym  warunki brzegowe m aj  posta  (2). Dla uproszczenia zapisu uk ad opisany 
równaniem (6) b dziemy oznacza  przez DMF-MCD. 
 

Celem niniejszej pracy jest podanie warunków punktowej zupe no ci oraz punktowej 
degeneracji dla drugiego m odelu Fornasiniego-Marchesiniego uk adu ci g o-dyskretnego (6) 
(DMF-MCD). Zostanie rozpatrzony przypadek gdy m odel ten jest uk adem standardowym  
oraz uk adem dodatnim . Kryteria dla rozpatrywanej klasy uk adów ci g o-dyskretnych 
zostan  podane przy wykorzystaniu rezultatów pracy [9]. 
 
3.  G ÓWNY REZULTAT 
 
3.1. Standardowy model DMF-MCD    
 
Definicja 1.  Uk ad standardowy DMF-MCD (6) nazywam y punktowo zupe nym w punkcie 
( , )ft q , je eli dla ka dego zadanego stanu ko cowego n

fx  mo na tak dobra  warunki 
brzegowe (2), e ( , ) .f fx t q x  
 
Równanie (6) przy 0i  mo emy napisa  w poni szej postaci 

 1 2 1 1 2 1( ,1) ( ,0) ( ,1) ( ,1), ( ,0), .t tx t A x t A x t A x A x t x x t t R  (7) 

Je eli  1 0tx  wówczas 1 1 1( ,0) 0tA x t A x  za  z  (7) otrzymamy 

 2( ,1) (0,1).A tx t e x  (8) 

Dla 1q  oraz ft t  (zgodnie z definicj  1) wzór (8) przyjmie posta   

 2 2(0,1); (0,1) .f fA t A t
f fx e x x e x  (9) 

Podstawiaj c z kolei 1i do (6) otrzymamy 

 1 2( , 2) ( ,1) ( , 2).x t A x t A x t  (10) 

Uwzgl dniaj c wzór (8) mo emy równanie (10) napisa  w poni szej formie 

 2
1 2 2( , 2) (0,1) ( , 2).A tx t A A e x A x t  (11) 

Je eli ( 0,1) 0x  to z (11) mamy 

 2( , 2) (0,2).A tx t e x  (12) 

Dla 2q  oraz ft t  wzór (12)  przyjmie posta  
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 2 2(0, 2); (0,2) .f fA t A t
f fx e x x e x  (13) 

Powtarzaj c sukcesywnie powy sze podstawienie dla kolejnych 2,..., 1i q  oraz 
uwzgl dniaj c rezultaty pracy [9] mo emy napisa  poni sze twierdzenie. 
 
Twierdzenie 1. Uk ad standardowy DMF-MCD (6) jest zawsze punktowo zupe ny w punkcie 
( , )ft q  dla 0ft  i  1, 2,...q .  
 
Dowód. Dowód twierdzenia jest podobny do dowodu podanego w [9].  
 
Z powy szych rozwa a  wynika, e standardowy uk ad DMF-MCD (6) jest punktowo 
zupe ny w punkcie ( ,1)ft  dla ka dego 0 ft . Ponadto punktowa zupe no  tego uk adu nie 
zale y od postaci macierzy 1.A  
 
Przyk ad 1. Dany jest standardowy uk ad DMF-MCD o równaniu (6) o macierzach  

 1 2

0 1 1 0
,

1.5 1.5 1 0.5
A A  (14) 

Nale y znale  warunki brzegowe uk adu w punkcie ( , ) (1,1)ft q  dla [2.5 4.5] .T
fx  

 
Macierz 2A te  mo emy wyznaczy  korzystaj c z m etody wzoru Sylvestera [9]. Bior c pod 
uwag , e 2A  (14) ma warto ci w asne 1 21, 0.5  otrzymamy 

 2 1 22 2 2 2 1 2
0.5 0.5

1 2 2 1

0
2( )

t
A t t t

t t t

eA I A Ie e e
e e e

 (15) 

Macierz 2A te mo na równie  wyznaczy  w rodowisku obliczeniowym  MATLAB 
wykorzystuj c zaimplementowan  tam m-funkcj : expm. 
Obliczaj c warunki brzegowe ze wzoru (9) przy uwzgl dnieniu (15) dla 1ft t otrzymamy 

 2

0.5 0.5

0 2.5 6.79
(0,1) .

4.5 2.072( )

f

f

f f f

t
A t

f t t t

e
x e x

e e e
 (16) 

Z powy szych oblicze  wynika, e rozpatrywany standardowy DMF-MCD o macierzach (14) 
jest punktowo zupe ny w punkcie ( , ) (1,1)ft q  dla warunków brzegowych (16). 
 

Przeciwie stwem punktowej zupe no ci jest punktowa degeneracja. W ychodz c 
z tego faktu oraz korzystaj c z rezultatów pracy [9] m o emy sformu owa  poni sz  definicj  
oraz twierdzenie.  
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Definicja 2.  Uk ad standardowy DMF-MCD (6) nazywam y punktowo zdegenerowanym  
w punkcie ( , )ft q  w kierunku v, je eli istnieje wektor nv ,  taki e dla wszystkich 
warunków brzegowych (2) rozwi zanie równania (6) o postaci 

 2 2 ( )
1

0

( ,1) (0,1) ( ,0)
t

A t A tx t e x e A d  (17) 

spe nia warunek ( , ) 0T
fv x t q  dla ft t  oraz .i q   

 
Twierdzenie 2. Uk ad standardowy DMF-MCD (6) nie jest punktowo zdegenerowany 
w punkcie ( ,1)ft  dla dowolnych 0.ft   
 
Dowód. Dowód twierdzenie przebiega podobnie jak w pracy [9] dla ogólnego m odelu uk adu 
ci g o-dyskretnego. Wymna aj c obie strony równania (17) przez Tv  mamy 

 2 2 ( )
1

0

( ,1) (0,1) ( ,0) .
t

A t A tT T Tv x t v e x v e A d  (18) 

Poniewa  m acierz 2 fA te  jest nieosobliwa dla ka dej m acierzy 2A  i 0ft , wi c z (18) 

bezpo rednio wynika, e nie istnieje wektor 0, ( )T T nv v  taki, e ( ,1) 0T
fv x t  dla 

wszystkich warunków brzegowych (2).    
 
3.2. Dodatni model DMF-MCD    
 
Uk ad DMF-MCD (6) nazywamy dodatnim je eli  ( , ) ,nx t i  ,t i Z  dla wszystkich 
nieujemnych warunków brzegowych 

 
( ,0) , ( ,0) ,

(0, ) , .

n n

n

x t x t t

x i i Z
 (19) 

Przypomnijmy, e [5, 6] m acierz [ ] n n
ijA a  nazywamy macierz  Metzlera (oznaczenie: 

nM ) , je eli wszystkie jej elementy le ce poza g ówn  przek tn  s  nieujemne, czyli 0ija  
dla ,i j  , 1, 2,..., .i j n  
 
Twierdzenie 3 [5, 6] Uk ad DMF-MCD (6)  jest dodatni wtedy i tylko wtedy gdy 

 2 1 1 2, , .n n n n
nA M A A A A   (20) 

 
Uogólniaj c rezultaty pracy [9] m o emy sform u owa  poni sze definicje oraz warunki 
punktowej zupe no ci oraz punktowej degeneracji dodatniego uk adu DMF-MCD (6). 
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Definicja 3. Dodatni uk ad DMF-MCD (6) nazywamy punktowo zupe nym w punkcie ( , )ft q  

je eli dla dowolnego nieujem nego stanu ko cowego n
fx  istniej  nieujem ne warunki 

brzegowe (19) takie, e ( , ) ,f fx t q x  0,ft  { 1,2,... }.q N N  
 
Twierdzenie 4.  Dodatni uk ad DMF-MCD (6) jest punktowo zupe ny w punkcie ( ,1)ft  lub 
w punkcie ( , ),ft q  0,ft  {1,2,...}q N  wtedy i tylko wtedy, gdy m acierz 2A  jest 
macierz  diagonaln .  
 
Definicja 4.  Dodatni uk ad DMF-MCD (6) nazywam y punktowo zdegenerowanym  
w punkcie ( , )ft q  je eli istnieje przynajm niej jeden dowolny nieujem ny stan ko cowy 

n
fx   taki, e ( , )f fx t q x  dla wszystkich nieujemnych warunków brzegowych (19). 

 
Twierdzenie 5.  Dodatni uk ad DMF-MCD (6) jest punktowo zdegenerowany w punkcie 
( , ),ft q  0,ft  { 1,2,...}q N  wtedy i tylko wtedy, gdy m acierz 2A  nie jest m acierz  
diagonaln .  
 

Zauwa my, e aby dodatni uk ad DMF-MCD (6) by  punktowo zupe ny w punkcie 
( ,1)ft  lub w punkcie ( , ),ft q  0,ft  {1,2,...}q N  m acierz 2A  mu si b y  diagonalna, 

poniewa  wtedy i tylko wtedy istnieje nieujem na m acierz 2 fA t n ne . Z twierdzenie 3 
wynika, e przy diagonalnej m acierzy Metzlera 2A  jeden z warunków dodatnio ci, tj. 

1 2
n nA A A  mo e by  trudny do spe nienia. W praktyce m o e to oznacza , e dodatni 

uk ad DMF-MCD (6) mo e nie by  punktowo zupe ny, lecz tylko punktowo zdegenerowany.  
 
Podane wy ej rozwa ania zostan  zilustrowane poni szymi przyk adami. 
 
Przyk ad 2.  We my pod uwag  uk ad DMF-MCD (6)  o macierzach  

 1 2

0 2 1 0
,

1 1.5 0 0.5
A A  (21) 

Sprawdzaj c warunki twierdzenia 3 mamy 

 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2

0 2 1 0 0 1
, , .

1 1.5 0 0.5 1 0.75
A A M A A A  (22) 

Poniewa  2 2A  zatem uk ad DMF-MCD o równaniu (6) przy m acierzach (21) na m ocy 
twierdzenia 3 nie jest dodatni.  
Zauwa my jednak, e m acierz 2A  jest diagonalna. Zak adaj c, e ( ,1), 0f ft t  zgodnie 
ze wzorem (9) mamy 

 2

0.5

0
(0,1) .

0

f

f

f

t
A t

f ft

e
x e x x

e
 (23) 
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Powy szy rezultat oznacza, e dla dowolnego 2 ,f fx t R  rozpatrywany uk ad m o e 
by  punktowo zupe ny, lecz nie spe nia on warunku podanego w twierdzeniu 3. 
 
Przyk ad 3. We my pod uwag  uk ad DMF-MCD (6) o poni szych macierzach  

 1 2

0 2 1 0
,

1 1.5 1 0
A A  (24) 

Sprawdzaj c warunki twierdzenia 3 mamy 

 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2

0 2 1 0 2 0
, , .

1 1.5 1 0 0.5 0
A A M A A A  (25) 

Uk ad DMF-MCD o równaniu (6) przy m acierzach (21) na m ocy twierdzenia 3 jest dodatni. 
Za ó my, e  

 
2 2

, .
1 5f fx xa) b)  (26) 

Korzystaj c ze wzoru (9) przy zadanych wektorach (26) dla ( ,1), 0f ft t  otrzymamy 

 2 2
5.43 5.43

(0,1) , (0,1) .
2.43 1.56

f fA t A t
f fx e x x e xa) b)  (27) 

Rozpatrywany dodatni DMF-MCD (6) o m acierzach (24) jest punktowo zdegenerowany 
w punkcie ( ,1).ft  Zauwa my, e macierz  

 2 2 20
,

1 1

t
A t

t

e
e

e
 (28) 

nie jest macierz  dodatni , poniewa  macierz  Metzlera 2A (24) nie jest diagonalna 
 
4. UWAGI KO COWE 
 
W pracy rozpatrzono problem  punktowej zupe no ci oraz punktowej degeneracji uk adów 
ci g o-dyskretnych opisanych drugim  m odelem Fornasiniego-Marchesiniego (DMF-MCD). 
Korzystaj c z wyników pracy [9] podano definicje oraz kryteria punktowej zupe no ci 
i degeneracji rozpatruj c uk ad ci g o-dyskretny jako standardowy oraz jako dodatni. 
W przypadku, gdy DMF-MCD jest uk adem dodatnim  warunek jego punktowej zupe no ci 
mo e by  bardzo trudny do spe nienia. W  efekcie dodatni DMF-MCD m o e by  uk adem 
punktowo zdegenerowanym. 
Przedstawione w pracy rozwa ania mog  by  rozszerzone na DMF-MCD z opó nieniami we 
wspó rz dnych stanu. Uogólnienie niniejszych rezultatów na uk ady ci g o-dyskretne opisane 
równaniami nieca kowitego rz du jest tak e mo liwe. 
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Praca naukowa finansowana ze rodków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy szego. 
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