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PUNKTOWA ZUPELNOSC 1 DEGENERACJA OKRESLONEJ KLASY

DYNAMICZNYCH UKLADOW CIAGLO-DYSKRETNYCH
W artykule rozpatrzono problem punktowe zupe/nosci oraz punktowe)
degeneracji na przyk/adzie drugiego modelu typu Fornasiniego-Marchesiniego
ukfadu cigglfo-dyskretnego (DMF-MCD). Podano warunki  konieczne
| wystarczajgce punktowe zupe/nosci oraz punktowej degeneracji dla przypadku
gdy model ten jest ukfadem standardowym oraz uk/adem dodatnim. Rozwazania
zilustrowano przykfadami liczbowymi.

POINTWISE COMPLETENESS AND POINTWISE DEGENERACY
OF A SPECIFIED CLASS OF CONTINUOUS-DISCRETE TIME
DYNAMICAL SYSTEMS

The paper presents a problem of pointwise completeness and pointwise
degeneracy of the standard and positive continuous-discrete time (hybrid) linear
systems. The second Fornasini-Marchesini model (SF-MCDM) of the hybrid
system has been considered. Two cases of SF-MCDM i.e. standard and positive
have been analyzed. Definitions as well as necessary and sufficient conditions of
pointwise completeness and pointwise degeneracy for this model have been given.
Considerations areillustrated by numerical examples.

1. WSTEP

Dynamiczny uk tad ci gglo-dyskretny (hybrydowy) jest to uk  tad, w ktorym m acierzowe
roOwnanie stanu opisuj gce jego dynam ike sk tada si¢ z réwnania r6 zniczkowego (wzgl ¢dem
cigglej zm iennej t) oraz roOwnania ro znicowego (wzgl edem dyskretnej zm iennej 1).
W uktadach tego rodzaju cze$¢ reprezentujaca dziedzing ciagglta moze opisywac np. dynamike
obwodu elektrycznego (uzyskan g w rezultacie stosowania podstawowych praw Kirchhoffa

1 Ohma) lub dynam ike reakcji chem icznej zachodzacej w mieszalniku. Cze$¢ reprezentujgca
dziedzine dyskretn g opisuje natom iast zachowanie tego m odelu np. przy prze 13aczaniu
pojemnosci w obwodzie elektrycznym lub odpowiednio przy przep tywie substratow reakcji
chemiczne;.

Problematyka punktowej zupe tnosci i punktowej degeneracji uk tadu autonomicznego nalezy
do podstawowych zagadnien teorii sterowania. Ogolnie punktowa zupe Inos¢ uktadu oznacza,
ze m ozliwe jest osi agnigcie dowolnego zadanego stanu ko ficowego poprzez odpowiedni
dobér warunkow pocz atkowych. Zagadnieniem przeciwnym do punktowej zupe Inosci jest
punktowa degeneracja. Punktowa zupe tos¢ 1 punktowa degeneracja jest od wielu lat [13]
tematem licznych publikacji. R6 zne podej $cie do analizy tego problem u w odniesieniu do
uktadow cigglych jak 1 dyskretnych mozna znalez¢ np. w pracach [1-3, 7-14] oraz cytowanej
tam literaturze.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkoéw punktowej zupe nosci oraz punktowe;j
degeneracji dla drugiego m odelu Fornasiniego-Marchesiniego uk tadu ci gglo-dyskretnego.
Zostanie rozpatrzony przypadek, gdy m  odel ten jest uk  tadem dodatnim oraz uk tadem
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standardowym (niedodatnim ). G to6wne definicje oraz kryteria dla rozpatrywanych klas
uktadow zostang uzyskane w wyniku uogolnienia rezultatow pracy [9].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech R™™ (RT™) bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o elementach rzeczywistych
(nieujemnych) oraz R" =R™ (R} =R™). Zbidr liczb catkowitych oznaczaé bedziemy przez
Z ,przez |, m acierz jednostkow 3 wym iaru nxn, za §zbior liczb rzeczywistych

nieujemnych przez R =[0,+o0).

Wezmy pod uwag ¢ liniowy uk tad ci gglo-dyskretny opisany rownaniem stanu w poni zszej
postaci [5, 6]

X(t,i+1) = AX(t 1)+ AX(t D+ AXLT+1)+

1
+Byu(t,i)+Bu(t,i)+Buti+l), teR;ieZ M

+9

ox(t,1)

przy czym  X(t,i) = , XtieR", uti)eR™, jestodpowiednio wektorem stanu

i wymuszenia oraz A e R™, B, eR™™, k=0,1,2. Rownanie stanu (1) jest rOwnaniem
rozniczkowym wzgledem (ciaglej) zmiennej t € R oraz rOwnaniem rdznicowym wzgledem
(dyskretnej) zmiennej ke Z..

Warunki brzegowe dla (1) maja postac

X(tao):XtO’ X(t,O)ZXH, t€R+ )
X(0,i))=x, 1eZ, @)

Rownanie (1) opisuje tzw.  0golny model ukfadu cigglo-dyskretnego. Podstawiaj gc w (1)
B,=B,=0 oraz B, =B otrzymamy pierwszy model Fornasiniego-Marchesiniego uk/adu
Ciggfo-dyskretnego [5, 6]

X(ti+1)= AX(t i)+ AX(i)+ AXti+1)+Buti), teR;ieZ, (3)

podstawiajac natomiast A =0, B, =0 otrzymamy drugi model Fornasiniego-Marchesiniego
ukfadu ciggfo-dyskretnego [5, 6]

X(t,i+1) = AXLD) + AX(ti+D)+But, i)+ Buti+l), teR:ieZ. (4

Do dalszych rozwa zan bedziemy przyjm owac, ze uk tad ci gglo-dyskretny (1) jest uk tadem
autonomicznym (tj. bez dzia tania wymuszen u(t,i)=0). Zauwazmy, ze w tym przypadku
réwnanie stanu m odelu ogdlnego (1) i rownanie stanu pierwszego m  odelu Fornasiniego-
Marchesiniego (3) majg taka samg postac, tj.

X(ti+1)= AXti)+AXED)+AXLi+]), teR;ieZ., (5

za$ rownanie stanu drugiego modelu typu Fornasiniego-Marchesiniego ma forme
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X(t,i+1)= At i)+ Axti+]), teR:ieZ, (6)

przy czym warunki brzegowe m aja posta ¢ (2). Dla uproszczenia zapisu uk  tad opisany
rownaniem (6) bedziemy oznacza¢ przez DMF-MCD.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkdéw punktowej zupe Inosci oraz punktowe;j
degeneracji dla drugiego m odelu Fornasiniego-Marchesiniego uk fadu ciaglo-dyskretnego (6)
(DMF-MCD). Zostanie rozpatrzony przypadek gdy m odel ten jest uk tadem standardowym

oraz uk fadem dodatnim . Kryteria dla rozpatrywanej klasy uk tadow ci aglo-dyskretnych
zostang podane przy wykorzystaniu rezultatow pracy [9].

3. GLOWNY REZULTAT

3.1. Standardowy model DMF-MCD

Definicja 1. Uktad standardowy DMF-MCD (6) nazywam y punktowo zupe iInym w punkcie
(t;,q), jezeli dla ka zdego zadanego stanu ko ncowego X, € R" mo zna tak dobra ¢ warunki

brzegowe (2), ze X(t;,q) = X;.
Rownanie (6) przy | =0 mozemy napisa¢ w ponizszej postaci
X(t,1) = AX(t,0)+ AX(t, 1) = Ax, + AX(t1D), X, =x1t0), teR.(7)
Jezeli X, =0 wowczas AX(t,0)= AXx, =0 za$ z (7) otrzymamy
X(t,1) = e*'x(0,1). (8)
Dla b= oraz t=t, (zgodnie z definicja 1) wzor (8) przyjmie postaé
X, =€*"x(0,1);  x0,))=e"*"x,. (9)
Podstawiajac z kolei i =1do (6) otrzymamy
X(1,2) = AX(t,1) + AX(t,2). (10)
Uwzgledniajac wzor (8) mozemy réwnanie (10) napisaé w ponizszej formie
X(t,2) = AAEYX(0,1)+ AX(t,2). (11)
Jezeli X 0,1)=0 to z (11) mamy
X(t,2) = €*'%(0,2). (12)

Dla q=2 oraz t=t, wzor (12) przyjmie postaé
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X, =€*"x(0,2);  x(0,2)=€""x,. (13)

Powtarzajac sukcesywnie powy  zsze podstawienie dla kolejnych I=2,...,q—1 oraz
uwzgledniajac rezultaty pracy [9] mozemy napisa¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Uktad standardowy DMF-MCD (6) jest zawsze punktowo zupeiny w punkcie
(t;,gq)dlat, >01 q=1,2,....

Dowéd. Dowdd twierdzenia jest podobny do dowodu podanego w [9]. m

Z powy zszych rozwa zan wynika, ze standardowy uk tad DMF-MCD (6) jest punktowo
zupetny w punkcie (t,,1) dlakazdego @, > . Ponadto punktowa zupe tnos¢ tego uk tadu nie

zalezy od postaci macierzy A.

Przyklad 1. Dany jest standardowy uktad DMF-MCD o réwnaniu (6) o macierzach

o 1 [0,
A{—1.5 1.5}’ A‘_[l —o.s}( )

Nalezy znalez¢é warunki brzegowe uktadu w punkcie (t,,q) =(1,1) dla x, =[2.5 4.5].

Macierz €' mo zemy wyznaczy ¢ korzystaj ac z m etody wzoru Sylvestera [9]. Bior ac pod
uwage, ze A (14) ma warto$ci wlasne 4, =—1, A, =-0.5 otrzymamy

t

e*Azt:Al_/?‘ZIZ e*ﬂqt_,_'a&_ﬂqlzefﬂqt: €
A=A, A=A 2(e0.5t _et)

0} (15)
.

Macierz € "'mozna rownie z wyznaczy ¢w  $rodowisku obliczeniowym MATLAB
wykorzystujac zaimplementowang tam m-funkcje: expm
Obliczajac warunki brzegowe ze wzoru (9) przy uwzglednieniu (15) dla t =t, =1 otrzymamy

At e’ 0 |25 6.79
x(0,)=e "X = - - (16)
2(e0.5tf _ etf ) e0~5tf 45 2.07

Z powyzszych obliczen wynika, ze rozpatrywany standardowy DMF-MCD o macierzach (14)
jest punktowo zupelny w punkcie (t;,q)=(1,1) dla warunkéw brzegowych (16).

Przeciwienstwem punktowej zupe 1nosci jest punktowa degeneracja. W ychodzac
z tego faktu oraz korzystaj gc z rezultatéw pracy [9] m ozemy sformutowac ponizszg definicje
oraz twierdzenie.
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Definicja 2. Uk tad standardowy DMF-MCD (6) nazywam y punktowo zdegenerowanym
w punkcie ( t,,q) w kierunku v, je zeli istnieje wektor veR", taki ze dla wszystkich

warunkéw brzegowych (2) rozwigzanie réwnania (6) o postaci

X(t,1) = €*'%(0,1) +je’*z<“>A (7,0)dr (17)

spenia warunek V' x(t,,q)=0 dla t=t, oraz i =q.

Twierdzenie 2. Uktad standardowy DMF-MCD (6) nie jest punktowo zdegenerowany
w punkcie (t,,1) dla dowolnych t, > 0.

Dowéd. Dowdd twierdzenie przebiega podobnie jak w pracy [9] dla ogdlnego m odelu uktadu
cigglo-dyskretnego. Wymnazajac obie strony rownania (17) przez V' mamy

t
VIX(E1) = VTeMx(0,1) + [Ver I A(z,0)dz. (18)
0

Poniewaz m acierz €™ jest nieosobliwa dla ka zdej m acierzy A 1 t, >0, wiegcz (18)
bezposrednio wynika, Ze nie istnieje wektor V' =0, (V' e R") taki, ze V'X(t;,1)=0 dla

wszystkich warunkéw brzegowych (2). m

3.2. Dodatni model DMF-MCD

Uktad DMF-MCD (6) nazywamy dodatnim jezeli X(t,i)eR", teR , ieZ, dla wszystkich
nieujemnych warunkoéw brzegowych

X(t,0)eRT, X(t,0)0eR", te

R,
. . (19)
X(0,i)=R], ieZ.

Przypomnijmy, Ze [5, 6] m acierz A=[g;]e R™" nazywamy macierza Metzlera (oznaczenie:
M,) , jezeli wszystkie jej elementy lezace poza gtéwng przekatng sa nieujemne, czyli g; >0
dlaj=j jj=12,..,n

Twierdzenie 3 [5, 6] Ukltad DMF-MCD (6) jest dodatni wtedy i tylko wtedy gdy

AeM, AecR™ A=AA cR™. m(20)

+ 9

Uogolniajac rezultaty pracy [9] m  ozemy sform utowac poni zsze definicje oraz warunki
punktowej zupeinosci oraz punktowej degeneracji dodatniego uktadu DMF-MCD (6).
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Definicja 3. Dodatni uktad DMF-MCD (6) nazywamy punktowo zupelnym w punkcie (t,,q)

jezeli dla dowolnego nieujem nego stanu ko ncowego X, € R] istniej g nieujem ne warunki
brzegowe (19) takie, ze X t,,q)=X;, @, > feN= 12,..N}.

Twierdzenie 4. Dodatni uk tad DMF-MCD (6) jest punktowo zupe tny w punkcie (t,,1) lub
w punkcie (t;,Q), t; >0, gqeN={2,..} wtedy i tylko wtedy, gdy m acierz A jest

macierzg diagonalng. m

Definicja 4. Dodatni uk tad DMF-MCD (6) nazywam  y punktowo zdegenerowanym
w punkcie (t,,q) je zeli istnieje przynajm niej jeden dowolny nieujem ny stan ko ncowy

X, € R" taki, ze X t,,q) = X, dla wszystkich nieujemnych warunkow brzegowych (19).

Twierdzenie 5. Dodatni uk tad DMF-MCD (6) jest punktowo zdegenerowany w punkcie
(t;,a), 0, > {geN= L2,.} wtedy itylko wtedy, gdy m  acierz A niejestm acierza

diagonalng. m

Zauwazmy, ze aby dodatni uk tad DMF-MCD (6) by t punktowo zupe tny w punkcie
(t;,1) lub w punkcie (t,,q), t, >0, ge N={L2,...} macierz A musib y¢ diagonalna,

poniewaz wtedy i tylko wtedy istnieje nieujem  na m acierz e ™"

e R7". Z twierdzenie 3
wynika, ze przy diagonalnej m acierzy Metzlera A, jeden z warunkow dodatnio  $ci, tj.
A=AA R mo ze by ¢ trudny do spe tnienia. W praktyce m oze to oznacza ¢, ze dodatni

uktad DMF-MCD (6) moze nie by¢ punktowo zupetny, lecz tylko punktowo zdegenerowany.
Podane wyzej rozwazania zostang zilustrowane ponizszymi przyktadami.

Przyklad 2. WeZmy pod uwage uktad DMF-MCD (6) o macierzach

[o 2 [ 07,
A_L 1.5}’ A&{o —0.5}( )

Sprawdzajac warunki twierdzenia 3 mamy

0 2 SRZ><2 _1 0 M ERZXZ A O _1 g ER2><2 (22)
= e , = = (= , = = . .
Al s A0 s P A= s

Poniewaz AgR>? zatem uklad DMF-MCD o réwnaniu (6) przy m acierzach (21) na m ocy
twierdzenia 3 nie jest dodatni.

Zauwazmy jednak, ze macierz A jest diagonalna. Zak tadajac, ze ( t;,1), t; =20 zgodnie

ze wzorem (9) mamy

Lt

e
x(0,1) =€ ™" x, =

0 e

0
0st, X;. (23)
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Powyzszy rezultat oznacza, ze dla dowolnego X, € R?, t, € R rozpatrywany uk fad moze

by¢ punktowo zupetny, lecz nie spetnia on warunku podanego w twierdzeniu 3.

Przyklad 3. Wezmy pod uwage uktad DMF-MCD (6) o ponizszych macierzach

[o 2 _[-1 0] .,
A_L 1.5} A‘_[l 0}( )

Sprawdzajac warunki twierdzenia 3 mamy

I 15 I 0

0 2 2x2 -1 0 2x2 2.0 2x2
A{ }eﬂt ; Az{ }Mzeﬂt : A:AAZZL)S O}ei}ﬁ . (25)

Uktad DMF-MCD o réwnaniu (6) przy m acierzach (21) na m ocy twierdzenia 3 jest dodatni.

Zatozmy, ze
a)x—2 b)x—2(26)
f - 1 s f - 5 .

Korzystajac ze wzoru (9) przy zadanych wektorach (26) dla (t,,1), t; >0 otrzymamy

543
-2.43

5.43

a) x(0,)=e™"x =
) x(0,1) . { 156

}, b) x(o,1)=e’*2‘fxf{ } (27)

Rozpatrywany dodatni DMF-MCD (6) om  acierzach (24) jest punktowo zdegenerowany
w punkcie (t,,1). Zauwazmy, zZe macierz

et
eAztzL t ﬂeiﬁfxz, (28)
—€

nie jest macierza dodatnia, poniewaz macierz Metzlera A (24) nie jest diagonalna

4. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupe tnosci oraz punktowej degeneracji uk tadow
cigglo-dyskretnych opisanych drugim m odelem Fornasiniego-Marchesiniego (DMF-MCD).
Korzystajac z wynikoéw pracy [9] podano definicje oraz kryteria punktowej zupe osci
1 degeneracji rozpatrujac uk tad ci gglo-dyskretny jako standardowy oraz jako dodatni.

W przypadku, gdy DMF-MCD jest uk tadem dodatnim warunek jego punktowej zupe tnosci
moze by ¢ bardzo trudny do spe Inienia. W efekcie dodatni DMF-MCD m oze by ¢ uk tadem
punktowo zdegenerowanym.

Przedstawione w pracy rozwa zania mogg by¢ rozszerzone na DMF-MCD z op6 Znieniami we
wspotrzednych stanu. Uogolnienie niniejszych rezultatow na uk tady ciagto-dyskretne opisane
roOwnaniami niecatkowitego rz¢du jest takze mozliwe.
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Praca naukowa finansowana ze srodkéw Ministerstwa Nauki i Szkol nictwa Wy:zszego.
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