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WZGLEDNA PUNKTOWA ZUPELNOSC
DODATNICH UKLADOW CIAGLO-DYSKRETNYCH
NIECALKOWITEGO RZEDU

W pracy sformu/owano definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczajgce
punktowe] zupelnosci oraz wzgledneg punktowej zupe/nosci dodatnich liniowych
dwuwymiarowych uk/adow ciggfo-dyskretnych niecaskowitego rzedu. Podano tez
metode wyznaczania nieujemnych warunkow brzegowych, dla ktérych trajektoria stanu
ukfadu wzglednie punktowo zupefnego przechodz przez dowolny zadany nieujemny stan
koricowy. Rozwazania zilustrowano przyk/adem.

RELATIVE POINTWISE COMPLETENESS OF POSITIVE
CONTINUOUS-DISCRETE TIME FRACTIONAL ORDER SYSTEMS

The paper considers a class of linear 2D positive continuous-discrete time fractional
order systems. The definitions of pointwise completeness and relative pointwise
completeness are introduced and necessary and sufficient conditions are given.
The considerations are illustrated by numerical example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich sktadowe wektorow wymuszen, warunkow poczatkowych, stanu i wyjscia
przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Przyktady dodatnich uktadow liniowych s3 podane
w monografii [8] oraz cytowanej tam literaturze.

W teorii uktadéw dodatnich zamiast z przestrzeni liniowych korzystamy z teorii stozkow. Teoria
uktadow dodatnich jest wiec dziedzing znacznie trudniejsza i mnigj zaawansowang od klasycznej
teorii uktadéw liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uktadow liniowych z op6znieniem
jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, np. [1, 4, 8, 12, 13].

Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych (ciggto-dyskretnych) uktadow
dodatnich zostata zaproponowana w pracy [7], a w pracy [6] podano trzy r6zne metody
wyznaczania rozwigzania réwnan stanu ukladow hybrydowych. W pracy [5] wprowadzono
rozszerzenie na uktady niecatkowitego rzedu.

Pierwszy raz pojecie punktowe zupetnosci oraz punktowe] degeneracji ciggtych uktadow
zeopdznieniami wprowadzit Weiss [14]. Problem punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji
dodatnich uktadéw: dyskretnych, ciggtych, z opOznieniami oraz niecatkowitego rzedu zostat
sformutowany i rozwigzany w pracach [1, 4, 9, 13], za$s w pracach [2, 3, 11] zostal rozwigzany dla
uktadéw dwuwymiarowych, w tym hybrydowych.

W ninigjszg pracy, wykorzystujac rezultaty prac [5, 9, 11], rozpatrzymy problem punktowe)
zupetnosci oraz wzglednej punktowej zupetnosci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uktadow
ciggto-dyskretnych niecatkowitego rzedu. Najpierw, uwzglednigjac specyfike dodatnich uktadow
dwuwymiarowych, zostana wprowadzone definicje punktowej zupetnosci i wzglednel punktowey
zupetnosci. Nastgpnie zostang podane warunki konieczne i wystarczajace punktowej zupetnosci
takich uktaddéw oraz prosta metoda wyznaczania nieujemnych warunkéw brzegowych, dla ktérych
traektoria stanu ukladu wzglednie punktowo zupetlnego przechodzi przez dowolny zadany
nieujemny stan koncowy.
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2. DODATNI UKLAD CIAGLO-DYSKRETNY NIECALKOWITEGO RZEDU

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych elementach oraz
R"=R". Zbior macierzy o wymiarach nxm, ktorych elementami s3 liczby rzeczywiste
nieujemne, bedziemy oznaczaé przez R™™, przy czym R" =R". Zbidr liczb catkowitych
dodatnich bedziemy oznaczat przez Z,, za$ zbior liczb rzeczywistych nieujemnych przez
R, =[0,+0).

Wezmy pod uwage dwuwymiarowy ukiad ciggto-dyskretny liniowy stacjonarny niecatkowitego
rzedu opisany rownaniami stanu

A A x(00) + A(ti) LR, (12)
A +1) = A, (61 + A (L), i€ Z, (1b)

przy czym a (0< a <1) jest rzgdem pochodnej niecatkowitego rzgdu wzglgdem czasu ciagtego t,
P (0<p<]) jest rzgdem roznicy niecatkowitego rzedu wzgledem czasu dyskretnegoi,
X (i) e R™, %, (t,i) e R™ oraz A, e R™™, A, eR™™, A, eR™™ A, eR™™.

Uktad (1) ma struktur¢ podobng do modelu 2W Roessera [8], gdzie x(t,i)eR™ jest
odpowiednikiem wektora horyzontalnego, zas x,(t,i) e R™ wektora wertykalnego. W pracach [2,

5, 6, 7] uktady ciggto dyskretne s3 nazywane dwuwymiarowymi uktadami hybrydowymi.
Warunki brzegowe dla uktadu (1) maja posta¢
X (0,i)=x(i),1eZ, oraz x,(t,0)=x,(t), teR.. (2

Jako definicje pochodng niecatkowitego rzedu o (O<a<1) w pracy zostata przyjeta definicja
Caputo [9], ktéra dla uktaddw ciggto-dyskretnych rzedu « (0 < o < 1) ma postat

At 1 Ex(nD) g 3
dt” rd-a)o(t-7)* '

gdzie I'(x) = Ttx‘le‘tdt jest funkcja gamma.
0
Nastepujaca definicjaréznicy wstecznej niecatkowitego rzedu S zostata przyjetaw pracy [9]:
N (Li) = TP x,(Li—j), 0< f<1 icZ,, 4
j=0

gdzie wspoétczynniki a)fﬂ ) zdefiniowane sa wzorem rekurencyjnym [12]

J

o) =1, o :(1_#)@@, j=12... (5)
Podstawigjac (4) do (1b), po przeksztatceniach otrzymamy

X,(t1 +2) = Ay X, (1) + A, (t,1) + i_fcj %,(ti-j+1),ieZ,, (6)
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gdzie

A=A+, ¢c=-0" j=23... (7)

Z réwnania (6) wynika, ze uktad niecatkowitego rzedu jest rownowazny uktadowi z rosnaca liczbg
opoznief, przy czym wspblczynniki c; = —co}ﬁ) malejg szybko do zera, gdy | rosnie do
Nieskonczonosci.
Definicja 1. [5] Uktad ciagto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) nazywamy 2W modelem
wewngtrznie dodatnim, jezeli dla dowolnych dodatnich warunkéw brzegowych

X (()eR™, ieZ, oraz x,(t)eR%, teR,, (8)
zachodzi x (t,i) e R* i x,(t,i)) e R* dlawszystkichteR iieZ,.

Uwzglednigjac podane w monografii [9] rozwigzania rownan stanu uktadow niecatkowitego rzedu:
dyskretnego z opdznieniami oraz ciggtego, rozwigzanie uktadu (1) spetnigjace warunki brzegowe
(2) mozna napisa¢ zaleznoscia rekurencyjna

X (ti)= cI>o(t)><1(l)+|°(t)[‘1’><z(t)+2 LAXED] dlai=012... (9a)

X (L) =¥t + T L AXL) da i=12,. (9b)

przy czym P(t) jest operatorem okreslonym zaleznoscia

P(t)X = [ D (t - 1) A,X(2)d7, (10a)
zas
°° 'Alkl t
D)=, (Al") = St (100)
(k+D)a-1
@)= 3 A (100)

kol [(k+1e]’

Yo=1,, ¥;,=¥A +ZC‘P da j=01,.... (10d)

n,? j—1+1

Twierdzenie 2. Uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) jest dodatni wewnetrznie, wtedy
I tylko wtedy, gdy

1. A, jest macierza Metzlera, (118)

20 A, e A eRT A=A+ [l e R (11b)

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 3 pracy [5] wykorzystujac ponizsze
lematy.
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Lemat 1. Jezeli niecatkowity rzad g spetniazaleznos¢ 0< <1, to

¢, =-0" >0, j=23,... (12)

Dowod. Dowdd lematu podany zostat w pracach [5, 9].
Lemat 2. Niech 0< <1 oraz

A=A, +fl, R (13)
wtedy
Y. eRP™, ieZ,. (14)

Dowod. Dowdd wynika wprost z zaleznosci (10d) i warunku (12).
Lemat 3. Niech A, jest macierza Metzleraoraz 0 < o <1, wtedy z (10b) i (10c) mamy

D) =1 +— g ts0 (153)
" T(a+1)
a-1 2a-1

o)=1_+ ;A g 0 (15b)

“"T(a) T(2)
Dowod. Dowdd lematu podany zostat w pracach [4, 9].
Zaktadamy, ze warunki powyzszych lematow s3 spetnione. Z (9a) dla i=0 mamy
%, (t,0) = D, (1) %, (0) + P(t) %, (t) e R™ wtedy i tylko wtedy, gdy A, jest macierza Metzlera, zas
macierz A, e R™™ i warunki brzegowe spetnigja (8). Podobnie z (9b) dla i=1 mamy
X, (t,1) = Ay x, (1,0) + Ayx, (1) e Rz oraz x(t,1) = Dox, (D) + P(t)x,(t,1) e R wtedy i tylko wtedy,
gdy macierze A, e R, A, e R=™ i warunki brzegowe spetniaja (8). Kontynuujac procedure
dlai=23,... wykazujemy, ze uktad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sg warunki
(12). o

3. WZGLEDNA PUNKTOWA ZUPEELNOSC

Wykorzystujac pojecia punktowej zupetnosci, zdefiniowanej dla uktaddw ciagtych z op6znieniami
[14] oraz dla uktadow dyskretnych [1], w tym dwuwymiarowych [2, 3, 11], mozna sformutowaé
nastepujace definicje.

Definicja 2. Dodatni uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) nazywamy punktowo
zupetnym w punkcie (t,i)e R. xZ,, t=t, >0, i =k>1, jezeli dlakazdego wektora

X, :{)ﬁf}:{)ﬁ(t,i‘)}emzﬁnz (16)
X2f Xz(t7|)

% (t; ,k)}

mozna tak dobra¢ warunki brzegowe (8), ze X, = [X (t, k)
2\
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Definicja 3. Dodatni uktad ciagto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) bedziemy nazywaé
wzglednie punktowo zupetnym dla stanu x(t,i)e R} w punkcie (t,i))eR xZ,, t=t, >0,
i =k>1, jezeli dlakazde sktadowe)

X, =X (t,1) e R2 (17)
wektora stanu (16) moznatak dobra¢ warunki brzegowe (8), ze x,; = X, (t; ,k).
Definicja 4. Dodatni uktad ciagto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) bedziemy nazywaé
wzglednie punktowo zupetnym dla stanu X, (t,i) e R w punkcie (t,i)eR xZ,, t=t, >0,
i=k>1, jezeli dlakazde sktadowe)

Xor =X, (t,1) e R (18)
wektora stanu (16) moznatak dobra¢ warunki brzegowe (8), ze X, = X, (t;,K).
Poszukiwa¢ bedziemy rozwiazania, przy zatozeniu x,(t):=x, dla 0<t<t,, tzn. X, jest state w
calym przedziae.

Rozwiagzanie (9) réwnan stanu uktadu ciagto-dyskretnego niecatkowitego rzedu z warunkami
brzegowymi (8) dlat=t, >0, i =k >1 mozna napisa w postaci

Ll oo
gdzie
% =[%(0),%(D),...., %, (K), X,]" € RED™2, (20a)
D{Dl}:[Dl(O) D,®) - Dy(K) Dl(k+1)}eminlmz)x[(kﬂ)nﬁnz] (20
D,| |D,(0) D,() -+ 0O D,(k+2)
przy czym

Dl(j) = P(tf)(Dk_l_j + fjl)Azlq)O(tf)! Dz(j) :(Dk_l_j + fjl)AucDo(tf)! J =0,...,k=3, (Zla)
Dl(j) = P(tf)Dk_l_jAAcDo(tf)' Dz(j) = Dk_l_jAszo(tf)’ J =k-2,k-1, (Zlb)

D, (K) = ®,(t,), (210)

D,(k+1) =P(t,)D, D,(k+1)=D, k=1, (21d)
D,(k+1)=P(t;)(D*+¢,l, ), Dy(k+D)=D>+c,l, , k=2, (21¢)
D,(k+1) = P(t, )(D* + f2), D,(k+1)=D"+ f2, k=>3, (21f)
D= AP(t,) + A, e R™™, (22)

zas fjleSRZZX”Z i f2eR™™ 5 widoliniowymi funkcjami wspdtczynnikéw c, ]=23... (12
i wyrazenia D (22).

Latwo sprawdzi¢, ze f'e®RP™ i fZ2eRP™ s3 to macierze o niezerowych elementach na
gtéwneg przekatnej i odpowiadaja za niecatkowity rzad £ rownania réznicowego (1b), tzw. efekt
nieskonczoneg) pamieci funkcji podstawowej W, € R™™ (10d).

Z definicji 2 i wzoru (19) wynika nastepujacy warunek konieczny punktowej zupetnosci.
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Lemat 4. Warunkiem koniecznym, aby dodatni uktad ciagto-dyskretny niecatkowitego rzedu byt
punktowo zupetny w punkcie (t,i)e R, xZ,, t=t, >0, i =k>1, musi by¢ spetniony warunek
rankD =n, +n,. (23)
Dowod. Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze réwnanie (19) ma rozwigzanie dla
dowolnego x, wtedy i tylko wtedy, gdy macierz D (20b) ma petny rzad wierszowy, czyli jest
spetniony warunek (23). i

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest takze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
punktowe] zupetnosci standardowych uktaddéw ciagto-dyskretnych (1), tzn. o dowolnych
elementach macierzy A,, A,. A,, A, i dowolnych niecatkowitych rzedach o (O<a<1)

i B (0<p<1).
Twierdzenie 3. Dodatni uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) jest punktowo zupetny
w punkcie (t,i)eR xZ , t=t, >0, i=k>1 wtedy i tylko wtedy, gdy z macierzy D (20b)

mozna wybra¢ n, +n, liniowo niezaleznych kolumn takich, ze macierz D utworzona z tych

kolumn jest macierza monomialng (w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tylko jeden element jest
dodatni, a wszystkie pozostate s3 zerowe).

Dowod. Z definicji 2 i wzoru (19), przy zatozeniu X,(t):=x, dla 0<t<t,, wynika, ze dodatni
uktad (1) jest punktowo zupetny w punkcie (t,,k) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
X, e R istnigle warunek brzegowy x,eR V™ czyli gdy jest spetniony warunek
twierdzenia 3. Jezeli jest spetniony warunek twierdzenia 3, to z macierzy D moznawybra¢ n, +n,
kolumn liniowo niezaleznych, ktore tworza bazg przestrzeni R™™ wtedy i tylko wtedy, gdy w

kazdym wierszu i w kazdegl kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a pozostate s zerowe.

Utworzona z tych kolumn macierz D jest macierza monomialng. Macierz odwrotna macierzy
o0 nieujemnych elementach jest tez macierza o nieujemnych elementach wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona macierza monomialng [8]. m

Przy spetnieniu warunku twierdzenia 3 na podstawie wzoru (19) mozna wyznaczy¢ warunki
brzegowe (8) dla dowolnego zadanego stanu koncowego (16) w punkcie (t,i)e R, xZ , t=t, >0,

i=k>1.
Lemat 5. Jezeli rankD =n, +n, oraz

DT[ DDT]—l c ER[+(k+1)n1+n2]><(nl+n2)’ (24)
to dodatni uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) jest punktowo zupetny w punkcie
(ti)eR xZ,, t=t; >0, i=k>1 i wektor warunkdw brzegowych x, (20a), dla ktorego
rozwigzanie rownan (1) da t=t, >0, i=k>1 jest rowne zadanemu stanowi

X, = % ||tk e R™"™ moznawyznaczy¢ ze wzoru
%] [k

x,=D'[DD"]"x,. (25)
Dowéd. Jezeli uktad (1) jest punktowo zupetny, to rankD =n, +n,, det(DD")=0 i macierz

% (L, k)

DT[DD']™ jest dobrze zdefiniowana. Jezeli zachodzi (24) i X, = ar |
X X, (t,K)

2f

}R o

wtedy x, € RUD™™ oraz
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X, = Dx,= DDT[DDT]*x, :K“ } 0(26)

Z definicji 3 1 4 oraz wzoru (19) wynika nastepujacy warunek konieczny wzgledngl punktowe
Zupetnosci.

Lemat 6. Aby dodatni uktad ciagto-dyskretny niecatkowitego rzedu byt wzglednie punktowo
zupetny w punkcie (t,i)e R xZ_, t=t, >0, i=k>1,
1) dlastanu x,(t,i) e R musi by¢ spetniony warunek

rankD, =n,, 27)
2) dlastanu x, (t,i) € R"* musi by¢ spetniony warunek

rankD, =n,, (28)
gdziemacierze D, i D, dane s3 zaleznoscia (20Db).

Latwo wykazat, ze twierdzenie 3 jest prawdziwe dla wzgledne punktowej zupetnosci, przy czym
dla przypadku 1) nalezy wzig¢ pod uwage macierz D,, o postaci (20b), oraz n, liniowo
niezaleznych kolumn.

Jezeli warunek twierdzenia 3 jest spetniony, to ze wzoru

X = DX (29)
mozemy wyznaczyé warunki brzegowe x, e R takie, ze x,, = X, (t; k) e R™. Wowczas dla
otrzymanych warunkéw brzegowych i punktu(t,i)eR xZ,, t=t, >0, i=k>1 wartos¢
sktadowe X,, =X, (t, k) e R}> wektora stanu (16) uktadu (1) wyznacza si¢ ze wzoru

X,; = D,X,. (30)
Powyzsze rozumowanie jest réwniez prawdziwe dla przypadku 2), przy czym w twierdzeniu 3
nalezy wziaé¢ pod uwage odpowiednio macierz D,, o postaci (20b), oraz n, liniowo niezaleznych
kolumn, zas warunki brzegowe x, € RV wyznacza si¢ ze wzoru (30), a nastepnie wartosé
sktadowe) x,, = x,(t,,k) e R wektora stanu (16) wyznacza si¢ ze wzoru (29).

Uwzglednigjac powyzsze rozwazaniai definicje 3 i 4 otrzymamy ponizsze lematy.
Lemat 7. Jezeli rankD, =n, oraz

D/[D,D ] e Rlonrmbm (31)
to dodatni uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) jest wzglednie punktowo zupetny dla
stanu x,(t,i) e R* w punkcie (t,i)e R, xZ,, t=t, >0, i=k>1.
Jezeli jest spetniony warunek (31), to wektor warunkow brzegowych x, (20&), dla ktorego
rozwigzanie rownania (la) dla t=t, >0, i=k>1 jest réwne zadanemu stanowi
X =X (t;,K) e R, moznawyznaczy¢ ze wzoru

X =Dy [D;D/ 17 %y, (32

za$ wartos¢ sktadowe x,, = X, (t;,k) e R wektora stanu (16) uktadu (1) wyznacza si¢ ze wzoru
(30), gdzie macierze D,, D, s3 odpowiednimi wierszami macierzy D o postaci (20b).
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Lemat 8. Jezeli rankD, =n, oraz

D;'[DZDZT]—l em[fkﬂ)nﬁnz]xnz, (33)
to dodatni uktad ciggto-dyskretny niecatkowitego rzedu (1) jest wzglednie punktowo zupetny dla
stanu x,(t,i) e R w punkcie (t,i)eR xZ,, t=t, >0, i=k>1.

Jezeli jest spetniony warunek (33), to wektor warunkow brzegowych x, (20&), dla ktorego
rozwigzanie rownania (1b) dla t=t, >0, i=k>1 jest réwne =zadanemu stanowi

Xor =X, (t;,K) € R moznawyznaczy¢ ze wzoru

X = DzT[DzDzT]_lxzw (34)

za$ wartos¢ sktadowe) x;, = x,(t; ,k) € R}, wektora stanu (16) uktadu (1) wyznacza si¢ ze wzoru

(29), gdzie macierze D,, D, s3 odpowiednimi wierszami macierzy D o postaci (20b).

Dowdd powyzszych lematow przeprowadza si¢ podobnie jak lematu 5.

Whiosek 1. Dodatni uktad niecatkowitego rzedu (1) jest wzglednie punktowo zupetny w punkcie

(ti)eR xZ,, t=t, >0, i=k>1,

1) dlastanu x(t,i) e R™, jezeli macierz A, jest macierza diagonalna,

2) dla stanu x,(t,i) e R, jezeli macierz A, jest macierza diagonana i macierz A, ma co
najmnigj n, niezaleznych kolumn monomialnych oraz n, <n,.

Dowod. Z (15a) wynika, ze @,(t) e R™™ jest macierza monomialng wtedy i tylko wtedy, gdy A,

jest macierza diagonalnag [4, 9]. W tym przypadku z macierzy D, mozna wybra¢ n, liniowo

niezaleznych monomialnych kolumn w postaci D, (k) = @,(t;) e R™™ (21c). Dla przypadku 2)

zmacierzy D, mozna wybrac n, liniowo niezaleznych monomianych kolumn z macierzy

D,(k-1) = A,®,(t;) e R™>"™ (21b), jezeli A, ma n, kolumn monomianychi n, <n,. O

4. PRZYKLAD

Nalezy zbada¢ punktowa zupetnos¢ w punkcie (t,i)eR,xZ,, t=t, =1, i=k=1 dodatniego

uktadu ciggto-dyskretnego niecatkowitego rzedu (1) « =0.5 1 B=0.8, 0 macierzach:

m{é 8} A2=m, Al 1) A -[03] (35

Uktad (1) jest dodatni, poniewaz A, = A, + /I, =05eR;.
Biorac pod uwage, ze A = A, k=12,... oraz korzystajac z (15), otrzymujemy

_ Po(t) O 2 th
q)"(t){ 0 1}’ 20 = 2 D (36)
o(t) t 0 o et a7
D(t) = et = Y ————.
=1 o @ ?0= 2 Nk Dal (37
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Uwzgledniajac (37) dlat =t, =1, operator (10a)

t 0 0
P(t,) = [®(t —7)Adr=| 7 |=| 2 |e®? (38)
0 Ta+D) | |z
jest wektorem kolumnowym, za$ macierz (22)
t? 2
D=AP(t)+A =05+—"—=05+——~163eR’ 39
A,P(t) Aﬁ T(a+1) \/; e, (39)

jest skalarem, przy czym I'(a +1) = ol (a) =0.50'(0.5) = /7 / 2.
Dlat, =1 i k=1 zewzoru (20b) otrzymamy macierz

D:_Dl}_[Dl(O) D, (1) Dl(Z)}_[P(tf)Au@o(tf) Do(tr) P(tf)D}

1D,] [D:(0) 0 Dy(2 Ao (L) 0 D
[ , 0 g ?o(t;) O 02 (40)
- oelt) = 0 1168

ot) 1 0 0 163

Latwo sprawdzi¢, ze macierz (40) ma n, +n, =3 liniowo niezalezne kolumny, przy czym tylko
dwie z nich s3 monomialne. Zatem nie jest spetnione twierdzenie 3, co oznacza, ze rozpatrywany
uktad nie jest punktowo zupetny w badanym punkcie.

Natomiast z lematu 6 wynika, ze uktad niecatkowitego rzedu (1) o macierzach (35) jest wzglednie
punktowo zupetny w badanym punkcie dlastanu x,(t,i) e R>.

Poniewaz macierz

D/ [D,D/]" =

0 0  1g(t,) O 0
1.13p,(t,)/d, 1.13/d, 0  1/d, 1.84/d,

.
} e R>? (41)

ma nieujemne elementy, warunek (31) jest spetniony i warunki brzegowe (8) mozna wyznaczy¢ ze
wzoru (32)

[ %,,(0) ]

X12(0) T
1.13p,(t;) 1.13 1 1 1.84
X =| X, = —_— Xiot Xiot X 7 Xor —7 X eiRi, (42)
d, d, @,(t;) d, d,

X,(2)

L %]

gdzie x;, :{Zﬂf}, d, =1.28¢,(t, )* +5.66, zas ¢,(t;) wyznaczamy z (36) dlat=t, =1.
2f

Wartos¢ sktadowgj X,, = X,(t,i) e R: wektora stanu (16) uktadu (1), ktora bedzie osiggnicta
w punkcie (t,,k) =(11) dlapowyzszych warunkow brzegowych, jest rowna

1.130,(t, ) + 4.13
J X -
1

X, = DX, = {O (43)
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5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupetnosci i wzgledng punktowej zupetnosci dodatnich
liniowych dwuwymiarowych ukladow ciagto-dyskretnych niecatkowitego rzedu, opisanych
réwnaniami stanu (1) przy zatozeniach (8) i (11).

Sformutowano podstawowe definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczajace punktowey
zupetnosci i wzgledng punktowe zupetnosci. Podano prosta metode wyznaczania nieujemnych
warunkéw brzegowych, dla ktérych trajektoria stanu uktadu wzglednie punktowo zupetnego
przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan koncowy.

Powyzsze rozwazania mozna tatwo uogolni¢ na dodatnie dwuwymiarowe uktady ciggto-dyskretne
niecatkowitego rzedu z opdznieniem.
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