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WZGL DNA PUNKTOWA ZUPE NO  
DODATNICH UK ADÓW CI G O-DYSKRETNYCH  

NIECA KOWITEGO RZ DU 
W pracy sformu owano definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczaj ce 
punktowej zupe no ci oraz wzgl dnej punktowej zupe no ci dodatnich liniowych 
dwuwymiarowych uk adów ci g o-dyskretnych nieca kowitego rz du. Podano te  
metod  wyznaczania nieujemnych warunków brzegowych, dla których trajektoria stanu 
uk adu wzgl dnie punktowo zupe nego przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan 
ko cowy. Rozwa ania zilustrowano przyk adem. 

RELATIVE POINTWISE COMPLETENESS OF POSITIVE  
CONTINUOUS-DISCRETE TIME FRACTIONAL ORDER SYSTEMS 

The paper considers a class of linear 2D positive continuous-discrete time fractional 
order systems. The definitions of pointwise completeness and relative pointwise 
completeness are introduced and necessary and sufficient conditions are given. 
The considerations are illustrated by numerical example. 

 
 
1. WST P 
W uk adach dodatnich sk adowe wektorów wymusze , warunków pocz tkowych, stanu i wyj cia 
przyjmuj  tylko warto ci nieujemne. Przyk ady dodatnich uk adów liniowych s  podane 
w monografii [8] oraz cytowanej tam literaturze.  
W teorii uk adów dodatnich zamiast z przestrzeni liniowych korzystamy z teorii sto ków. Teoria 
uk adów dodatnich jest wi c dziedzin  znacznie trudniejsz  i mniej zaawansowan  od klasycznej 
teorii uk adów liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uk adów liniowych z opó nieniem 
jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, np. [1, 4, 8, 12, 13]. 
Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych (ci g o-dyskretnych) uk adów 
dodatnich zosta a zaproponowana w pracy [7], a w pracy [6] podano trzy ró ne metody 
wyznaczania rozwi zania równa  stanu uk adów hybrydowych. W pracy [5] wprowadzono 
rozszerzenie na uk ady nieca kowitego rz du. 
Pierwszy raz poj cie punktowej zupe no ci oraz punktowej degeneracji ci g ych uk adów 
z opó nieniami wprowadzi  Weiss [14]. Problem punktowej zupe no ci oraz punktowej degeneracji 
dodatnich uk adów: dyskretnych, ci g ych, z opó nieniami oraz nieca kowitego rz du zosta  
sformu owany i rozwi zany w pracach [1, 4, 9, 13], za  w pracach [2, 3, 11] zosta  rozwi zany dla 
uk adów dwuwymiarowych, w tym hybrydowych. 
W niniejszej pracy, wykorzystuj c rezultaty prac [5, 9, 11], rozpatrzymy problem punktowej 
zupe no ci oraz wzgl dnej punktowej zupe no ci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uk adów 
ci g o-dyskretnych nieca kowitego rz du. Najpierw, uwzgl dniaj c specyfik  dodatnich uk adów 
dwuwymiarowych, zostan  wprowadzone definicje punktowej zupe no ci i wzgl dnej punktowej 
zupe no ci. Nast pnie zostan  podane warunki konieczne i wystarczaj ce punktowej zupe no ci 
takich uk adów oraz prosta metoda wyznaczania nieujemnych warunków brzegowych, dla których 
trajektoria stanu uk adu wzgl dnie punktowo zupe nego przechodzi przez dowolny zadany 
nieujemny stan ko cowy. 
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2. DODATNI UK AD CI G O-DYSKRETNY NIECA KOWITEGO RZ DU 

Niech mn  b dzie zbiorem macierzy o wymiarach mn  o rzeczywistych elementach oraz 
.1nn  Zbiór macierzy o wymiarach ,mn  których elementami s  liczby rzeczywiste 

nieujemne, b dziemy oznacza  przez ,mn  przy czym .1nn  Zbiór liczb ca kowitych 
dodatnich b dziemy oznacza  przez ,Z  za  zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych przez 

).,0[R  

We my pod uwag  dwuwymiarowy uk ad ci g o-dyskretny liniowy stacjonarny nieca kowitego 
rz du opisany równaniami stanu 

),(),(),(
212111

1 itxAitxA
dt

itxd , ,Rt             (1a) 

),(),()1,( 2221212 itxAitxAitx , ,Zi             (1b) 

przy czym )10(  jest rz dem pochodnej nieca kowitego rz du wzgl dem czasu ci g ego t, 
)10(  jest rz dem ró nicy nieca kowitego rz du wzgl dem czasu dyskretnego i, 

1),(1
nitx , 2),(2

nitx  oraz ,11
11

nnA  ,21
12

nnA  ,12
21

nnA  .22
22

nnA  

Uk ad (1) ma struktur  podobn  do modelu 2W Roessera [8], gdzie 1),(1
nitx  jest 

odpowiednikiem wektora horyzontalnego, za  2),(2
nitx  wektora wertykalnego. W pracach [2, 

5, 6, 7] uk ady ci g o dyskretne s  nazywane dwuwymiarowymi uk adami hybrydowymi. 
Warunki brzegowe dla uk adu (1) maj  posta  

)(),0( 11 ixix , Zi  oraz )()0,( 22 txtx , .Rt         (2) 

Jako definicj  pochodnej nieca kowitego rz du )10(  w pracy zosta a przyj ta definicja 
Caputo [9], która dla uk adów ci g o-dyskretnych rz du )10( ma posta  

,
)(
),(

)1(
1),(

0

11
t

d
t

ix
dt

itxd     (3) 

gdzie 
0

1)( dtetx tx  jest funkcj  gamma. 

Nast puj ca definicja ró nicy wstecznej nieca kowitego rz du  zosta a przyj ta w pracy [9]:  

i

j
j jitxitx

0
2

)(
2 ),,(),(  ,10  ,Zi       (4) 

gdzie wspó czynniki )(
j  zdefiniowane s  wzorem rekurencyjnym [12] 

,1)(
0  ,)11( )(

1
)(

jj j
 ,2,1j               (5) 

Podstawiaj c (4) do (1b), po przekszta ceniach otrzymamy  

1

2
221212 )1,(),(),()1,(

i

j
j jitxcitxAitxAitx , ,Zi    (6) 
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gdzie 

,
222 nIAA  ,)(

jjc  ,3,2j .             (7) 

Z równania (6) wynika, e uk ad nieca kowitego rz du jest równowa ny uk adowi z rosn c  liczb  
opó nie , przy czym wspó czynniki )(

jjc  malej  szybko do zera, gdy j  ro nie do 
niesko czono ci. 

Definicja 1.  [5] Uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) nazywamy 2W modelem 
wewn trznie dodatnim, je eli dla dowolnych dodatnich warunków brzegowych  

1)(1
nix , Zi  oraz 2)(2

ntx , ,Rt    (8) 

zachodzi 1),(1
nitx  i 2),(2

nitx  dla wszystkich Rt  i .Zi  

Uwzgl dniaj c podane w monografii [9] rozwi zania równa  stanu uk adów nieca kowitego rz du: 
dyskretnego z opó nieniami oraz ci g ego, rozwi zanie uk adu (1) spe niaj ce warunki brzegowe 
(2) mo na napisa  zale no ci  rekurencyjn  

,...2,1,0dla]),()()[()()(),(
1

0
12112101 iltxAtxtPixtitx

i

l
lii            (9a) 

,...2,1),()(),(
1

0
121122 idlaltxAtxitx

i

l
lii        (9b) 

przy czym )(tP  jest operatorem okre lonym zale no ci  

,)()()(
0

12

t
dxAtxtP             (10a) 

za   

,
)1(

)()(
0

11
110

k

kk

k
tAtAEt     (10b) 

,
])1[(

)(
0

1)1(
11

k

kk

k
tAt        (10c) 

,
20 nI  

1

2
11

j

l
ljjjj cA  dla ,....1,0j    (10d) 

Twierdzenie 2. Uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) jest dodatni wewn trznie, wtedy 
i tylko wtedy, gdy  

1. 11A  jest macierz  Metzlera,        (11a) 

2. .,, 22

2

1221
222112

nn
n

nnnn IAAAA      (11b) 

Dowód. Dowód przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 3 pracy [5] wykorzystuj c poni sze 
lematy. 
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Lemat 1. Je eli nieca kowity rz d  spe nia zale no  ,10  to 

0)(
jjc , ,3,2j             (12) 

Dowód. Dowód lematu podany zosta  w pracach [5, 9]. 

Lemat 2. Niech 10  oraz 

22

222
nn

nIAA           (13) 

wtedy 

.,22 Zinn
i         (14) 

Dowód. Dowód wynika wprost z zale no ci (10d) i warunku (12).  
Lemat 3. Niech 11A  jest macierz  Metzlera oraz ,10  wtedy z (10b) i (10c) mamy 

,
)1(

)( 11

1

11
0

nn
n

tAIt  ,0t          (15a) 

,
)2()(

)( 11

1

12
11

1
nn

n
tAtIt  .0t           (15b) 

Dowód. Dowód lematu podany zosta  w pracach [4, 9]. 

Zak adamy, e warunki powy szych lematów s  spe nione. Z (9a) dla 0i  mamy 
1)()()0()()0,( 2101

ntxtPxttx  wtedy i tylko wtedy, gdy 11A  jest macierz  Metzlera, za  
macierz 21

12
nnA  i warunki brzegowe spe niaj  (8). Podobnie z (9b) dla 1i  mamy 

2)()0,()1,( 21212
ntxAtxAtx  oraz 1)1,()()1()1,( 2101

ntxtPxtx  wtedy i tylko wtedy, 

gdy macierze ,22 nnA  12
21

nnA  i warunki brzegowe spe niaj  (8). Kontynuuj c procedur  
dla ,3,2i  wykazujemy, e uk ad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy spe nione s  warunki 
(11).                
 
3. WZGL DNA PUNKTOWA ZUPE NO  
Wykorzystuj c poj cia punktowej zupe no ci, zdefiniowanej dla uk adów ci g ych z opó nieniami 
[14] oraz dla uk adów dyskretnych [1], w tym dwuwymiarowych [2, 3, 11], mo na sformu owa  
nast puj ce definicje. 
Definicja 2.  Dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) nazywamy punktowo 
zupe nym w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki  je eli dla ka dego wektora  

21

),(
),(

2

1

2

1 nn

f

f
f itx

itx
x
x

x               (16) 

mo na tak dobra  warunki brzegowe (8), e .
),(
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1
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ktx

x
f
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Definicja 3.  Dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) b dziemy nazywa  
wzgl dnie punktowo zupe nym dla stanu 1),(1

nitx  w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  
,1ki  je eli dla ka dej sk adowej  

1),(11
n

f itxx       (17) 

wektora stanu (16) mo na tak dobra  warunki brzegowe (8), e ).,(11 ktxx ff   

Definicja 4.  Dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) b dziemy nazywa  
wzgl dnie punktowo zupe nym dla stanu 2),(2

nitx  w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  
,1ki  je eli dla ka dej sk adowej 

2),(22
n

f itxx       (18) 

wektora stanu (16) mo na tak dobra  warunki brzegowe (8), e ).,(22 ktxx ff   

Poszukiwa  b dziemy rozwi zania, przy za o eniu 22 :)( xtx  dla ,0 ftt  tzn. 2x  jest sta e w 
ca ym przedziale.  
Rozwi zanie (9) równa  stanu uk adu ci g o-dyskretnego nieca kowitego rz du z warunkami 
brzegowymi (8) dla ,0ftt  1ki  mo na napisa  w postaci  

,00
2

1

2

1 xx
x
x

x
f

f
f D

D
D

            (19) 

gdzie  

,]),(,),1(),0([ 21)1(
21110

nnkTxkxxxx            (20a) 

])1[()(

222

1111

2

1 2121

)1(0)1()0(
)1()()1()0( nnknn

kDDD
kDkDDD

D
D

D        (20b) 

przy czym 
),())(()( 021

11
1 fj

jk
f tAfDtPjD  ),()()( 021

11
2 fj

jk tAfDjD  ,3,,0 kj  (21a) 

),()()( 021
1

1 f
jk

f tADtPjD  ),()( 021
1

2 f
jk tADjD  ,1,2 kkj        (21b) 

),()( 01 ftkD              (21c) 

,)()1(1 DtPkD f  ,)1(2 DkD  ,1k          (21d) 

),)(()1(
22

2
1 nf IcDtPkD  ,)1(

22
2

2 nIcDkD  ,2k           (21e) 

),)(()1( 2
1 k

k
f fDtPkD  ,)1( 2

2 k
k fDkD  ,3k           (21f) 

,)( 22
21

nn
f AtPAD             (22) 

za  221 nn
jf  i 222 nn

kf  s  wieloliniowymi funkcjami wspó czynników ,jc  ,3,2j  (12) 
i wyra enia D  (22).  

atwo sprawdzi , e 221 nn
jf  i 222 nn

kf  s  to macierze o niezerowych elementach na 
g ównej przek tnej i odpowiadaj  za nieca kowity rz d  równania ró nicowego (1b), tzw. efekt 
niesko czonej pami ci funkcji podstawowej 22 nn

i  (10d). 

Z definicji 2 i wzoru (19) wynika nast puj cy warunek konieczny punktowej zupe no ci. 



533

NAUKA

 2/2011 Pomiary Automatyka Robotyka

Lemat 4. Warunkiem koniecznym, aby dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du by  
punktowo zupe ny w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki  musi by  spe niony warunek 

.21 nnrankD      (23) 

Dowód. Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, e równanie (19) ma rozwi zanie dla 
dowolnego fx  wtedy i tylko wtedy, gdy macierz D  (20b) ma pe ny rz d wierszowy, czyli jest 
spe niony warunek (23).                 
Nale y zauwa y , e powy szy warunek jest tak e warunkiem koniecznym i wystarczaj cym 
punktowej zupe no ci standardowych uk adów ci g o-dyskretnych (1), tzn. o dowolnych 
elementach macierzy ,11A  ,12A  ,21A  22A  i dowolnych nieca kowitych rz dach )10(  
i ).10(  

Twierdzenie 3. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) jest punktowo zupe ny 
w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki  wtedy i tylko wtedy, gdy z macierzy D  (20b) 

mo na wybra  21 nn  liniowo niezale nych kolumn takich, e macierz D~  utworzona z tych 
kolumn jest macierz  monomialn  (w ka dym wierszu i ka dej kolumnie tylko jeden element jest 
dodatni, a wszystkie pozosta e s  zerowe). 
Dowód. Z definicji 2 i wzoru (19), przy za o eniu 22 :)( xtx  dla ,0 ftt  wynika, e dodatni 
uk ad (1) jest punktowo zupe ny w punkcie ),( kt f  wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka dego 

21 nn
fx  istnieje warunek brzegowy ,21)1(

0
nnkx  czyli gdy jest spe niony warunek 

twierdzenia 3. Je eli jest spe niony warunek twierdzenia 3, to z macierzy D  mo na wybra  21 nn  
kolumn liniowo niezale nych, które tworz  baz  przestrzeni 21 nn  wtedy i tylko wtedy, gdy w 
ka dym wierszu i w ka dej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a pozosta e s  zerowe. 
Utworzona z tych kolumn macierz D~  jest macierz  monomialn . Macierz odwrotna macierzy 
o nieujemnych elementach jest te  macierz  o nieujemnych elementach wtedy i tylko wtedy, gdy 
jest ona macierz  monomialn  [8].             
Przy spe nieniu warunku twierdzenia 3 na podstawie wzoru (19) mo na wyznaczy  warunki 
brzegowe (8) dla dowolnego zadanego stanu ko cowego (16) w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  

1ki . 
Lemat 5. Je eli 21r nnankD  oraz  

,][ )(])1[(1TT 2121 nnnnkDDD     (24) 

to dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) jest punktowo zupe ny w punkcie 
,),( ZRit  ,0ftt  1ki  i wektor warunków brzegowych 0x  (20a), dla którego 

rozwi zanie równa  (1) dla ,0ftt  1ki  jest równe zadanemu stanowi 

,
),(
),(

21

2

1

2

1 nn

f

f

f

f
f ktx

ktx
x
x

x  mo na wyznaczy  ze wzoru 

.][ 1TT
0 fxx DDD        (25) 

Dowód. Je eli uk ad (1) jest punktowo zupe ny, to ,r 21 nnank D  0)(det TDD  i macierz 

1TT ][DDD  jest dobrze zdefiniowana. Je eli zachodzi (24) i ,
),(
),(

21

2

1

2

1 nn

f

f

f

f
f ktx

ktx
x
x

x  to 

wtedy 21)1(
0

nnkx  oraz  
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.][
2

11TT
0

f

f
ff x

x
xxx DDDDD     (26) 

Z definicji 3 i 4 oraz wzoru (19) wynika nast puj cy warunek konieczny wzgl dnej punktowej 
zupe no ci. 
Lemat 6. Aby dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du by  wzgl dnie punktowo 
zupe ny w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki   

1) dla stanu 1),(1
nitx  musi by  spe niony warunek 

,11 nrankD              (27) 

2) dla stanu 2),(2
nitx  musi by  spe niony warunek 

,22 nrankD              (28) 

gdzie macierze 1D  i 2D  dane s  zale no ci  (20b). 

atwo wykaza , e twierdzenie 3 jest prawdziwe dla wzgl dnej punktowej zupe no ci, przy czym 
dla przypadku 1) nale y wzi  pod uwag  macierz 1D , o postaci (20b), oraz 1n  liniowo 
niezale nych kolumn. 
Je eli warunek twierdzenia 3 jest spe niony, to ze wzoru  

011 xx f D             (29) 

mo emy wyznaczy  warunki brzegowe 21)1(
0

nnkx  takie, e .),( 1
11

n
ff ktxx  Wówczas dla 

otrzymanych warunków brzegowych i punktu ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki  warto  

sk adowej 2),(22
n

ff ktxx  wektora stanu (16) uk adu (1) wyznacza si  ze wzoru 

.022 xx f D              (30) 

Powy sze rozumowanie jest równie  prawdziwe dla przypadku 2), przy czym w twierdzeniu 3 
nale y wzi  pod uwag  odpowiednio macierz 2D , o postaci (20b), oraz 2n  liniowo niezale nych 
kolumn, za  warunki brzegowe 21)1(

0
nnkx  wyznacza si  ze wzoru (30), a nast pnie warto  

sk adowej 1),(11
n

ff ktxx  wektora stanu (16) wyznacza si  ze wzoru (29). 

Uwzgl dniaj c powy sze rozwa ania i definicje 3 i 4 otrzymamy poni sze lematy. 
Lemat 7. Je eli 11 nrank D  oraz 

,][ 121 ])1[(1T
11

T
1

nnnkDDD              (31) 

to dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) jest wzgl dnie punktowo zupe ny dla 
stanu 1),(1

nitx  w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  1ki . 

Je eli jest spe niony warunek (31), to wektor warunków brzegowych 0x  (20a), dla którego 
rozwi zanie równania (1a) dla ,0ftt  1ki  jest równe zadanemu stanowi 

,),( 1
11

n
ff ktxx  mo na wyznaczy  ze wzoru 

,][ 1
1T

11
T
10 fxx DDD          (32) 

za  warto  sk adowej 2),(22
n

ff ktxx  wektora stanu (16) uk adu (1) wyznacza si  ze wzoru 
(30), gdzie macierze 1D , 2D  s  odpowiednimi wierszami macierzy D  o postaci (20b). 
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Lemat 8. Je eli 22 nrank D  oraz 

,][ 221 ])1[(1T
22

T
2

nnnkDDD              (33) 

to dodatni uk ad ci g o-dyskretny nieca kowitego rz du (1) jest wzgl dnie punktowo zupe ny dla 
stanu 2),(2

nitx  w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  1ki . 

Je eli jest spe niony warunek (33), to wektor warunków brzegowych 0x  (20a), dla którego 
rozwi zanie równania (1b) dla ,0ftt  1ki  jest równe zadanemu stanowi 

2),(22
n

ff ktxx  mo na wyznaczy  ze wzoru 

,][ 2
1T

22
T
20 fxx DDD         (34) 

za  warto  sk adowej ,),( 1
11

n
ff ktxx wektora stanu (16) uk adu (1) wyznacza si  ze wzoru 

(29), gdzie macierze 1D , 2D  s  odpowiednimi wierszami macierzy D  o postaci (20b). 

Dowód powy szych lematów przeprowadza si  podobnie jak lematu 5. 
Wniosek 1. Dodatni uk ad nieca kowitego rz du (1) jest wzgl dnie punktowo zupe ny w punkcie 

,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki   

1) dla stanu ,),( 1
1

nitx  je eli macierz 11A  jest macierz  diagonaln , 

2) dla stanu ,),( 2
2

nitx  je eli macierz 11A  jest macierz  diagonaln  i macierz 21A  ma co 
najmniej 2n  niezale nych kolumn monomialnych oraz .12 nn  

Dowód. Z (15a) wynika, e 11)(0
nnt  jest macierz  monomialn  wtedy i tylko wtedy, gdy 11A  

jest macierz  diagonaln  [4, 9]. W tym przypadku z macierzy 1D  mo na wybra  1n  liniowo 
niezale nych monomialnych kolumn w postaci 11)()( 01

nn
ftkD  (21c). Dla przypadku 2) 

z macierzy 2D  mo na wybra  2n  liniowo niezale nych monomialnych kolumn z macierzy 
12)()1( 0212

nn
ftAkD  (21b), je eli 21A  ma 2n  kolumn monomialnych i .12 nn          

4. PRZYK AD  
Nale y zbada  punktow  zupe no  w punkcie ,),( Zit  ,1ftt  1ki  dodatniego 
uk adu ci g o-dyskretnego nieca kowitego rz du (1) 5.0  i ,8.0B  o macierzach: 

,
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12A  ,1121A  .3.022A       (35) 

Uk ad (1) jest dodatni, poniewa  .5.0 1
22 2nIAA  

Bior c pod uwag , e ,11 AAk  ,2,1k  oraz korzystaj c z (15), otrzymujemy 
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Uwzgl dniaj c (37) dla ,1ftt  operator (10a) 
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      (38) 

jest wektorem kolumnowym, za  macierz (22)  
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21 63.125.0

)1(
5.0)( f

f

t
AtPAD            (39) 

jest skalarem, przy czym .2/)5.0(5.0)()1(   

Dla 1ft  i 1k  ze wzoru (20b) otrzymamy macierz 
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atwo sprawdzi , e macierz (40) ma 321 nn  liniowo niezale ne kolumny, przy czym tylko 
dwie z nich s  monomialne. Zatem nie jest spe nione twierdzenie 3, co oznacza, e rozpatrywany 
uk ad nie jest punktowo zupe ny w badanym punkcie. 
Natomiast z lematu 6 wynika, e uk ad nieca kowitego rz du (1) o macierzach (35) jest wzgl dnie 
punktowo zupe ny w badanym punkcie dla stanu .),( 2

1 itx  

Poniewa  macierz 
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11110
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111 /84.1/10/13.1/)(13.1
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f

fTT

ddddt
t

DDD        (41) 

ma nieujemne elementy, warunek (31) jest spe niony i warunki brzegowe (8) mo na wyznaczy  ze 
wzoru (32) 
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gdzie ,
12

11
1

f

f
f x

x
x  ,66.5)(28.1 2

01 ftd  za  )(0 ft  wyznaczamy z (36) dla .1ftt  

Warto  sk adowej 1
22 ),( itxx f  wektora stanu (16) uk adu (1), która b dzie osi gni ta 

w punkcie )1,1(),( kt f  dla powy szych warunków brzegowych, jest równa 
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5. UWAGI KO COWE 
W pracy rozpatrzono problem punktowej zupe no ci i wzgl dnej punktowej zupe no ci dodatnich 
liniowych dwuwymiarowych uk adów ci g o-dyskretnych nieca kowitego rz du, opisanych 
równaniami stanu (1) przy za o eniach (8) i (11). 
Sformu owano podstawowe definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczaj ce punktowej 
zupe no ci i wzgl dnej punktowej zupe no ci. Podano prost  metod  wyznaczania nieujemnych 
warunków brzegowych, dla których trajektoria stanu uk adu wzgl dnie punktowo zupe nego 
przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan ko cowy.  
Powy sze rozwa ania mo na atwo uogólni  na dodatnie dwuwymiarowe uk ady ci g o-dyskretne 
nieca kowitego rz du z opó nieniem. 
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