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OBSERWOWALNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH
NIECALKOWITEGO RZEDU Z OPOZNIENIEM

W WEKTORZE STANU
W artykul e rozpatr zono problem obserwowalnosci liniowych ukfadow dyskretnych
dodatnich oraz standardowych niecaZkowitego rzedu z jednym opdGznieniem
we wspo/r zednych stanu. Sformu/owano definicje i kryteria obserwowalnosci oraz
zaproponowano metode obliczania stanu poczgtkowego rozpatrywane klasy
ukfadéw. Giowne kryteria sformu/owano dla R" —obserwowalnosci, bedgce)

przypadkiem szczegdl nym obserwowal nosci.

OBSERVABILITY OF DISCRETE-TIME FRACTIONAL ORDER
SYSTEMS WITH STATE DELAY

In the paper the observability problem for the positive and the standard linear
discrete-time fractional order system with one state delay is presented. Necessary

and sufficient conditions for R’ —observability are formulated and proved.

A simple method for computing the initial condition is proposed. Considerations
areillustrated by numerical examples.

1. WSTEP

Obserwowalno$¢, podobnie jak stabilno $¢ czy sterowalno $¢, nale zy do fundam entalnych
pojec 1 problem 0w teorii sterowania. Studium problem atyki obserwowalno $ci datuje si ¢ od
roku 1960 [2]. Ogolnie obserwowalnos¢ jest wlasciwoscig uktadu sterowania, ktora polega na
tym, ze na podstawie zarejestrowanego sygna lu wyjsciowego w okreslonym przedziale czasu
mozna wyznaczy ¢ (odtworzy ¢) stan pocz gtkowy tego uk tadu. Znajom o$¢ stanu jest istotna
przy stosowaniu algorytmu estymacji minimalnokwadratowe;.

W ram ach szeroko rozum ianej teorii uk tfadow dynam icznych m ozna wyrd zni¢ kilka klas
uktadow. S g touk Ilady standardowe, uk tady dodatnie czy intensywnie analizowane

w ostatnich latach — uk tady nieca tkowitego rz ¢du. Uk tady standardowe s g najogdlniejsz g
klasg uk fadow dynamicznych. Podklas ¢ uk tadéw standardowych stanowi g uk tady dodatnie,
w ktorych sktadowe wektorow wym uszen, warunkéw pocz  gtkowych, stanu i wyj  $cia
przyjmuja tylko warto $ci nieujemne. Uk fady nieca tkowitego rz ¢du s g to natom iast uk tady,
do opisu ktorych wykorzystuje si¢ aparat rachunku rozniczkowo-catkowego, zapoczatkowany
w XVII wieku [6].

W niniejszym artykule rozpatrywany b ¢dzie problem obserwowalno$ci uktadow dyskretnych
dodatnich i standardowych niecatkowitego rzgdu z opdznieniem w wektorze stanu.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W artykule b ¢da stosowane nast gpujace oznaczenia: R™™ (R7™) - zbior m acierzy wymiaru
nxm o elem entach rzeczywistych (nieujem nych) oraz R"=R™ (R} =R™); Z_ - zbior
liczb catkowitych dodatnich; |, - macierz jednostkowa wymiaru nxn.

W r ozwazaniach przyjm iemy definicj ¢ r6 zniczko-catki u famkowego rz ¢du podan g przez
Griinwalda-Letnikova w postaci (np. [3, 5])

AX =— Y (=1)! = @y (1
)ﬁ h* JZO( ) (jjx_] h* jzoa)J X_J) ( )

gdzie a € R jest rzgdem (niecatkowitym), h jest okresem probkowania, i € Z, jest numerem

(n)

probki, dla ktorej jest obliczana ré zniczko-catka. Wspotezynniki ;" w (1) s g zdefiniowane

nastepujaco [3]
1 dla j=0

o\ = (2)

J _ _-
(-1)l 2@ D"jf“ D Gl j=1.2..

lub

o=l o (llTaj” j=12... ()

Wezmy pod uwag ¢ liniowy uk tad dyskretny z opd Znieniem zm iennych stanu, opisany
ponizszymi rownaniami

A%, = AX+AX +BU, TeZ, (4

y, =Cx +Du, (5)

gdzie, x e R" U eR™, y eR® sgwektoram i stanu, wym uszenia i odpowiedzi oraz
A eR™ A eR™ BeR™, CeR”™, DeRP™.
Warunki poczatkowe dla rownania (4) sa nastgpujace

., 0 X, eR" i= 1. (6)

Uwzgledniajac definicj ¢ Griinwalda-Letnikova (przy  h=1) oraz przyjm ujac bez straty
ogolnosci rozwa zah, zeOu = (B=0, D=0)otrzym amy uk fad dyskretny opisany
ponizszymi rownaniami
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X +ZI:(_1)j ( j)ﬁ—ju =AX+AX,, 1eZ (7)
=0

Y, =Cx. (8)

Rozwigzanie rdwnania stanu (7) przy warunkach poczatkowych (6) ma postac [4]
i—1
X =D+, (A +a)2|n>X_1 +zq)i—l—j )]
i=0

gdzie macierz @, (podstawowa) spetnia rOwnanie

i+1

D, =(A+al,)P +(A +a)2|n)+za)jq)i—j+19 (10)

j=3
z warunkiem poczatkowym

O, =1

no

® =0dlai<0.(11)

0

Definicja 1. Uktad (7), (8) nazywamy obserwowalnym w q krokach, je zZeli na podstawie
znajomos$ci warto $ci odpowiedzi Yo» Yi» -+ Yqr W Kolejnych g krokach, m  ozemy

jednoznacznie wyznaczy¢ stan x, € R" oraz X , € R" tego uktadu.

Definicja 2. Uktad (7), (8) nazywamy obserwowalnym, jezeli istnieje liczba naturalna qe Z,
(g=1) taka, ze uktad ten jest obserwowalny w g krokach.

Celem niniejszej pracy jest podanie kryteriow obserwowalno $ci uk tadu dyskretnego
niecatkowitego rz edu (7), (8) oraz zale znos$ci na wyznaczenie stanu pocz  gtkowego (6)
rozpatrywanego uktadu dynamicznego.

3. GLOWNY REZULTAT

3.1. Obserwowalnos¢ dodatniego ukladu niecalkowitego rzedu

Definicja 4. [1, 3, 4] Uk tad (7), (8) nazywam y dodatnim jezeli dla dowolnych nieujem nych
warunkoéw pocz atkowych, X, € R" i=0,1 ika zdego nieujem nego ci agu steruj acego

u eR’, ieZ,, zachodzi x e R}, y e R’ dla wszystkichieZ,.

+
Jezeli

O<a<l1(12)
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to wspotczynniki (3) sg nieujemne, tj. [4]
@it ¥ P
o, =-0;"" =(-1) [jj>0, ]=12,... (13)

Jezeli 0 <a <1 oraz
(A +al)eRT", (A+aw,l)eRT", (14)
to macierze (10) majg wszystkie elementy nieujemne, tj. [4]
, . O, eRT" ieZ (15
Twierdzenie 1. [4] Uktad (7), (8) dla 0 < <1 jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

(A +al)eR™, (A+m,1)eR™, CeR". m(16)

Podstawiajac (9) do rownania wyjscia (8) otrzymamy
y, =C®O,x, +CD,_ (A +aw,l)x . (17)
Dokonujac nastepnie podstawien dla i =0,1,...,q—1 w (17) otrzymamy

Yo =S%. (18)

gdzie
"y, | C 0
Y, Co,  CD (A +m,l)
yi=| ¥, [eRP, S§,=| CD, CIO(A+ml) [eRP", & {f}emi”. (19)
: : : -l
_yq—l_ _C(Dq—l Cch—Z(A +602| )_

Niech g (k=1,2,...,n) bedzie k-tym wierszem macierzy jednostkowej |, oraz a>0. Wiersz
ae, nazywam y wierszem m onomialnym (tylko jeden elem ent jest dodatni, pozosta tes a

rowne zero).

Twierdzenie 2. Uk tad dodatni (7), (8) jest obserwowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy z
macierzy S, o postaci (19) mozna wybra¢ 2n liniowo niezaleznych wierszy monomialnych.

Dowodd. Dowdd wynika bezpo $rednio ze wzoru (18) oraz definicji 1. Znaj ac cigg odpowiedzi
uktadu y; e R® (19) mozemy wyznaczy¢ stan x, € R" oraz X , € R ukladu dodatniego (7),
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(8) wtedy i tylko wtedy, gdy m  acierz S, (19) zawiera 2n liniowo niezale znych wierszy

monomialnych. m

Przyklad 1. Zbada¢ obserwowalnos$¢ dodatniego uktadu niecatkowitego rzedu z opdznieniem
(7), (8) o macierzach

-0.5 0 0.8 -0.125 0 0.25
A=l 0 -0333 0 A=l 0 01 0 c-|014 0 0 (20)
- ' C ) 7L 0 0333 0]
0 0 -0.5 0.17 0 -0.125
W rozpatrywanym uktadzie n=3, p=2.
Na podstawie twierdzenia 1 dla rzgdu « = 0.5 mamy
0 0 0.80 0 0 0.25
A+la=|0 017 0 |eR™, A+wl=| 0 0225 0 |eR*. (1)
0 0 0 017 0 0

05 _ % >0.125.

przy czym m, = —@,

Rozpatrywany uk tad o m acierzach (20) jest dodatnidlarz  ¢du o =0.5. Latwo m ozna
sprawdzi¢, ze dla 0 < < 0.5 lub 0.5 < & <1 warunki twierdzenia 1 nie bedg spetnione.
Sprawdzimy czy rozpatrywany uktad dodatni jest obserwowalny w =3 krokach. Obliczajac
macierz (19) otrzymamy

0
0 0.333 0 0 0 0
0

C 0
S-S -|Ch Co(A‘al) 0 0 0113 0 0.035 22)
= = a) =
a C(Dl C<DO(A+ 2|3) 0 005 0 0 0075 0
[0)
2 ! 2 0 0 0.035 0.019 0 0
0 0084 0 0 0012 0
przy czym
0 0 080 0 0 025
D, =1, ®,=A+al,=0 017 0 |, O, =0’ +(A+wl)D,=| 0 025 0 | (23)

0 0 0 017 0 0

Macierz (22) nie zawiera 2N =6 liniowo niezale znych wierszy m onomialnych. Zawiera ona
tylko 2 takie wiersze. Rozpatrywany uk tad nie jest obserwowalny. Latwo mozna sprawdzi¢,
ze w wi ¢kszej liczbie krokéw quk fad tak Ze nie b e¢dzie spe Inial warunkoéw twierdzenia 2.

Zauwazmy, e do spe tnienia warunku twierdzenia 2 potrzeba, aby m acierz S, € R™° (22)
byta m onomialna, co w ogélnym przypadku jest bardzo trudne do spe Inienia. W uk tadach
dyskretnych niecatkowitego rzedu z opd Znieniem istnieje wobec tego podobny problem jak
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w przypadku uktadéw catkowitego rzedu [2]. Wynika on z faktu, ze wystgpujacy w rOwnaniu
(18) wektor X, jest tzw. wektorem  zupe inego stanu pocz atkowego, ktory sk fada si ¢

z chwilowych stanow pocz atkowych (6). W celu jednoznacznego odtworzenia sk tadowych
wektora (19) b ¢dziemy rozpatrywa ¢ tzw. R —obserwowalnos¢, czyli obserwowalno  $¢

wzgledem poszczegdlnych sktadowych X, (19).
Definicja. 4. Uktad dodatni (7), (8) nazywamy R —obserwowalnym w q krokach, jezeli na
podstawie znajomosci wartosci odpowiedzi Y, Y, ..., ¥, tego uktadu w kolejnych q krokach,

mozemy jednoznacznie wyznaczyc¢:
a) stan X, € R} przy zatozeniu X, =0,

b) stan X, eR" przy zatozeniu X, =0.

Definicja 5. Uktad dodatni (7), (8) nazywam y ‘R” —obserwowalnym, je zeli istnieje liczba
naturalna qeZ, (q=1), taka ze uk lad ten jest obserwowalny w g krokach (zgodnie

z definicja 4).
Uwzgledniajac wzory (17) - (19) oraz zalozenia wynikajace z definicji 4, otrzymamy:

Yy =S%, (24)

99 =S.x,, (25)

gdzie

B - C ]
Yi Co,

Vo=| ¥, |[eRP, § =| CO, |eRP", x e,
Y. Coh_
Lo LT _ (26)
Yo 0
Y, Ch,(A +m,))

Jo=| ¥, |[eRP, S =| CO(A+al) [eRP", X, R,
Yo | _C®q_2(A +w,| )_

przy czym odpowiedZ Y, jest wywotana warunkiem poczatkowym X,, natomiast odpowiedZ

¥, jest wywotana warunkiem poczatkowym X |.
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Twierdzenie 3. Uk tad dodatni (7), (8) jest R” —obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

zmacierzy S, oraz S, opostaci (26) m ozna wybra ¢ nliniowo niezale znych wierszy

monomialnych.

Dowo6d. Dowdd jest podobny jak w twierdzeniu 2. m

Lemat 1. Jezeli uk tad (7), (8) jest  R] —obserwowalny, to jest on obserwowalny w q
krokach, gdzie = E[n/V], przy czym  E[Nn/V] oznacza naym niejsza liczb ¢ ca tkowita

wigksza lub rown g n/v, gdzie V jest liczb g liniowo niezale znych wierszy macierzy C tego
uktadu.

Dowdd. Ka zda m acierz CO,, Ok= ,l,..,q—1 wm acierzy §q (26) oraz ka zda m acierz

Ch,(A+m,l), 0l = ,1,..,-2 wm acierzy éq (26) m oze m ie¢ co najwy zej V liniowo

niezaleznych wierszy m  onomialnych. Je zeliwi ¢c uk tad dodatni (7), (8) jest
obserwowalny to NI =v. m

Twierdzenie 4. Je zeli uk tad dodatni (7), (8) jest R —obserwowalny to znaj ac ci ag
odpowiedzi Yy, e R¥ oraz ¥, € R mo zemy nieujem ny stan pocz atkowy X, € R’ oraz

X, € R] tego uktadu wyznacza¢ odpowiednio ze wzorow

x=[S8] §w. 7
x,=[ &8 §5. @8

Dowod. Jezeli istnieje takie ¢, ze rzgd §q =n oraz rzgd éq =n to wtedy m acierz §qT §q oraz
~T & . . . . . . . . .
S, S, jest nicosobliwa. Podstawiaj ac (24)1(25) do (27) 1(28) otrzym  amy odpowiednio
% =[S]S,1'S;S% =% oraz X = [é; éq]_l éOT' éqxfl =X, co konczy dowodd twierdzenia. m

Przyklad 2. Nalezy zbada¢ R} —obserwowalno$¢ uktadu rozpatrywanego w przyk tadzie 1,

sprawdzajac warunki twierdzenia 3 zgodnie z zalozeniami definicji 4.

Aby okre §li¢ liczb ¢ krokéw  wykorzystam y lem at 1. Zgodnie ztym  lem atem m amy
g=E[n/v]=2. Oznaczato, ze rozpatrywany uk }ad m oze by ¢ obserwowalnyw Q=2

krokach. Wyznaczajac macierze §q , éq (26) przy Q=2 otrzymamy, ze warunki twierdzenia

3 nie s3 spetnione. Obliczajac natomiast macierze (26) przy =3 mamy
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0.142 0 0
0 0333 0
C
S-5-|co 0 0 0113 G0
= = = S )
a : 0 0056 0 *
Co,
0 0 0.035
0 0084 0 |
[0 0 0
0 0 0
0
S,=S =|CD,(A+w) 0 O 0035 ges 29
= = [0) = S .
a CCDO(A 2|) 0 0075 0 - - (29)
+ @
! : 0.019 0 0
0 0012 0 |

Macierze (29) zawierajg n=3 liniowo niezalezne wiersze monomialne. Rozpatrywany uktad
niecatkowitego rzedu o macierzach (20) jest obserwowalny.
Niech odpowiedz uktadu przy X, # 0 oraz X , =0 ma postac,

Yo=Y, =[0.284 0.333 0.341 0.056 0.106 0.084]T (30)
natomiast przy X, #0 oraz X, =0 posta¢ odpowiedzi bedzie nastgpujaca
vi=y; :[O 0 0.142 0.149 0.019 O.OZS]T. (31)

Latwo mozna sprawdzi¢, ze macierze [S]S]'S), [S S,]"'S] zawieraja elementy nicujemne.
Dokonujac podstawien w (27), (28) 1 uwzgledniajac (30) oraz (31) otrzymamy

2 1
x=[S8]'Sv=|1|en, x,=[F8] 5 =|2|ew. 32)
3 4

Rozpatrywany uktad dodatni niecatkowitego rzedu jest obserwowalny w q =3 krokach.

3.2. Obserwowalnos$¢ standardowego ukladu niecalkowitego rzedu

Wezmy pod uwage uktad o réwnaniach (7), (8).

Twierdzenie 5. Uklad (7), (8) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba
naturalna g, dla ktorej rzgd S, =2n, gdzie m acierz S, ma posta ¢ (19). Stan pocz atkowy
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X, € R", X, eR" tego uk tadu, przy znanym ci agu odpowiedzi Y, mo zna wyznaczy ¢ ze
wzoru

{XO}:[SJSQT STye. (33)

X,

Dowo6d. Dowdd jest podobny jak w twierdzeniu 4. m

Przyklad 3. Nalezy zbada¢ obserwowalnos¢ uktadu dyskretnego z opdznieniem o macierzach
(20), rozpatrywanego w przyktadzie 1.

W przyktadzie 1 stwierdzono, ze uktad o macierzach (20) jest dodatni dla « =0.5. Oznacza
to, zeprzyjm ujac 0<a<0.5lub 0.5<a <1 ma myu klad standardowy. Zbadam y
obserwowalnos¢ tego uktadu przyjmujac o =0.2.

Latwo sprawdzi ¢, ze macierz S, (19) przy q=3 (przykiad 1,2) niem a peinego rz ¢du

kolumnowego. Obliczajac S, (19) przy q=4 mamy

[ 0.142 0 0 0 0 0
0 0.333 0 0 0 0

e 0 1 |-0.042 0 0.013 —0.006 0 0.035

< _s_ Chd, Cd,(A+a,l) 0 —0.043 0 0 0.059 0 34

T |Cod, CO(A+w,l) 0.006 0 —-0.032  0.02 0 -0.015
CD, CO,(A+am,l) 0 0.065 0 0 —0.007 0

0.068 0 0 —0.05 0 0.003

0 0.016 0 0 0.0118 0 |

Poniewaz rzgd S, =2n =6 wigc rozpatrywany standardowy uktad dyskretny dla o =0.2 jest
obserwowalny w =4 krokach.

Niech odpowiedz uktadu zarejestrowana w (=4 krokach ma posta¢

Yo=Y,

=[0.028 0333 0391 0.076 -0.127 0.05 0.02 0.039] . (35)

Korzystajac ze wzoru (33) przy macierzy (34) oraz (35) otrzymamy

MEESIES

[2 131 2 4].(36)
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4. PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono problem obserwowalno $ci liniowych uk tadow dyskretnych dodatnich
oraz standardowych nieca tkowitego rz ¢du z jednym op¢d Znieniem. Podano definicje oraz
sformutowano kryteria obserwowalno $ci. Zaproponowano prost 3 me tode wyznaczania stanu
poczatkowego rozpatrywanej klasy uktadéw dynamicznych.

Kryteria obserwowalnosci dla uktadu dodatniego uzyskano rozpatrujac R’ — obserwowalno$¢

tj. obserwowalno §¢ chwilow g wzgl ¢dem poszczegdlnych sk tadowych wektora zupe inego
stanu poczatkowego.

Przedstawione rozwa zania m ozna uogdlni ¢ na przypadek dodatniego jak i standardowego
uktadu nieca tkowitego rz ¢du z wielokrotnym 1 o0pd Znieniami zm iennych stanu i/lub
sterowania.

Praca naukowa finansowana ze srodkéw Ministerstwa Nauki i Szkol nictwa Wy:zszego.
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