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Kalibracja systemów stereowizyjnych  
przy użyciu odpornej metody  

podwójnej płaszczyzny
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Streszczenie: W metodzie podwójnej płaszczyzny (ang. double pla-
ne) zależność między współrzędnymi obrazowymi a współrzędnymi 
w przestrzeni trójwymiarowej jest obliczana na podstawie czterech 
przekształceń płaszczyzny na płaszczyznę (dwie kamery i dwie 
płaszczyzny kalibracyjne). Metoda jest intuicyjna i łatwa w imple-
mentacji, lecz ma poważną wadę w postaci złego uwarunkowania 
zadania dla pewnych obszarów przestrzeni. W artykule proponuje-
my odporną metodę kalibracji, która wykorzystuje dodatkowo trzecią 
płaszczyznę kalibracyjną. Jest to płaszczyzna wirtualna, która nie 
jest fizycznie elementem wzorca, ale jest zdefiniowana przez od-
powiednio rozmieszczone punkty kalibracyjne na dwóch płaszczy-
znach podstawowych. Proponowany algorytm wykorzystuje liniową 
kombinację trzech par płaszczyzn: dla par płaszczyzn, które mogą 
generować błędy numeryczne przypisywana jest niska waga, mini-
malizująca ich wpływ na wynik końcowy. Eksperymenty wykazały 
dużą dokładność i wiarygodność proponowanej metody w stosunku 
do podstawowej wersji algorytmu: błąd średniokwadratowy i błąd 
maksymalny zostały zredukowane odpowiednio 4- i 20-krotnie.

Słowa kluczowe: stereowizja, kalibracja kamer, metoda podwój-
nej płaszczyzny

1 www.kwon3d.com/theory/dlt/doub.html

1. Wprowadzenie

Kalibracja systemu stereowizyjnego to proces odnajdywania 
zależności między współrzędnymi  punktów 3-wymiarowej 
przestrzeni i współrzędnymi odpowiadających im punktów 
na 2-wymiarowych obrazach z kamer. Parametry transfor-
macji stereowizyjnej określającej wspomniane powiązania 
agregują zarówno wewnętrzne parametry kamer (np. ogni-
skową obiektywu), jak i parametry zewnętrzne związane 
z położeniem kamer w globalnym układzie współrzędnych.

Kalibracja systemu stereowizyjnego jest zwykle przepro-
wadzana z wykorzystaniem wzorca kalibracyjnego, który jest 
3-wymiarowym obiektem o znanym kształcie. Każdy punkt 
wzorca kalibracyjnego generuje dwa równania, stąd wzorzec 
zawierający co najmniej 6 punktów pozwala na wyznaczenie 
11 parametrów transformacji stereowizyjnej. Zazwyczaj wy-
korzystywana jest do tego metoda SVD [2, 4].

Zaproponowany przez nas algorytm odnosi się do meto-
dy podwójnej płaszczyzny (double-plane metod)1 polegającej 
na dekompozycji problemu na dwa przekształcenia rzutowe 
2-wymiarowych płaszczyzn na płaszczyzny obrazów. W ory-
ginalnej metodzie podwójnej płaszczyzny [3, 9] wzorzec kali-
bracyjny zawiera dwa zestawy punków umiejscowionych na 

dwóch równoległych płaszczyznach. Minimalna liczba punk-
tów na każdej z płaszczyzn to 4, co daje łącznie co najmniej 
8 punktów. Współrzędne punktu M w przestrzeni 3-wymia-
rowej obserwowanej przez 2 kamery mogą być obliczone jako 
punkt przecięcia dwóch linii (rys. 1).

Rys. 1.  Metoda podwójnej płaszczyzny dla przypadku z równole-
głymi płaszczyznami

Fig. 1.  Double plane method with parallel control planes

Zastosowanie jako wzorca kalibracyjnego dwóch płasz-
czyzn zamiast obiektu 3-wymiarowego, ma pewne zalety. 
Zadanie identyfikacji zostaje zdekomponowane na dwa za-
dania o mniejszym stopniu złożoności. Ponadto geometrycz-
na interpretacja metody jest znacznie bardziej intuicyjna.

Należy jednak zauważyć, że w praktycznych aplikacjach 
często dużo wygodniej jest użyć wzorca kalibracyjnego zbu-
dowanego z dwóch prostopadłych płaszczyzn. Taki obiekt 
łatwo jest zarówno skonstruować, jak i umieścić w obser-
wowanej scenie, np. na ścianie lub stole. Wzorzec złożony 
z dwóch równoległych płaszczyzn jest trudniejszy do skon-
struowania, a przez możliwość częściowego przesłaniania 
widoku jednej płaszczyzny przez drugą również mniej prak-
tyczny. Jeżeli wzorzec o prostopadłych płaszczyznach został-
by użyty w metodzie podwójnej płaszczyzny, jego kształt 
byłby taki sam jak w metodzie klasycznej, a minimalna licz-
ba punktów zostałaby zredukowana z 8 do 6, ponieważ dwa 
punkty mogą być wspólne dla obu płaszczyzn. Niestety, taka 
konstrukcja wzorca powoduje złe uwarunkowanie problem 
rekonstrukcji przestrzeni 3-wymiarowej dla pewnych obsza-
rów. Współrzędne punktów widzianych przez którąkolwiek 
z kamer na tle linii przecięcia płaszczyzn wzorca nie mogą 
zostać odtworzone w poprawny sposób.
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W artykule proponujemy metodę unikania błędów dla 
metody podwójnej płaszczyzny z prostopadłymi płaszczyzna-
mi. Błędy pojawiają się dla punktów widzianych przez co naj-
mniej jedną kamerę na tle linii przecięcia płaszczyzn wzorca. 
W proponowanej metodzie wykorzystujemy zestaw 6 punktów 
kalibracyjnych umieszczonych na płaszczyznach P1 oraz P2 
w taki sposób, że zdefiniowana może zostać dodatkowa płasz-
czyzna P3 bez zwiększania liczby punktów kalibracyjnych 
(rys. 2). Proponowany algorytm wykorzystuje do obliczeń 
kombinacje płaszczyzn P1 , P2 oraz P3 w celu zmniejszenia 
błędów wynikających z przybliżenia punktu przecięcia linii 
oraz zapewnienia ciągłości transformacji stereo.

Rys. 2.  W proponowanej metodzie odpowiednie rozmieszczenie 
punktów kalibracyjnych na płaszczyznach P1 oraz P2 
umożliwia zdefiniowanie dodatkowej płaszczyzny P3 

Fig. 2.  In our method location of the reference points at planes Π1 
and Π2 facilitates calculation of the third plane Π3

2. Rzut perspektywiczny płaszczyzny

Przekształcenie perspektywiczne płaszczyzny na płaszczy-
znę określane jest także jako homografia 2D (2D homogra-
phy, planar homography); w języku polskim można spotkać 
określenie transformata płaska. Oznaczmy przez Pr pewną 
płaszczyznę zawierającą dowolny układ współrzędnych (Xr, 
Yr) oraz przez Pm – płaszczyznę obrazu zawierającą układ 
współrzędnych (Xm, Ym) (rys. 3). Transformację współrzęd-
nych punktu pm(xm, ym) należącego do płaszczyzny Pm na 
współrzędne jego rzutu pr(xr, yr) na płaszczyznę Pr będziemy 
nazywać homografią dwuwymiarową i oznaczać Q. W ogól-
nym przypadku układy współrzędnych (Xr, Yr) oraz (Xm, 

Ym) nie muszą być ortogonalne i mogą mieć różne skale po-
szczególnych osi. Podane poniżej zależności są poprawne tak-
że w przypadku, gdy matryca światłoczuła kamery nie jest 
prostopadła do jej osi optycznej. Uogólniając, transformacja 
Q może uwzględniać superpozycję dowolnej liczby afinicz-
nych przekształceń płaszczyzny na płaszczyznę.
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gdzie [a1, b1, c1, a2, b2, c2, a, b]T, oznaczone dalej jako r, jest 
8-elementowym wektorem parametrów transformacji Q. Wek-
tor r uwzględnia zarówno cechy układów współrzędnych (Xr, 
Yr) i (Xm, Ym): kąt między osiami oraz skalowanie osi, jak 
i wzajemne położenia układów współrzędnych (Xr, Yr) oraz 
(Xm, Ym). Oznacza to, iż Q agreguje wszystkie cechy układu 
optycznego kamery, przy założeniu ich liniowości. Dodatkowe 
uwzględnienie zniekształceń nieliniowych, np. dystorsji, wy-
maga zastosowania odrębnego algorytmu, np. metody kom-
pensacji zniekształceń radialnych [6, rozdział 2.1.4].

Kalibracja kamery polega na określeniu wektora r. W tym 
celu niezbędna jest znajomość współrzędnych 4 punktów: 
pm1, …, pm4 należących do płaszczyzny Pm oraz ich projekcji 
na płaszczyznę Pr: pr1, …, pr4. Każda para punktów (pmi, pri) 
generuje dwa równania liniowe. Wektor parametrów r może 
zostać wyznaczony na podstawie równania macierzowego:

Równanie ma dokładnie jedno rozwiązanie przy spełnie-
niu warunku iż żadne trzy punkty pr1, …, pr4 nie są współli-
niowe. Uogólniając, jeśli dostępna jest liczba punktów N > 4, 
możliwe jest użycie 2N równań:

H = Cr,
gdzie:

H = [xr1 yr1  …. xrN yrN]T
oraz
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Rozwiązanie minimalno-normowe ma postać:

r= [CTC]-1 CT H.
Rys. 3. Oznaczenia używane w opisie transformacji płaskiej
Fig. 3. Notation used in the description of 2D homography
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3. Transformacja stereo

3.1. Algorytm bazowy: użycie dwóch prostopa-
dłych płaszczyzn kalibracyjnych

W podstawowej wersji algorytmu [5], system stereowizyjny 
jest kalibrowany z użyciem wzorca o dwóch płaszczyznach 
prostopadłych, każda określona przez 4 punkty. Dwa punkty 
mogą być wspólne dla obu płaszczyzn, stąd minimalna licz-
ba niezbędnych punktów to 6 (np. 6 narożników sześcianu, 
jak na rys. 4).

Rys. 4. Przykład rozmieszczenia punktów kalibracyjnych na 
wzorcu

Fig. 4. An example of calibration points choice

W przykładzie (rys. 4) wybór płaszczyzn P1=XZ oraz 
P2=YZ upraszcza konwersje między lokalnymi układami 
współrzędnych (XZ i YZ) a układem globalnym XYZ. Kali-
bracja systemu polega na identyfikacji czterech transforma-
cji płaskich, tzn. obliczeniu czterech wektorów parametrów 
r(Ci, Pj) wiążących kamerę Ci oraz płaszczyznę Pj, gdzie 
i, jÎ{1,2}. Algorytm rekonstrukcji współrzędnych 3D prezen-
tujemy poniżej. Wektory pC1 = (xC1, yC1) oraz pC2 = (xC2, yC2)
to współrzędne rzutu tego samego punktu na obrazie z ka-
mery 1 i 2.

Algorytm 1. Bazowa metoda rekonstrukcji współrzędnych 
trójwymiarowych

Krok 1.  Obliczenie rzutów punktu P na płaszczyzny: P1 
oraz P2: pC1P1, pC1P2, pC2P1, pC2P2.

Krok 2.  Przekształcenie współrzędnych punktów: pC1P1, 
pC1P2, pC2P1, pC2P2 z lokalnych układów współrzęd-
nych płaszczyzn P1 oraz P2 na globalny trójwymia-
rowy układ współrzędnych.

Krok 3.  Określenie dwóch prostych: prostej l1 przechodzącej 
przez punkty pC1P1 i pC1P2 oraz prostej l2 przecho-
dzącej przez pC2P1 i pC2P2.

Krok 4.  Obliczenie punktu wspólnego prostych l1 oraz l2: 
p= l1 Ç l2. W praktyce ze względu na dyskretyza-
cję oraz ograniczoną precyzję proste l1 oraz l2 są 
bliskie przecięcia się ale zwykle nie mają punktu 
wspólnego, stąd punkt p jest wyznaczony jako po-
łowa najkrótszego odcinka łączącego proste.

3.2. Zaproponowany algorytm:  
użycie wirtualnej płaszczyzny

W metodzie bazowej współrzędne punktu w przestrzeni są 
obliczane jako przecięcie dwóch prostych łączących kamery 
z rozważanym punktem. Linie definiowane są przez punkty 
pC1P1, pC1P2, pC2P1, pC2P2, jak pokazano w kroku 3. Jednakże, 
jeśli jedna z linii przecina obie płaszczyzny P1 oraz P2 w tym 
samym punkcie (leżącym na przecięciu płaszczyzn P1 Ç P2), 
dwa punkty mające w założeniu definiować prostą mają ta-
kie same współrzędne, przez co odtworzenie prostej nie jest 
możliwe (rys. 6). Ponadto, jeśli jedna z linii przechodzi blisko 
prostej przecięcia płaszczyzn, zadanie jest źle uwarunkowane, 
co prowadzi do błędów numerycznych.

Przy odpowiednim rozmieszczeniu punktów kalibracyj-
nych na płaszczyznach wzorca możliwe jest zdefiniowanie 
dodatkowej wirtualnej płaszczyzny P3 (por. rys. 2). Wyko-
rzystanie trzech płaszczyzn pozwala na wyznaczenie współ-

Rys. 5.  Rekonstrukcja przestrzeni trójwymiarowej w metodzie 
podwójnej płaszczyzny bazuje na czterech przekształce-
niach płaszczyzny na płaszczyznę

Fig. 5.  Reconstruction of 3D space in double-plane method is ba-
sed on four plane-to-plane projections

Rys. 6.  Odtworzenie współrzędnych punktu widzianego przez 
jedną z kamer na tle linii przecięcia płaszczyzn kalibra-
cyjnych. Taka konfiguracja przestrzenna kamer, wzorca 
kalibracyjnego i punktu P nie pozwala na wyznaczenie 
prostej l2

Fig. 6.  Reconstruction of coordinates for points which are seen 
by one of the cameras close to the intersection line of 
control planes. In case of this configuration line l2 can’t 
be calculated
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rzędnych przestrzennych dla każdego punktu przestrzeni, 
także leżącego na tle linii przecięcia dowolnych dwóch płasz-
czyzn wzorca, oraz na zmniejszenie błędów numerycznych. 
W fazie kalibracji obliczanych jest 6 wektorów r(Ci, Pj) wią-
żących 2 kamery z 3 płaszczyznami. Poniżej prezentujemy 
zmodyfikowany algorytm.

Algorytm 2.  Algorytm rekonstrukcji przestrzeni trójwymia-
rowej z wykorzystaniem wirtualnej płaszczy-
zny kalibracyjnej

Krok 1.  Obliczenie projekcji punktu P na płaszczyzny: P1, 
P2 oraz P3: pC1P1, pC1P2, pC1P3, pC2P1, pC2P2, pC2P3.

Krok 2.  Przekształcenie współrzędnych punktów: pC1P1, 
pC1P2, pC1P3, pC2P1, pC2P2, pC2P3 z lokalnych ukła-
dów współrzędnych płaszczyzn P1, P2 and P3 na 
globalny trójwymiarowy układ współrzędnych.

Krok 3.  Obliczenie odległości dCiPjk między punktami de-
finiującymi proste pCiPj oraz pCiPk , gdzie iÎ{1,2} 
j,kÎ{1,2,3}, j¹k .

Krok 4.  Określenie prostych: lCiPjk= (pCiPj, pCiPk) gdzie 
iÎ{1,2} j,kÎ{1,2,3}, j¹k, jeśli dCiPjk jest większe 
od 0. Jeżeli dCiPjk wynosi 0 obliczenie prostej lCiPjk  
nie jest możliwe i jest ona pomijana.

Krok 5.  Obliczenie punktów wspólnych dla moż-
liwych par prostych: p12= lC1P12 Ç lC2P12, 
p13= lC1P13 Ç lC2P13, p23= lC1P23 Ç lC2P23  (z uwzględ-
nieniem uwagi z kroku 4 algorytmu 1) oraz odpo-
wiadających im wag w12, w13, w23, gdzie wij jest 
pierwiastkiem z min {dC1Pij, dC2Pij }.

Krok 6. Obliczenie współrzędnych punktu finalnego jako 
średniej ważonej ze współrzędnych punktów p12, 
p13, p23 i wartości w12, w13, w23 jako wag.

4. Eksperymenty

W celu sprawdzenia dokładności opracowanego algorytmu 
i jego porównania z algorytmem bazowym przeprowadziliśmy 
serię eksperymentów. Zbadaliśmy działanie algorytmu dla 
162 punktów o znanym położeniu, rozmieszczonych w prze-
strzeni roboczej (sześcian 1 m ́  1 m ́  1 m, rys. 7).

Wykonaliśmy zdjęcia punktów w wysokiej rozdzielczości 
(2816´2112) dla 5 ustawień kamer co dało łącznie 810 punk-
tów testowych. Dla każdego z punktów obliczyliśmy jego po-
łożenie przy użyciu obu opisanych algorytmów oraz błędy 
wyników (błąd rozumiany jest jako odległość między wyzna-
czonym a rzeczywistym położeniem punktu). Wybrane para-
metry statystyczne błędów przedstawiono w tab. 1.

Tab 1. Porównanie błędów uzyskiwanych dla algorytmu bazowe-
go i zmodyfikowanego

Tab. 1. Comparison of errors of the basic and improved algorithms

Algorytm bazowy  Opracowany algorytm

Błąd maksymalny [mm] 2401 115

Błąd średni [mm] 49 26

Błąd średnio-kwadratowy [mm] 139 36

Mediana błędu [mm] 23 19

Rys. 7. Wzorzec kalibracyjny oraz zestaw punktów kontrolnych. 
Linie przerywane przedstawiają położenie wirtualnej 
płaszczyzny P3

Fig. 7.  Our calibration pattern and the set of control points. 
Dashed lines indicate location of the virtual plane Π3

Rys. 9. Rekonstrukcja sceny z zaznaczonymi wszystkimi punkta-
mi testowymi. Punkty, dla których różnica błędów uzyska-
nych dla obu algorytmów jest większa niż 10 mm zostały 
zaznaczone trójkątami i okręgami

Fig. 9. Reconstruction of the scene with marked all test point for 
chosen test series. Points with error difference between 
basic and improved algorithm bigger than 10 mm are 
marked as triangles or circles

Rys. 8. Schemat ustawienia kamer dla wy-
branej serii testowej

Fig. 8. Scheme of cameras setup in cho-
sen test series
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Analiza wyników wskazuje, iż błąd średniokwadratowy 
został zmniejszony blisko 4-krotnie a błąd maksymalny bli-
sko 20-krotnie, co jest rezultatem wyeliminowania sytuacji, 
w których złe uwarunkowanie problemu prowadziło do bar-
dzo dużych błędów.

Aby przeanalizować zależności między położeniem punk-
tów w przestrzeni oraz błędami wyników obu algorytmów 
skupimy się na jednej serii testowej. Położenie kamer oraz 
sceny dla wybranej serii prezentuje rys. 8. Zgodnie z ocze-
kiwaniem błędne wyniki algorytmu bazowego pojawiały się 
dla punktów widzianych przez kamery w pobliżu przecięcia 
płaszczyzn, podczas gdy zaproponowany przez nas algorytm 
również w tych obszarach dawał rezultaty obarczone niewiel-
kimi błędami. Zaobserwowane zostały przypadki, dla których 
algorytm bazowy zwracał nieznacznie lepszy wynik, nawet 
w pobliżu przecięcia płaszczyzn, co wynika z przypadkowości 
błędów. Parametry statystyczne dla wybranej serii prezen-
towane są w tab. 2.

Tab 2.  Porównanie błędów uzyskiwanych dla algorytmu bazo-
wego i zmodyfikowanego w wybranej serii testowej

Tab. 2.  Comparison of errors of basic and improvement algori-
thm for chosen test series

Algorytm bazowy  Opracowany algorytm

Błąd maksymalny [mm] 2401 64

Błąd średni [mm] 59 26

Błąd średnio-kwadratowy [mm] 207 29

Mediana błędu [mm] 25 24

Zgodnie z oczekiwaniem zaproponowany algorytm okazał 
się zdecydowanie dokładniejszy od algorytmu bazowego dla 
punktów leżących w pobliżu linii łączących kamery z prze-
cięciem płaszczyzn kalibracyjnych. W proponowanym przez 
nas algorytmie współrzędne punktu w przestrzeni obliczane 
są jako średnia ważona trzech punktów i w przypadku za-
istnienia opisanej sytuacji odpowiedni dobór wag eliminuje 
ryzyko złego uwarunkowania problemu.

5. Podsumowanie

Metoda kalibracji systemu stereowizyjnego zaproponowana 
w artykule opiera się na transformacjach płaszczyzny na 
płaszczyznę przy wykorzystaniu wzorca o dwóch prostopa-
dłych płaszczyznach. Punkty kalibracyjne są rozmieszczone 
na wzorcu w sposób umożliwiający zdefiniowanie trzeciej, 
wirtualnej płaszczyzny, wykorzystywanej w celu poprawy 
uwarunkowania zadania dla pewnych obszarów analizowanej 
sceny. Na podstawie ponad 800 punktów testowych prze-
analizowane zostało działanie algorytmu bazowego oraz za-
proponowanego w artykule. Maksymalny błąd występujący 
w algorytmie bazowym został zmniejszony ponad 20-krotnie, 
natomiast błąd średniokwadratowy blisko 4-krotnie. Propo-
nowany przez nas algorytm jest intuicyjny i prosty w im-
plementacji.
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Robust double-plane calibration  
of stereovision systems

Abstract: In double-plane method for stereovision system calibra-
tion the correspondence between screen coordinates and location 
in 3D space is calculated based on four plane-to-plane transforma-
tions: there are two planes of the calibration pattern and two ca-
meras. The method is intuitive and easy to implement but the main 
disadvantage is ill-conditioning for some spatial locations. In this 
paper we proposed a robust method which exploits the third plane 
which physically does not belong to the calibration pattern but can 
be calculated from the set of reference points. Our algorithm uses 
combination of three calibration planes with weights which depend 
on screen coordinates of the point of interest: a pair of planes which 
could cause numerical errors receives small weight and has practi-
cally no influence on the final results. We analysed errors and their 
distribution in 3D space for basic and improved algorithm. Expe-
riments demonstrate high accuracy and reliability of our method 
comparing to the basic version: mean square error and maximum 
error are reduced 4 times and 20 times respectively.

Keywords: stereovision, camera calibration, double-plane method
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