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Streszczenie: Uwaza sig, ze strategie réwnoczesne majg prze-
wage nad sekwencyjnymi w rozwigzywaniu zadan sterowania
optymalnego — w szczegdlnosci w przypadku obiektdw niestabil-
nych. Przedstawiono podstawowe réznice miedzy metodami se-
kwencyjnymi i réwnoczesnymi. Wyniki eksperymentéw nume-
rycznych wskazujg, ze wymiana algorytmu sekwencyjnego na
réwnoczesny w metodzie monotonicznej ewolucji struktury ste-
rowania (MSE) moze poszerzy¢ obszar zbieznosci metody. Za-
proponowano kolejng modyfikacje algorytmu.

Stowa kluczowe: sterowanie optymalne, metody numeryczne,
dyskretyzacja, schemat Rungego-Kutty, metoda kolokacyjna

1. Wprowadzenie

W pracy przedstawiono propozycje rozwiazania jednego
z probleméw pojawiajacych sie w trakcie numerycznego
rozwiazywania zadania sterowania optymalnego.

Postawmy problem sterowania optymalnego w postaci
ogolnej. Nalezy znalez¢ minimum

0 o(e(t) (1)

przy spelnieniu ograniczen dynamiki
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ograniczen algebraicznych

hf(x(tf)) =0 (4)

W tak postawionym problemie optymalizacji zmien-
nymi decyzyjnymi sa zmienne stanu (), sterowanie u(t)
oraz niezalezne od czasu parametry p. Problemy takie
rozwiazywane sa metodami wariacyjnymi lub z zastoso-
waniem algorytméw programowania nieliniowego (NLP).
Podstawa konstrukcji metod wariacyjnych (posrednich)
jest zasada maksimum Pontriagina, co prowadzi do sfor-
mulowania dwupunktowego problemu brzegowego. Pro-
blem taki jest numeryczne rozwiazywany metodami strza-

tow albo — po dyskretyzacji — metodami kolokacyjnymi
lub elementéw skoriczonych. Algorytmy nalezace do tej
grupy metod sa stosunkowo szybko zbiezne, jednak zakres
zbieznosci nie jest duzy. Zazwyczaj trudnosé sprawia do-
bre wstepne przyblizenie przebiegu sterowania oraz
zmiennych sprzezonych.

W drugiej grupie metod — bezposrednich (ang. direct
transcription), opartych na NLP — wstepnym etapem roz-
wiazywania jest dyskretyzacja w czasie zmiennych stanu,
ktéra rozstrzyga o podziale na metody sekwencyjne i row-
noczesne. Réznice migdzy tymi metodami oraz ich istotne
cechy sa omoéwione w punkcie 2. Punkt 3 jest poswiecony
algorytmom zmiany struktury sterowania, w szczegdlnosci
w metodzie monotonicznej ewolucji struktury (MSE).
Propozycja modyfikacji tego algorytmu, polegajaca na
probie uzycia w nim metody réwnoczesnej, jest przedsta-
wiona w punkcie 4.

2. Metody sekwencyjne
lub rownoczesne

W metodach sekwencyjnych dyskretyzacji podlega jedynie
sterowanie. Jest ono reprezentowane zazwyczaj funkcja
przedziatami wielomianowa. Parametry tej funkcji oraz
parametry p sa zmiennymi decyzyjnymi optymalizacji.
Zmienne stanu sa wyznaczane — zazwyczaj sekwencyjnie,
w kierunku od 0 do # — przy uzyciu metod stosowanych
w rozwigzywaniu zagadnienn poczatkowych réwnan réz-
niczkowych. Zmienne te sa obliczane w kazdej iteracji pe-
tli optymalizacji kontrolowanej przez algorytm NLP.

W drugiej grupie — wsrod metod réwnoczesnych — wy-
roznia sie metody kolokacyjne oraz metody strzaléw wie-
lokrotnych (ktére w dalszych rozwazaniach pominiemy).
W algorytmach opartych na metodach kolokacyjnych war-
tosci zmiennych stanu nie sg obliczane w kosztownym
procesie catkowania réwnan stanu w calym przedziale cza-
sowym. Sa one dyskretyzowane w czasie i sa dodatkowymi
zmiennymi decyzyjnymi w procesie optymalizacji. Dla
spelnienia warunkéw (2), w punktach dyskretyzacji zada-
wane sa dodatkowe ograniczenia réwnosciowe — warunki
kolokacji [3]. Warto zaznaczy¢, ze spelnienie ograniczen na
stan (3) nie wymaga w tej grupie metod stosowania do-
datkowego algorytmu — ograniczenia te moga by¢ dopisane
do warunkéw na zmienne decyzyjne w nieliniowym pro-
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blemie optymalizacji z ograniczeniami, rozwiazywanym
standardowsa procedura NLP.

Struktura algorytmu rozwiazywania problemu optyma-
lizacji jest prosta — w jednej petli optymalizacji jest row-
noczeénie poszukiwane optymalne sterowanie oraz odpo-
wiadajace mu trajektorie zmiennych stanu spelniajace
wszystkie ograniczenia (2-4).

Istotne cechy metod réwnoczesnych to:

— szerszy niz w metodach sekwencyjnych obszar

stabilnosci,

— wymagane wstepne przyblizenie nie tylko stero-
wania (jak w metodach sekwencyjnych), lecz tak-
ze poczatkowe przyblizenie trajektorii stanu, co
ulatwia skierowanie poszukiwania rozwiazania
w kierunku oczekiwanego rozwiazania,

— spelnienie ograniczeii dynamicznych (2) i alge-
braicznych (3) jest realizowane na tym samym
poziomie dyskretyzacji,

— rozwiazania ,nieostateczne” (premature) sa bezu-
zyteczne, bo optymalizacja jest prowadzona na
aproksymacjach trajektorii, ktére moga istotnie
odbiegaé¢ od doktadnych,

—  koszt obliczeniowy jest z jednej strony zmniej-
szany brakiem calkowania réwnan stanu w kaz-
dej iteracji NLP, ale réwnocze$nie zwigkszany
duzo wieksza

liczba zmiennych decyzyjnych

w problemie optymalizacji.

3. Algorytm zmiany struktury sterowania

Dodatkowym kryterium podzialu metod rozwiazywania
probleméw sterowania optymalnego moze by¢ sposéb pa-
rametryzacji sterowania. Parametryzacja ta moze by¢ zre-
alizowana jednolicie w calym przedziale czasu, np. w pro-
gramie DIRCOL [8] sterowanie jest aproksymowane funk-
cja schodkows albo przedziatami liniows w calym prze-
dziale [0, #]. Mniejszej liczby zmiennych wymaga sposéb
niejednolity, w ktérym inaczej parametryzuje sie odcinki
funkcji sterowania bedace lukami granicznymi, a inaczej
tukami wewnetrznymi.

Powszechnie stosowane sg algorytmy, w ktorych struk-
tura sterowania jest z géry zalozona. Do grupy pozosta-
tych metod, ktére w procesie szukania sterowania opty-
malnego automatycznie modyfikuja jego strukture, nalezy
np. MISER3 [4] oraz opracowana w naszej katedrze meto-
da monotonicznej ewolucji struktury MSE [5, 6].

Istotna réznica algorytmow modyfikacji struktury pole-
ga na wyborze punktu, w ktérym ma by¢ wstawiony nowy
tuk. W programie MISER jest on dodawany w jednym
z koncow przedziatu czasu. W metodzie MSE jest wyzna-
czana tzw. funkcja efektywnosci wstawienia szpilki sterowa-
nia E(t). Jej wartoSci — méwiac w uproszczeniu — odpowia-
daja pochodnej wskaznika jakosci sterowania w kierunku
przesuniecia trajektorii stanu w ¢ spowodowanego wstawie-
niem szpilki sterowania w chwili #. Przebieg tej funkcji
wskazuje punkt, w ktéorym wstawienie nowego tuku rokuje
najlepsza poprawe wskaznika jakosci sterowania.

4. Propozycja algorytmu

Motywacja dla podjecia badan byto kilka okolicznosci.
W metodzie MSE,
fikacji struktury sterowania, zastosowano strategie se-

z zaawansowanym algorytmem mody-

kwencyjna. Z drugiej strony znane sa, wspomniane wyzej,

zalety metod réwnoczesnych.

Trzecim bodzcem byly wyniki prowadzonych w kate-
drze eksperymentéw numerycznych, w ktérych rozwiazy-
wane byly zadania sterowania optymalnego z niestabilny-
mi obiektami — wahadlem odwréconym jedno- lub dwu-
elementowym na woézku [7]. Zbadano obszary zbieznosci
oryginalnej metody MSE oraz jej modyfikacji polegajacej
na zastosowaniu strategii rownolegtej, konkretnie — meto-
dy kolokacyjnej Radaua ITA, réwnowaznej niejawnej me-
todzie Rungego-Kutty 5. rzedu [2], zalecanej dla systeméw
niestabilnych [3]. Eksperymenty pokazaly, ze zastapienie
strategii sekwencyjnej metoda réwnoczesna moze posze-
rzy¢ obszar zbieznosci nawet trzydziestokrotnie.

W trakcie badan zauwazono istotny mankament algo-
rytmu. Pojedyncza iteracja optymalizacji problemu z duza
liczba ograniczen réwnoséciowych moze zakonczy¢ sie bez
znalezienia rozwiazania, tj. z niezerowym residuum ogra-
niczen.

Wobec powyzszych okolicznosci proponujemy algorytm
yratunkowy” wyjscia z punktu niezerowania sie residuum.
Ponizej przedstawiamy uproszczony schemat wersji dla
czasooptymalnego problemu trafienia ,z punktu w punkt”.
W przypadku zakonczenia procesu optymalizacji bez spet-
nienia wszystkich ograniczen réwnosciowych nalezy:

Krok 1: Wyznaczyé¢ dwie trajektorie stanu — obie w sposéb
sekwencyjny, jedna w kierunku od 0 do { oraz
druga, od tr do 0.

Krok 2: Obliczy¢ funkcje efektywnosci zblizania trajektorii
do trajektorii (przy okreslonej metryce odlegtosci
miedzy trajektoriami).

Krok 3: Znalez¢ punkty, gdzie wstawienie szpilek sterowa-
nia spowoduje najwieksze zblizenie do siebie obu
trajektorii.

Krok 4: Sformulowaé nowy problemu sterowania opty-
malnego miedzy znalezionymi punktami i reku-
rencyjnie go rozwiazac.

Najistotniejsza w tym algorytmie jest zmiana kryte-
rium efektywnosci wstawienia szpilki sterowania. Zblizenie
do punktu (celu) zastepujemy zblizeniem do trajektorii.
Warto tez na marginesie zwréci¢ uwage na okolicznosé
ulatwiajaca realizacje kroku 2. Otéz aproksymacja trajek-
torii stanu oparta na weztach kolokacji pozwala oblicza¢
wariacje trajektorii w obu kierunkach (w przdéd i wstecz).
Wykorzystanie w obliczaniu funkcji efektywnosci réwnan
wariacyjnych zamiast sprzezonych pozwala skroci¢ hory-
zont catkowania. Jest to szczegélnie istotne w przypadku
obiektéw niestabilnych.

Proponowany algorytm ma charakter rekurencyjny,
moze by¢ oparty na metodzie podziatu i ograniczen. Zna-
lezione rozwiazanie — bedace sklejeniem rozwiazan w ko-
lejnych iteracjach — nie jest rozwigzaniem optymalnym,
ale powinno by¢ dobrym punktem startowym dla metody
posredniej lub bezposredniej sekwencyjnej. Zastosowanie
algorytmu podzialéw i ograniczen daje tez mozliwos¢ zna-
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lezienia wiecej niz jednego rozwigzania lokalnie optymal-
nego, co prowadzi w kierunku optymalizacji globalnej.

Aktualnie sa prowadzone prace nad implementacja al-
gorytmu w $rodowisku obliczeniowym MATLAB.
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Simultaneous Strategies in the MSE method

for Optimal Control Problems

Abstract: Simultaneous strategies are regarded as better than
sequential methods suited for dynamic optimization — particularly
in case of unstable systems. The differences between sequential
and simultaneous method are presented. The results of numeri-
cal experiments show that substitution of sequential method by
simultaneous one in MSE algorithm broadens its convergence
range. A new modification of algorithm is proposed.

Keywords: optimal control, numerical solution, discretization,
Runge-Kutta scheme, collocation methods
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