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Streszczenie: Uważa się, że strategie równoczesne mają prze-
wagę nad sekwencyjnymi w rozwiązywaniu zadań sterowania 
optymalnego – w szczególności w przypadku obiektów niestabil-
nych. Przedstawiono podstawowe różnice między metodami se-
kwencyjnymi i równoczesnymi. Wyniki eksperymentów nume-
rycznych wskazują, że wymiana algorytmu sekwencyjnego na 
równoczesny w metodzie monotonicznej ewolucji struktury ste-
rowania (MSE) może poszerzyć obszar zbieżności metody. Za-
proponowano kolejną modyfikację algorytmu. 

Słowa kluczowe: sterowanie optymalne, metody numeryczne, 
dyskretyzacja, schemat Rungego-Kutty, metoda kolokacyjna 

1. Wprowadzenie 
W pracy przedstawiono propozycję rozwiązania jednego 
z problemów pojawiających się w trakcie numerycznego 
rozwiązywania zadania sterowania optymalnego. 
 Postawmy problem sterowania optymalnego w postaci 
ogólnej. Należy znaleźć minimum 
 

                                      (1)                                                 

przy spełnieniu ograniczeń dynamiki                                                                   

                                       (2)                                           
  

ograniczeń algebraicznych 
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i warunków granicznych 

                                                    (4)  

                                                                                            
W tak postawionym problemie optymalizacji zmien-

nymi decyzyjnymi są zmienne stanu x(t), sterowanie u(t) 
oraz niezależne od czasu parametry p. Problemy takie 
rozwiązywane są metodami wariacyjnymi lub z zastoso-
waniem algorytmów programowania nieliniowego (NLP). 
Podstawą konstrukcji metod wariacyjnych (pośrednich) 
jest zasada maksimum Pontriagina, co prowadzi do sfor-
mułowania dwupunktowego problemu brzegowego. Pro-
blem taki jest numeryczne rozwiązywany metodami strza-

łów albo – po dyskretyzacji – metodami kolokacyjnymi 
lub elementów skończonych. Algorytmy należące do tej 
grupy metod są stosunkowo szybko zbieżne, jednak zakres 
zbieżności nie jest duży. Zazwyczaj trudność sprawia do-
bre wstępne przybliżenie przebiegu sterowania oraz 
zmiennych sprzężonych. 

W drugiej grupie metod – bezpośrednich (ang. direct 
transcription), opartych na NLP – wstępnym etapem roz-
wiązywania jest dyskretyzacja w czasie zmiennych stanu, 
która rozstrzyga o podziale na metody sekwencyjne i rów-
noczesne. Różnice między tymi metodami oraz ich istotne 
cechy są omówione w punkcie 2. Punkt 3 jest poświęcony 
algorytmom zmiany struktury sterowania, w szczególności 
w metodzie monotonicznej ewolucji struktury (MSE). 
Propozycja modyfikacji tego algorytmu, polegająca na 
próbie użycia w nim metody równoczesnej, jest przedsta-
wiona w punkcie 4. 

 

2. Metody sekwencyjne  
lub równoczesne 

W metodach sekwencyjnych dyskretyzacji podlega jedynie 
sterowanie. Jest ono reprezentowane zazwyczaj funkcją 
przedziałami wielomianową. Parametry tej funkcji oraz 
parametry p są zmiennymi decyzyjnymi optymalizacji. 
Zmienne stanu są wyznaczane – zazwyczaj sekwencyjnie, 
w kierunku od 0 do tf – przy użyciu metod stosowanych 
w rozwiązywaniu zagadnień początkowych równań róż-
niczkowych. Zmienne te są obliczane w każdej iteracji pę-
tli optymalizacji kontrolowanej przez algorytm NLP. 
 W drugiej grupie – wśród metod równoczesnych – wy-
różnia się metody kolokacyjne oraz metody strzałów wie-
lokrotnych (które w dalszych rozważaniach pominiemy). 
W algorytmach opartych na metodach kolokacyjnych war-
tości zmiennych stanu nie są obliczane w kosztownym 
procesie całkowania równań stanu w całym przedziale cza-
sowym. Są one dyskretyzowane w czasie i są dodatkowymi 
zmiennymi decyzyjnymi w procesie optymalizacji. Dla 
spełnienia warunków (2), w punktach dyskretyzacji zada-
wane są dodatkowe ograniczenia równościowe – warunki 
kolokacji [3]. Warto zaznaczyć, że spełnienie ograniczeń na 
stan (3) nie wymaga w tej grupie metod stosowania do-
datkowego algorytmu – ograniczenia te mogą być dopisane 
do warunków na zmienne decyzyjne w nieliniowym pro-
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blemie optymalizacji z ograniczeniami, rozwiązywanym 
standardową procedurą NLP. 
 Struktura algorytmu rozwiązywania problemu optyma-
lizacji jest prosta – w jednej pętli optymalizacji jest rów-
nocześnie poszukiwane optymalne sterowanie oraz odpo-
wiadające mu trajektorie zmiennych stanu spełniające 
wszystkie ograniczenia (2–4). 
 Istotne cechy metod równoczesnych to: 

− szerszy niż w metodach sekwencyjnych obszar 
stabilności, 

− wymagane wstępne przybliżenie nie tylko stero-
wania (jak w metodach sekwencyjnych), lecz tak-
że początkowe przybliżenie trajektorii stanu, co 
ułatwia skierowanie poszukiwania rozwiązania 
w kierunku oczekiwanego rozwiązania, 

− spełnienie ograniczeń dynamicznych (2) i alge-
braicznych (3) jest realizowane na tym samym 
poziomie dyskretyzacji, 

− rozwiązania „nieostateczne” (premature) są bezu-
żyteczne, bo optymalizacja jest prowadzona na 
aproksymacjach trajektorii, które mogą istotnie 
odbiegać od dokładnych, 

− koszt obliczeniowy jest z jednej strony zmniej-
szany brakiem całkowania równań stanu w każ-
dej iteracji NLP, ale równocześnie zwiększany 
dużo większą liczbą zmiennych decyzyjnych 
w problemie optymalizacji.  
 

 
 

3. Algorytm zmiany struktury sterowania  
Dodatkowym kryterium podziału metod rozwiązywania 
problemów sterowania optymalnego może być sposób pa-
rametryzacji sterowania. Parametryzacja ta może być zre-
alizowana jednolicie w całym przedziale czasu, np. w pro-
gramie DIRCOL [8] sterowanie jest aproksymowane funk-
cją schodkową albo przedziałami liniową w całym prze-
dziale [0, tf]. Mniejszej liczby zmiennych wymaga sposób 
niejednolity, w którym inaczej parametryzuje się odcinki 
funkcji sterowania będące łukami granicznymi, a inaczej 
łukami wewnętrznymi. 
 Powszechnie stosowane są algorytmy, w których struk-
tura sterowania jest z góry założona. Do grupy pozosta-
łych metod, które w procesie szukania sterowania opty-
malnego automatycznie modyfikują jego strukturę, należy 
np. MISER3 [4] oraz opracowana w naszej katedrze meto-
da monotonicznej ewolucji struktury MSE [5, 6]. 
 Istotna różnica algorytmów modyfikacji struktury pole-
ga na wyborze punktu, w którym ma być wstawiony nowy 
łuk. W programie MISER jest on dodawany w jednym 
z końców przedziału czasu. W metodzie MSE jest wyzna-
czana tzw. funkcja efektywności wstawienia szpilki sterowa-
nia E(t). Jej wartości – mówiąc w uproszczeniu – odpowia-
dają pochodnej wskaźnika jakości sterowania w kierunku 
przesunięcia trajektorii stanu w tf spowodowanego wstawie-
niem szpilki sterowania w chwili t. Przebieg tej funkcji 
wskazuje punkt, w którym wstawienie nowego łuku rokuje 
najlepszą poprawę wskaźnika jakości sterowania. 

4. Propozycja algorytmu 
Motywacją dla podjęcia badań było kilka okoliczności. 
W metodzie MSE,  z zaawansowanym algorytmem mody-
fikacji struktury sterowania, zastosowano strategię se-
kwencyjną. Z drugiej strony znane są, wspomniane wyżej, 
zalety metod równoczesnych. 
 Trzecim bodźcem były wyniki prowadzonych w kate-
drze eksperymentów numerycznych, w których rozwiązy-
wane były zadania sterowania optymalnego z niestabilny-
mi obiektami – wahadłem odwróconym jedno- lub dwu-
elementowym na wózku [7]. Zbadano obszary zbieżności 
oryginalnej metody MSE oraz jej modyfikacji polegającej 
na zastosowaniu strategii równoległej, konkretnie – meto-
dy kolokacyjnej Radaua IIA, równoważnej niejawnej me-
todzie Rungego-Kutty 5. rzędu [2], zalecanej dla systemów 
niestabilnych [3]. Eksperymenty pokazały, że zastąpienie 
strategii sekwencyjnej metodą równoczesną może posze-
rzyć obszar zbieżności nawet trzydziestokrotnie. 
 W trakcie badań zauważono istotny mankament algo-
rytmu. Pojedyncza iteracja optymalizacji problemu z dużą 
liczbą ograniczeń równościowych może zakończyć się bez 
znalezienia rozwiązania, tj. z niezerowym residuum ogra-
niczeń. 
 Wobec powyższych okoliczności proponujemy algorytm 
„ratunkowy” wyjścia z punktu niezerowania się residuum. 
Poniżej przedstawiamy uproszczony schemat wersji dla 
czasooptymalnego problemu trafienia „z punktu w punkt”. 
W przypadku zakończenia procesu optymalizacji bez speł-
nienia wszystkich ograniczeń równościowych należy: 
Krok 1: Wyznaczyć dwie trajektorie stanu – obie w sposób 

sekwencyjny, jedną w kierunku od 0 do tf oraz 
drugą, od tf do 0. 

Krok 2: Obliczyć funkcję efektywności zbliżania trajektorii 
do trajektorii (przy określonej metryce odległości 
między trajektoriami). 

Krok 3: Znaleźć punkty, gdzie wstawienie szpilek sterowa-
nia spowoduje największe zbliżenie do siebie obu 
trajektorii. 

Krok 4: Sformułować nowy problemu sterowania opty-
malnego między znalezionymi punktami i reku-
rencyjnie go rozwiązać. 

 Najistotniejsza w tym algorytmie jest zmiana kryte-
rium efektywności wstawienia szpilki sterowania. Zbliżenie 
do punktu (celu) zastępujemy zbliżeniem do trajektorii. 
Warto też na marginesie zwrócić uwagę na okoliczność 
ułatwiającą realizację kroku 2. Otóż aproksymacja trajek-
torii stanu oparta na węzłach kolokacji pozwala obliczać 
wariacje trajektorii w obu kierunkach (w przód i wstecz). 
Wykorzystanie w obliczaniu funkcji efektywności równań 
wariacyjnych zamiast sprzężonych pozwala skrócić hory-
zont całkowania. Jest to szczególnie istotne w przypadku 
obiektów niestabilnych. 
 Proponowany algorytm ma charakter rekurencyjny, 
może być oparty na metodzie podziału i ograniczeń. Zna-
lezione rozwiązanie – będące sklejeniem rozwiązań w ko-
lejnych iteracjach – nie jest rozwiązaniem optymalnym, 
ale powinno być dobrym punktem startowym dla metody 
pośredniej lub bezpośredniej sekwencyjnej. Zastosowanie 
algorytmu podziałów i ograniczeń daje też możliwość zna-
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lezienia więcej niż jednego rozwiązania lokalnie optymal-
nego, co prowadzi w kierunku optymalizacji globalnej. 
 Aktualnie są prowadzone prace nad implementacją al-
gorytmu w środowisku obliczeniowym MATLAB. 
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