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Streszczenie: W pracy przedstawiono zastosowanie funkcjona-
łów Lapunowa do badania stabilności układów z opóźnieniem 
oraz w procesie optymalizacji parametrycznej. 
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unkcjonały Lapunowa są wykorzystywane głównie  
w procesie badania stabilności układów dynamicznych. 

Istnienie funkcjonału Lapunowa dodatnio określonego na 
przestrzeni stanu, którego pochodna po czasie liczona 
wzdłuż trajektorii systemu dynamicznego jest ujemnie 
określona, jest warunkiem wystarczającym stabilności. Po 
raz pierwszy funkcjonał Lapunowa dla układu z opóźnie-
niem oraz metoda wyznaczenia jego współczynników, 
zostały zaproponowane przez Repina [21]. Infante i Caste-
lan [15] zaproponowali inną postać funkcjonału Lapunowa 
i inną procedurę wyznaczenia jego współczynników. Meto-
dę Infantego i Castelana rozwija Kharitonov stosując ją do 
układów neutralnych [17], dla układów z m-współmierny-
mi opóźnieniami [19], dla układów z opóźnieniem rozłożo-
nym [18] oraz do badania stabilności odpornej układów 
z opóźnieniem [20]. 

Duża grupa autorów [8–14, 16] korzysta z funkcjona-
łów Lapunowa do badania stabilności układów z opóźnie-
niem, układów neutralnych, układów z opóźnieniem rozło-
żonym lub zmiennym w czasie, określając obszar stabilno-
ści poprzez układ nierówności otrzymany z warunku 
ujemnej określoności pochodnej funkcjonału Lapunowa 
liczonej wzdłuż trajektorii systemu. 

Funkcjonały Lapunowa są również stosowane w pro-
cesie optymalizacji parametrycznej do wyznaczania warto-
ści kwadratowego wskaźnika jakości. Współczynniki funk-
cjonału są tak dobierane, żeby wartość kwadratowego 
wskaźnika jakości była równa wartości funkcjonału Lapu-
nowa dla stanu początkowego. W procesie optymalizacji 
parametrycznej potrzebne są analityczne formuły określa-
jące współczynniki funkcjonału Lapunowa, aby można 
było wyznaczyć wzór na wartość wskaźnika jakości.  
W pracy [1] zastosowano metodę zaprezentowaną przez 
Repina do wyznaczania wartości różnych kwadratowych 
wskaźników jakości w procesie optymalizacji parametrycz-
nej dla układów z opóźnieniem, a w pracy [2] rozwinięto ją 
dla układu neutralnego. W kolejnych pracach zostały 
zaproponowane funkcjonały Lapunowa oraz metoda wy-
znaczenia analitycznych formuł opisujących ich współ-
czynniki dla układu z dwoma opóźnieniami zwykłymi [3], 
dla układu z dwoma opóźnieniami: zwykłym i typu neu-
tralnego [4] oraz dla układu neutralnego z k-niewspółmier-

nymi opóźnieniami [5]. W pracy [6] zaprezentowano funk-
cjonał Lapunowa dla układu liniowego z opóźnieniem 
skupionym i rozłożonym, natomiast w pracy [7] zaprezen-
towano funkcjonał Lapunowa oraz przedstawiono metodę 
wyznaczenia jego współczynników dla układu z opóźnie-
niem zmiennym w czasie opisanym funkcją gładką przyj-
mującą wartości z pewnego przedziału liczbowego. Opra-
cowano artykuł prezentujący funkcjonał Lapunowa oraz 
metodę wyznaczania jego współczynników dla układu 
liniowego neutralnego z opóźnieniem skupionym i rozłożo-
nym. Jest on w trakcie recenzji. Zamierzeniem autora jest 
wyznaczenie funkcjonału Lapunowa dla układu neutralne-
go z opóźnieniem zmiennym w czasie oraz zastosowanie 
wyznaczonych funkcjonałów w procesie optymalizacji 
parametrycznej. 
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Abstract: In the paper was presented the application of the 
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