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ównania różniczkowe z odchylonym argumentem wy-
stępowały już w pracach Eulera, jednakże systema-

tyczne badanie tych równań rozpoczęto w XX wieku 
w związku z potrzebami nauk stosowanych, a w pierwszym 
rzędzie teorii regulacji automatycznej. 

W ciągu ostatnich 20 lat dziedzina zastosowań równań 
różniczkowych z odchylonym argumentem znacznie się 
rozszerzyła, obejmując nie tylko szereg zagadnień matema-
tyki, fizyki i automatyki, lecz i pewne dziedziny ekonomii 
i biologii. 

Obfitość zastosowań jeszcze bardziej zwiększyła zain-
teresowanie teorią równań różniczkowych z odchylonym 
argumentem i obecnie dziedzina ta jest jednym z najbar-
dziej dynamicznie rozwijających się działów automatyki. 

W systemach o parametrach rozłożonych równania 
stanu w większości przypadków stanowią równania róż-
niczkowe cząstkowe z odpowiednio określonymi warunkami 
początkowymi i brzegowymi. Stąd też równania różniczko-
we cząstkowe z odchylonym argumentem znajdują szerokie 
zastosowanie w problemach sterowania optymalnego sys-
temami o parametrach rozłożonych z opóźnieniem. 
 Odrębną klasę systemów o parametrach rozłożonych 
stanowią systemy opisywane równaniami różniczkowymi 
cząstkowymi parabolicznymi z opóźnieniami w warunkach 
brzegowych. Równania tego typu stanowią w liniowym 
przybliżeniu uniwersalny model matematyczny procesów 
dyfuzyjnych, w których opóźnione sygnały ze sprzężenia 
zwrotnego są wprowadzane na brzeg pewnego obszaru 
przestrzennego. I tak, dla przykładu w dziedzinie sterowa-
nia plazmą [26] wymagane jest ograniczenie plazmy w za-
danym ograniczonym obszarze przestrzennym Ω przez 
wprowadzenie skończonej bariery potencjału elektrycznego 

lub „zwierciadła magnetycznego” otaczającego obszar Ω. 
W przypadku plazmy zdominowanej przez zderzenia gę-
stość cząstek plazmy opisywana jest za pomocą równania 
różniczkowego cząstkowego typu parabolicznego. Wskutek 
bezwładności cząstek oraz skończoności potencjału elek-
trycznego lub natężenia pola „zwierciadła magnetycznego” 
odbicie cząstek od brzegu obszaru przestrzennego nie jest 
natychmiastowe. W konsekwencji strumień cząstek na 
brzegu obszaru Ω w każdej chwili zależy od strumienia 
cząstek, które uciekły wcześniej, a następnie odbiły się 
z powrotem do Ω w późniejszej chwili. Prowadzi to do 
występowania opóźnień czasowych w warunkach brzego-
wych równania cząstkowego. Zatem czas transportu wa-
runku brzegowego stanowi opóźnienie w warunku brzego-
wym. 

Ze znanych dotychczas prac z zakresu sterowania 
optymalnego liniowymi systemami o parametrach rozłożo-
nych z opóźnieniami występującymi w warunkach brzego-
wych są prace [1–14, 16–27]. 

W pracy [26] zaprezentowano zagadnienia sterowania 
optymalnego liniowymi systemami parabolicznymi z wa-
runkami brzegowymi typu Neumanna, posiadającymi stałe 
opóźnienia czasowe. Udowodniono warunki wystarczające 
na istnienie jednoznacznego rozwiązania dla równania pa-
rabolicznego ze stałym opóźnieniem w warunku brzegowym 
Neumanna. Wyprowadzono warunki konieczne i wystarcza-
jące optymalności przy kwadratowych wskaźnikach jakości 
i ograniczeniach na sterowanie. Korzystając z twierdzenia 
Schwartza o jądrach podano postać sterowania optymalne-
go ze sprzężeniem zwrotnym. Uzyskano oszacowania roz-
wiązań dla jednowymiarowego przypadku systemu parabo-
licznego z warunkiem brzegowym Neumanna przy ustalo-
nej postaci sterowania ze sprzężeniem zwrotnym. Udowod-
niono warunki wystarczające na ograniczoność rozwiązań 
systemu parabolicznego ze stałym opóźnieniem w warunku 
brzegowym Dirichleta. 

W pracy [4] rozważono zadanie sterowania czasowo-
optymalnego dla liniowego systemu parabolicznego ze sta-
łym opóźnieniem w warunku brzegowym Neumanna przy 
ograniczeniu na amplitudę sterowania. Sterowanie opty-
malne scharakteryzowano za pomocą równania sprzężone-
go. Wykazano, że sterowanie optymalne jest jednoznaczne 
i typu bang-bang. Uzyskane rezultaty uogólniono na przy-
padek nieliniowego sterowania (bez założenia o wypukło-
ści), występującego w pewnych procesach indukcyjnego 
nagrzewania oraz problemu z ustalonym czasem sterowa-
nia. 
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runkami brzegowymi typu Neumanna, posiadającymi stałe 
opóźnienia czasowe. Udowodniono warunki wystarczające 
na istnienie jednoznacznego rozwiązania dla równania pa-
rabolicznego ze stałym opóźnieniem w warunku brzegowym 
Neumanna. Wyprowadzono warunki konieczne i wystarcza-
jące optymalności przy kwadratowych wskaźnikach jakości 
i ograniczeniach na sterowanie. Korzystając z twierdzenia 
Schwartza o jądrach podano postać sterowania optymalne-
go ze sprzężeniem zwrotnym. Uzyskano oszacowania roz-
wiązań dla jednowymiarowego przypadku systemu parabo-
licznego z warunkiem brzegowym Neumanna przy ustalo-
nej postaci sterowania ze sprzężeniem zwrotnym. Udowod-
niono warunki wystarczające na ograniczoność rozwiązań 
systemu parabolicznego ze stałym opóźnieniem w warunku 
brzegowym Dirichleta. 

W pracy [4] rozważono zadanie sterowania czasowo-
optymalnego dla liniowego systemu parabolicznego ze sta-
łym opóźnieniem w warunku brzegowym Neumanna przy 
ograniczeniu na amplitudę sterowania. Sterowanie opty-
malne scharakteryzowano za pomocą równania sprzężone-
go. Wykazano, że sterowanie optymalne jest jednoznaczne 
i typu bang-bang. Uzyskane rezultaty uogólniono na przy-
padek nieliniowego sterowania (bez założenia o wypukło-
ści), występującego w pewnych procesach indukcyjnego 
nagrzewania oraz problemu z ustalonym czasem sterowa-
nia. 

R
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Natomiast praca [27] dotyczy metod wyznaczania 
optymalnego sterowania rozłożonego dla liniowych syste-
mów parabolicznych drugiego rzędu ze stałymi opóźnie-
niami w warunkach brzegowych typu Neumanna. Udo-
wodniono warunki konieczne i wystarczające optymalności 
oraz zaproponowano metodę iteracyjną wyznaczania stero-
wania optymalnego dla tej klasy systemów. Zbadano wła-
ściwości zbieżności zaproponowanej metody iteracyjnej. 
Korzystając z metody Galerkina dla elementów skończo-
nych sprowadzono wyjściowy problem do ciągu skończenie 
wymiarowych problemów aproksymacyjnych. Następnie 
zastosowano zaproponowane algorytmy obliczeniowe do 
rozwiązywania tej klasy problemów. Rozważania teore-
tyczne zilustrowano na przykładzie jednowymiarowego 
przypadku równania parabolicznego. 

W szczególności w pracy [1] zbadano i rozwiązano 
problem sterowalności dla systemów parabolicznych 
z opóźnieniami występującymi w warunkach brzegowych 
typu Neumanna. 

Z kolei w pracach [5–9, 11–14, 17–19, 21] oraz [10, 22] 
zaprezentowano problemy liniowo-kwadratowe dla linio-
wych systemów o parametrach rozłożonych drugiego rzędu 
z różnego typu opóźnieniami (stałe opóźnienia czasowe, 
zmienne opóźnienia czasowe, opóźnienia zadane w postaci 
całkowej itd.) występującymi odpowiednio w równaniach 
stanu i warunkach brzegowych typu Neumanna. Ponadto 
w pracach [16, 20, 23] zbadano i rozwiązano problemy ste-
rowania czasowo-optymalnego rozłożonego i brzegowego 
dla liniowych systemów parabolicznych drugiego rzędu ze 
zmiennymi opóźnieniami czasowymi oraz opóźnieniami 
całkowymi występującymi jednocześnie w równaniach sta-
nu oraz w warunkach brzegowych. Natomiast w pracach 
[24, 25] zaprezentowano problemy sterowania czasowo-
optymalnego brzegowego i rozłożonego dla liniowych sys-
temów parabolicznych i hiperbolicznych nieskończonego 
rzędu z opóźnieniami typu całkowego występującymi za-
równo w równaniach stanu oraz w warunkach brzegowych 
typu Neumanna. 

 Odpowiednio w pracach [2, 3] rozważono problemy 
sterowania optymalnego rozłożonego i brzegowego (n × n) 
liniowymi systemami parabolicznymi o nieskończonej licz-
bie zmiennych oraz drugiego rzędu z opóźnieniami wystę-
pującymi jednocześnie w równaniach stanu oraz w warun-
kach brzegowych. Wyprowadzono warunki konieczne 
i wystarczające optymalności przy kwadratowych wskaźni-
kach jakości i ograniczeniach na sterowanie rozłożone 
i brzegowe dla przypadku problemu Neumanna. 
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