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Streszczenie: W artykule dokonano przegladu problematyki
sterowania optymalnego systemami o parametrach roztozonych
z op6znieniami  w warunkach brzegowych. Zaprezentowano
podstawowe zagadnienia dotyczgce systemdéw o parametrach
roztozonych takie jak: istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzan,
roztozone i sterowanie

sterowanie optymalne brzegowe,

optymalne ze sprzezeniem zwrotnym, sterowanie czasowo-
optymalne, sterowalno$¢ oraz modele matematyczne systemoéw

o parametrach roztozonych.

Stowa kluczowe: sterowanie optymalne, warunki optymalnosci,
istnienie i jednoznacznos$¢ rozwigzan, opdZnienia czasowe

6wnania rézniczkowe z odchylonym argumentem wy-

stepowaly juz w pracach Eulera, jednakze systema-
tyczne badanie tych réwnan rozpoczeto w XX wieku
w zwiazku z potrzebami nauk stosowanych, a w pierwszym
rzedzie teorii regulacji automatyczne;j.

W ciagu ostatnich 20 lat dziedzina zastosowan réwnan
rozniczkowych z odchylonym argumentem znacznie sig
rozszerzyta, obejmujac nie tylko szereg zagadnienn matema-
tyki, fizyki i automatyki, lecz i pewne dziedziny ekonomii
i biologii.

Obfito$¢ zastosowan jeszcze bardziej zwickszyla zain-
teresowanie teoria rownan rézniczkowych z odchylonym
argumentem i obecnie dziedzina ta jest jednym z najbar-
dziej dynamicznie rozwijajacych sie dziatow automatyki.

W systemach o parametrach roztozonych réwnania
stanu w wigkszosci przypadkéow stanowig réwnania réz-
niczkowe czastkowe z odpowiednio okreslonymi warunkami
poczatkowymi i brzegowymi. Stad tez réwnania rézniczko-
we czastkowe z odchylonym argumentem znajduja szerokie
zastosowanie w problemach sterowania optymalnego sys-
temami o parametrach roztozonych z opdznieniem.

Odrebna klase systeméw o parametrach rozlozonych
stanowia systemy opisywane réwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi parabolicznymi z opdznieniami w warunkach
brzegowych. Réwnania tego typu stanowia w liniowym
przyblizeniu uniwersalny model matematyczny procesow
dyfuzyjnych, w ktérych opdznione sygnaly ze sprzezenia
zwrotnego sa wprowadzane na brzeg pewnego obszaru
przestrzennego. I tak, dla przykladu w dziedzinie sterowa-
nia plazma [26] wymagane jest ograniczenie plazmy w za-
danym ograniczonym obszarze przestrzennym € przez
wprowadzenie skonczonej bariery potencjatu elektrycznego

lub ,zwierciadla magnetycznego” otaczajacego obszar €.
W przypadku plazmy zdominowanej przez zderzenia ge-
stos¢ czastek plazmy opisywana jest za pomoca réwnania
rozniczkowego czastkowego typu parabolicznego. Wskutek
bezwladnoéci czastek oraz skonczonosci potencjatu elek-
trycznego lub natezenia pola ,zwierciadla magnetycznego”
odbicie czastek od brzegu obszaru przestrzennego nie jest
natychmiastowe. W konsekwencji strumien czastek na
brzegu obszaru Q w kazdej chwili zalezy od strumienia
czastek, ktére uciekly wczesniej, a nastepnie odbily sie
z powrotem do Q w pdzniejszej chwili. Prowadzi to do
wystepowania opoéznien czasowych w warunkach brzego-
wych réwnania czastkowego. Zatem czas transportu wa-
runku brzegowego stanowi opoéznienie w warunku brzego-
Wym.

Ze znanych dotychczas prac z zakresu sterowania
optymalnego liniowymi systemami o parametrach roztozo-
nych z opdznieniami wystepujacymi w warunkach brzego-
wych sa prace [1-14, 16-27].

W pracy [26] zaprezentowano zagadnienia sterowania
optymalnego liniowymi systemami parabolicznymi z wa-
runkami brzegowymi typu Neumanna, posiadajacymi stale
opdznienia czasowe. Udowodniono warunki wystarczajace
na istnienie jednoznacznego rozwiazania dla rownania pa-
rabolicznego ze stalym opdznieniem w warunku brzegowym
Neumanna. Wyprowadzono warunki konieczne i wystarcza-
jace optymalnosci przy kwadratowych wskaznikach jakosci
i ograniczeniach na sterowanie. Korzystajac z twierdzenia
Schwartza o jadrach podano postaé sterowania optymalne-
go ze sprzezeniem zwrotnym. Uzyskano oszacowania roz-
wiazan dla jednowymiarowego przypadku systemu parabo-
licznego z warunkiem brzegowym Neumanna przy ustalo-
nej postaci sterowania ze sprzezeniem zwrotnym. Udowod-
niono warunki wystarczajace na ograniczono$é¢ rozwigzan
systemu parabolicznego ze stalym opdznieniem w warunku
brzegowym Dirichleta.

W pracy [4] rozwazono zadanie sterowania czasowo-
optymalnego dla liniowego systemu parabolicznego ze sta-
lym opéznieniem w warunku brzegowym Neumanna przy
ograniczeniu na amplitude sterowania. Sterowanie opty-
malne scharakteryzowano za pomoca réwnania sprzezone-
go. Wykazano, ze sterowanie optymalne jest jednoznaczne
i typu bang-bang. Uzyskane rezultaty uogélniono na przy-
padek nieliniowego sterowania (bez zalozenia o wypuklo-
$ci), wystepujacego w pewnych procesach indukcyjnego
nagrzewania oraz problemu z ustalonym czasem sterowa-
nia.
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Natomiast praca [27] dotyczy metod wyznaczania
optymalnego sterowania roztozonego dla liniowych syste-
méw parabolicznych drugiego rzedu ze stalymi opdznie-
niami w warunkach brzegowych typu Neumanna. Udo-
wodniono warunki konieczne i wystarczajace optymalnosci
oraz zaproponowano metode iteracyjng wyznaczania stero-
wania optymalnego dla tej klasy systeméw. Zbadano wta-
$ciwoéci  zbiezno$ci zaproponowanej metody iteracyjnej.
Korzystajac z metody Galerkina dla elementéw skorczo-
nych sprowadzono wyjsciowy problem do ciggu skoriczenie
wymiarowych probleméw aproksymacyjnych. Nastepnie
zastosowano zaproponowane algorytmy obliczeniowe do
rozwigzywania tej klasy probleméw. Rozwazania teore-
tyczne zilustrowano na przykladzie jednowymiarowego
przypadku réwnania parabolicznego.

W szezegbdlnosci w pracy [1] zbadano i rozwiazano
dla
z op6znieniami wystepujacymi w warunkach brzegowych

problem  sterowalnosci systemow  parabolicznych

typu Neumanna.

Z kolei w pracach [5-9, 11-14, 17-19, 21] oraz [10, 22]
zaprezentowano problemy liniowo-kwadratowe dla linio-
wych systeméw o parametrach rozlozonych drugiego rzedu
z réznego typu opdznieniami (stale opéinienia czasowe,
zmienne opdznienia czasowe, opdznienia zadane w postaci
catkowej itd.) wystepujacymi odpowiednio w réwnaniach
stanu i warunkach brzegowych typu Neumanna. Ponadto
w pracach [16, 20, 23] zbadano i rozwiazano problemy ste-
rowania czasowo-optymalnego rozlozonego i brzegowego
dla liniowych systeméw parabolicznych drugiego rzedu ze
zmiennymi opdznieniami czasowymi oraz opdznieniami
calkowymi wystepujacymi jednoczesnie w réwnaniach sta-
nu oraz w warunkach brzegowych. Natomiast w pracach
[24, 25] zaprezentowano problemy sterowania czasowo-
optymalnego brzegowego i rozlozonego dla liniowych sys-
temOw parabolicznych i hiperbolicznych nieskonczonego
rzedu z opdznieniami typu calkowego wystepujacymi za-
réwno w réwnaniach stanu oraz w warunkach brzegowych
typu Neumanna.

Odpowiednio w pracach [2, 3] rozwazono problemy
sterowania optymalnego rozlozonego i brzegowego (n x n)
liniowymi systemami parabolicznymi o nieskonczonej licz-
bie zmiennych oraz drugiego rzedu z opdznieniami wyste-
pujacymi jednocze$nie w rownaniach stanu oraz w warun-
kach brzegowych. Wyprowadzono warunki konieczne
i wystarczajace optymalnoéci przy kwadratowych wskazni-
kach jakosci i ograniczeniach na sterowanie rozlozone
i brzegowe dla przypadku problemu Neumanna.
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Optimal Control of Distributed Parameter
Systems with Delays

Abstract: In this article the review of optimal control problems
for distributed parameter systems with boundary conditions
involving time delays is performed. The principal problems,
namely: existence and uniqueness of solutions, distributed and
feedback
controllability and mathematical models of distributed parameter

boundary optimal control, optimal control,

systems are presented.

Keywords: optimal control, optimality conditions, existence and
uniqueness of solutions, time delays
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