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Streszczenie: Praca jest wprowadzeniem w problematyke wyra-
zania i oceny wynikéw pomiardw zbioru wielkosci ze sobg skore-
lowanych, czyli multimezurandu. Poprzedza ona ciagle oczekiwa-
ny Suplement 2 do Przewodnika GUM, ktdry obejmie komplekso-
wo te zagadnienia. W czesci 1 podane sg podstawy teoretyczne
poprawnego wyznaczania estymatorow wartosci, niepewnosci
i wspotczynnikdw korelacji sktadowych multimezurandu z uzy-
ciem algebry wektoréw losowych. Otrzymuje sie je posrednio
przetwarzajagc dane pomiarowe jednoczesnie mierzonych wiel-
kosci wejsciowych. Przyktadami liczbowymi zilustrowano liniowe
przeksztatcenie danych dwu wielkosci i rodzaje niewtasciwych
oszacowan — uszkodzen danych, ktére moga wystapi¢ przy nad-
miernym zaokraglaniu. Mozliwos¢ wykorzystania tych rozwazan
w pomiarach bedzie tematem drugiej czesci publikaciji.

Stowa kluczowe: niepewnos¢, pomiary posrednie wieloparame-
trowe, multimezurand, dane skorelowane

Wstep

W badaniach naukowych i technicznych oraz w procesach
przemysltowych i badaniach srodowiska czesto przeprowadza
sie rébwnoczesne pomiary kilku wielkosci powiazanych deter-
ministycznie oraz statystycznie, tj. skorelowanych wskutek
wzajemnych oddziatywan wewnetrznych w badanym obiekcie
i wplywoéw otoczenia. Z pomiaréw m wielkoSci bezposred-
nio mierzonych (wejciowych) mozna wyznaczy¢ posrednio
innych n wielkosci (wyjsciowych), gdy znane sa réwnania
opisujace ich wzajemne zaleznosci. W fizyce te n wielkosci
nazywa sie obserwablami (od ang. observables), a w metrolo-
gii — lacznie multimezurandem. Pomiary te wykonuje sie w:

— badaniach naukowych na granicy wiedzy réznych dziedzin,

— metrologii o najwyzszych dokladno$ciach przy okreslaniu
podstawowych stalych fizycznych i innych danych odnie-
sienia oraz wyznaczaniu warto$ci wzorcéw i jednostek
wielko$ci pochodnych,

— zaawansowanych badaniach technicznych, np. przy iden-
tyfikacji in situ parametréw przemyslowych obiektow
sterowania, w odpowiedzialnych badaniach diagnostycz-
nych i monitoringu urzadzen oraz monitoringu $rodowiska
w celu przeciwdzialania zagrozeniom urzadzen technicz-
nych i zapewnienia bezpieczenstwa obstugi, w pomiarach
$ledzacych przebieg i jakoS¢ proceséw oraz zasilania ich
w energie w warunkach ruchowych,

— badaniach wtasciwosci materialéw i surowcéw.

W ocenie dokladnosci powiazanych ze soba wielkosci
mierzonych, czyli multimezurandu, nalezy uwzgledniaé¢ ich
zwiazki deterministyczne oraz wystepujace w eksperymen-
cie sktadniki losowe i ich skorelowanie. Mozna wyr6zni¢ dwa
rodzaje wymagan dotyczacych doktadnosci wielkosci wy-
znaczanych posrednio z pomiaréw w danym eksperymencie:
— wystarczy zapewnié¢ niezbedng rozdzielczosé instrumen-

talng i dokladnosé wielkosci wejsciowych oraz okresli¢

powiazania wzajemne wielkosci wyjéciowych;
— nalezy dazy¢ do uzyskania mozliwie najwiekszej doklad-
nosci pomiaréw wartosci oraz wspélezynnikéw kowariancji

i korelacji wzajemnej wielkosci wyjsciowych, tj. aby zdo-

bytej w eksperymencie informacji nie utraci¢ w procesie

przetwarzania danych i ich zaokraglania.

W pierwszym przypadku, charakterystycznym dla wie-
lu pomiaréw uzytkowych, dominuja btedy instrumentalne
i zmiany wywolane wplywami otoczenia, a rozrzuty losowe
wynikéw obserwacji zwykle sa od nich mniejsze. Po wprowa-
dzeniu korekcji wskazan przyrzaddéw, szacuje sie dla poszcze-
gblnych wielko$ci mierzonych poziom nieskompensowanych
bledéw. Jedli jest on ponizej dopuszczalnego, to dalsze zwiek-
szanie rozdzielczosci i doktadnosci jest zbyteczne jako nieeko-
nomiczne, a nawet wprowadzajace dezinformacje.

W drugim z tych przypadkéw, doktada sie wszelkich sta-
ran by nieznane a priori pozostalosci systematycznych btle-
déw instrumentalnych — gléwny sktadnik niepewnosci typu
B, dla wszystkich mierzonych wielkosci byty jak najmniej-
sze w stosunku do zakresu losowych rozrzutéw wynikow
pojedynczych pomiaréw. Starannie eliminuje sie wplywy
wszystkich znanych oddzialywan, czyli czyéci pomiary. Pozo-
stalosci, ktorych nie daje sie juz usuna¢ mimo odpowiedniego
prowadzenia eksperymentu (np. regularne prébkowanie), jak
i poprzez odpowiednie procedury obliczeniowe, traktuje sie
tak, jakby byly losowe. Dokonuje sie tez odpowiednio duzych
liczb obserwacji by zminimalizowaé statystyczne niepewno-
$ci typu A. Przypadek ten dotyczy w szczegdlnosci pomia-
réw w badaniach poznawczych na granicy wiedzy i przy
wyznaczaniu wartosci podstawowych stalych fizycznych,
publikowanych jako dane odniesienia przez niektore osrod-
ki metrologiczne i miedzynarodowa organizacje CODATA.

Rozrzut wynikéw obserwacji zwiazany jest z wlasciwoscia-
mi obiektu badanego i toréw pomiarowych. Zwykle ma on
charakter statystyczny, tj. przy kazdorazowym powtarzaniu
uzyskuje sie inne wyniki pomiaréw w prébkach. W szczegdl-
nych przypadkach moze tez mie¢ charakter deterministyczny,
np. przy badaniu wtasciwosci zbioru okreslonych obiektéw
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technicznych lub prébek materialnych. Wowczas wielokrotnie
mierzone dane tych samych obiektéw moga powtarzaé sie
i tworza staly zbiér punktéw w przestrzeni wielkoéci mierzo-
nych. W przetwarzaniu danych wejsciowych nalezy uwzgled-
nia¢ specyfike kazdego z tych przypadkéw.

Doktadnos$é parametréw multimezurandu wyjsciowego za-
lezy od dokladnosci pomiaréw i poprawnosci oszacowan pa-
rametréw multimezurandu wejéciowego oraz od dokladnosci
jego dalszego przetwarzania. Obowiazujace obecnie przepisy
metrologiczne wraz z Przewodnikiem GUM [1] stuza do wy-
razania wyniku i niepewnosci pomiaréw tylko pojedynczej
wielko$ci mierzonej, traktowanej tak, jakby miala rozklad
normalny. Nie obejmuja one wieloparametrowych pomiaréw
posrednich, chociaz jest juz dla nich opracowywany Suple-
ment 2. Zaokraglenia liczbowe wartosci estymatoréw skta-
dowych multimezurandu i jego niepewnosci dokonuje sie jak
dotad dowolnie, zwykle wg zalecen GUM dla pojedynczej
wielko$ci, tj. niepewnosé — do 2 cyfr, a wspdélezynniki kore-
lacji bliskie 1 — do 3 cyfr po przecinku.

Celem tej pracy jest wprowadzenie w tematyke pomiaréw
wieloparametrowych i wyznaczania parametréw multimezu-
randu otrzymywanych posrednio z ich danych z zastosowa-
niem metody poprawnego przetwarzania bez strat informacji.
Metoda ta wynikla z potrzeb wspotczesnych fizycznych eks-
perymentéw poznawczych. Sprébuje sie wstepnie okresli¢ za-
kresu jej wykorzystania do wyznaczaniu doktadnosci wyniku
réznych pomiaréw wieloparametrowych, w tym realizowa-
nych automatycznie przez systemy i przyrzady pomiarowe.

Niepewnosci pomiaréow wieloparametrowych omawiano
juz czesciowo, ale badz tylko teoretycznie, bez odpowied-
niej ilustracji numerycznej (8], badz tez dla ograniczonego
rodzaju przypadkéw [9, 10, 14, 15]. W tej czesci podane
zostang w zarysie podstawy teoretyczne opisu dokladnosci
multimezurandu z wykorzystaniem algebry wektoréw loso-
wych oraz konsekwencje nadmiernego zaokraglania wartosci
liczbowych jego danych.

Opisy multimezurandu

Minimalna struktura danych numerycznych, ktéra stuzy do
wyrazania wyniku dowolnej pojedynczej losowej wielkosci mie-
rzonej (mezurandu skalarnego), zawiera punkt skupienia da-
nych pomiarowych jako estymator jej wartosci oraz przedzial
ufnodci, czyli zakres rozrzutu wartosci obserwacji pomiarowych
o okreslonym prawdopodobienstwie ich wystepowania. Dla
skalarnej wielkosci mierzonej jako estymator stosuje sie zwykle
warto$¢ Srednia (niektére rozklady niegaussowskie, np. réwno-
mierny, trapezowy maja tez inne dokladniejsze estymatory).
Przedzialy ufnosci o zadanym prawdopodobienistwie wyznacza
sie w wartosciach odchylenia standardowego.

Szacowanie wynikéw pomiaréw wielu wielko$ci mierzo-
nych réwnoczesnie we wspélnym eksperymencie, czyli multi-
mezurandu, jest bardziej ztozone, gdyz rozrzuty danych jego
sktadnikéw sg ze soba powiazane. Poza estymatorami warto-
$ci wielkosci wyjéciowych nalezy wyznaczy¢ ich niepewnosci
z uwzglednieniem skorelowania.

Nawet wyniki poszczegdlnych pomiaréw kazdej z m wiel-
kosci wejsciowych moga by¢ powiazane statystycznie ze soba
(autokorelacja), a estymatory tych wielkosci sa skorelowane
wzajemnie. Sg one statystycznie niezalezne tylko w szczegdl-

nych przypadkach, np. gdy sasiednie (w kolejnosci wykony-
wania) wyniki pomiaréw pojedynczej wielkosci nie zaleza od
siebie, a rozne wielkosci wejSciowe mierzy sie w osobnych eks-
perymentach.

7 pomiaréw mozna wyznaczy¢ posrednio jedynie n wiel-
kosci wyjsciowych, powiazanych z wielkodciami wejsciowymi
znanym ukladem n réwnan niezaleznych. Od tych funkcji za-
lezy tez zmiana geometrii obszaru opisujacego tacznie rozrzuty
wynikéw pomiaru. Gdy n badanych wielkosci losowych trak-
tuje sie tak, jakby mialy rozklady réwnomierne i ich wartosci
uzyskano w niezaleznych eksperymentach, to obszar rozrzutu
danych jest wéwczas opisywany n-wymiarowym hiperpro-
stokatem o bokach zorientowanych réwnolegle do osi sklad-
nikéw multimezurandu. Koniec wektora sredniego znajduje
sie w érodku tej bryly, a boki hiperprostokata sa przedziala-
mi ufnoéci o okreslonej stalej gestoéci prawdopodobienistwa
p(x;,) = const, jednakowej dla wszystkich elementéw multime-
zurandu. Otrzymane z pomiaréw szerokosci przedzialéw moga
roznié sie liczba cyfr znaczacych. Ujednolica sie je i podaje
w warto$ciach odchylenia standardowego o, badz procentowo.
Ten ksztalt obszaru rozrzutu danych pomiarowych nie jest
jednak wlasciwym modelem dla wielkosci skojarzonych sta-
tystycznie w eksperymencie pomiarowym, gdyz nie uwzgled-
nia ich skorelowania. Rozrzut danych multimezurandu nalezy
wowczas opisywaé wspdlnym n-wymiarowym rozktadem praw-
dopodobienistwa o n wielkosciach mierzonych jako wspotrzed-
nych. Gdy kazda z tych wielkoéci ma rozktad normalny, to
i rozklad m-wymiarowy tez bedzie normalny. Dla dwu para-
metréw w ukladzie prostokatnym z, y otrzymuje sie
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gdzie: 02, o, — wariancje, p, = E(z—z)(y—y) wspdlczynnik
korelacji, x, y — wartosci $rednie,

Roéwnanie linii o stalej gestosci prawdopodobienstwa
p(z, y) = const wyznacza sie z (1) przez przyréwnanie wy-
ktadnika do wartosci stalej. Dla 0,5 otrzymuje sie
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Jest to réwnanie elipsy o Srodku potozonym w koncu
wektora $redniego [Z, i ]|T i wpisanej w prostokat +o,, +o,

Wartosci érednie T,% oraz obie wariancje 07, ofi wspOlczyn-
nik korelacji Py oblicza sie z wynikéw pomiaréw w znany
powszechnie sposéb. Postacie rozkladu (1) dla dwu wartosci
wspoélezynnika korelacji p oy przebiegi linii o stalej gestosci
prawdopodobienistwa p(z,y)= const podano na rys. 1.

Przy o,#0, i braku skorelowania (p, =0) (lewa figura na
rys. 1), osie elipsy wpisanej w prostokat sa réwnolegle do
jego bokéw 20, 20 . Dla wspélezynnika korelacji 0<|p, [<1,
dtuzsza oS elipsy jest nachylona do osi odcigtych x pod
katem

1 0,0,
(p:iam tg 2p“/(;2_gz .
b y
Taka elipse dla p zu:+0’7 przedstawia dolna prawa figu-
ra z rys. 1 [12], a dla ujemnego wspdlczynnika Py (rys. 2).
Punkty stycznosci elipsy z bokami prostokata o0, to,
sa odlegte od osi uktadu z,y potozonego w érodku elipsy
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Rys. 1. Dwuwymiarowy rozktad normalny gestosci prawdopo-
dobienistwa p(x,y) dla dwu wspdtczynnikéw korelacii:
pxy:O oraz pxy:0,7. Ponizej: przyktady poziomicy dla
p(x, y)=const[12]

Two-parameter Normal PDF-s p(x,y) of correlation
coefficient p,, =0 and p, =0,7. Below: border line of data
dispersion space for p(x, y) =const[ 12]

Fig. 1.

odpowiednio o Ty=1p, 0,10 yy=1p, 0. Przy pelnej ko-
relacji P, ==EL elipsa degeneruje sie do jednej z przekat-
nych prostokata.

Przy przetwarzaniu danych trzech lub wiekszej liczby sko-
jarzonych losowo wielkosci mierzonych opis analityczny wie-
lowymiarowego rozkladu normalnego komplikuje sie. Bardzo
przydatnym narzedziem matematycznym do opisu i analizy
wielu wielkosci skojarzonych o rozktadach normalnych jest
algebra wektoréw losowych [5-13]. W pomiarach posrednich
zbiér danych m wielkosci wejSciowych, przedstawiony jako
wektor losowy X =z, I27...l‘m]T, ulega przeksztalceniu za po-
mocg operatora F' w multimezurand wyjsciowy opisany wek-

Rys. 2. Zaleznosci dla elipsy statej gestosci p(x,y) =const
i 0 wspdtczynniku korelacjipxy <0

Fig. 2. Formulas for ellipse of p(x,y) =const and of the of correla-
tion coefficient Pyy <0

torem Y = [y, ¢, - y,]T 0 n elementach. Jest on powigzany
jest z X uktadem réwnan zapisanym ogélnie jako:

Y=F X (3)

W ogélnym przypadku operator F jest nieliniowy. Dla
przeksztalcenia liniowego i afinicznego (tj. z dodanymi war-
tosciami stalymi) otrzymuje si¢ liniowe réwnanie macierzo-
we, a elementami macierzy F o wymiarach mxn, (dla n< m)
w opisie danych pomiarowych sa liczby.

Podstawowa struktura do liczbowego oszacowania multi-
mezurandu powinna zawieraé¢ wektor sredni o n sktadowych
oraz opis obszaru jego rozrzutu o zadanej gestosci prawdopo-
dobienstwa. Dla n-wymiarowego rozkladu normalnego obszar
o p(zy, ..
ze $rodkiem w koncu wektora sredniego. Hiperelipsoide dla

, ,) jest ograniczony n-wymiarowa hiperelipsoida

rozktadu wyjsciowego multimezurandu okresla analitycznie
macierz kowariancji o wymiarach nxn. Z niej wynika ma-
cierz wspolczynnikéw korelacji nazywana korelatorem.

Obie te macierze powinny by¢ példodatnio okreslone
[6-7], czyli powinny by¢ dodatnie lub réwne zeru ich war-
tosci wlasne 4,. Dla dowolnej macierzy A sg to jednokrotne
pierwiastki réwnania charakterystycznego

det [A-A1] =0

Macierze kowariancji cy i ¢y wektoréw wejsciowego i wyj-
$ciowego sa powiazane réwnaniem

cy=Sc, S’ (4)
gdzie:
dy, 9y,
31}17 " Oz
S- p) (Y) B m
=== =]
7o, 9, ®)
oz, ’ Jz

— macierz wspétczynnikow wrazliwoéci nazywana macierza
czulosci.

Korelator wielkosci wyjsciowych ry, otrzymuje si¢ bezpo-
$rednio z macierzy kowariancji cy, lub przeksztalcajac ko-
relator wejsciowy ry wg (4).

Jedli ktéras z wielkosci ma niegaussowski rozklad, to ob-
szar rozrzutu jest o innym ksztalcie i do jego opisu trzeba
stosowa¢ inne funkcje, w tym kopuly (ang. copulas [7]).

Wyniki pomiaréw dwuparametrowych o rozktadzie (1)
mozna przedstawi¢ jedna z dwu rownowaznych struktur ma-
cierzowych: wektor éredni i macierz kowariancji ¢y, =c - lub
wektor éredni z niepewnosciami i korelator o

o 0,0,p, to, 1 p,
[|: }?|:0-r0v'p-w oj }]:[[ ioi/:|7{p’w I:U (6)

Réwnanie charakterystyczne macierzy c,, ma postac

< 8|
< gl

2 2 2

2 2
) A+ 0704(1= pyy) =0 (6a)

det |ez—A1|= 2%~ (c2+ 07

a jej warto$ci wlasne, czyli pierwiastki tego réwnania
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A, =40l +0l)tt (0l +0l) —d0’0] (1-p)  (6b)

W przypadkach krancowych: dla pzy:O elipsa jest po-
lozona poziomo, a pierwiastki (6a) A, =02, /12:01, s kwa-
dratami obu $érednic; za$ dla |pw\ =1 elipsa staje sie jedna
z przekatnych prostokata, gdyz 4,=0, a 4, :034-02,. Dla
OszyS 1 oba pierwiastki spelniaja warunek /11/25 0, a dtugo-
$ci $rednic pochylonej elipsy wynosza [4]:

Dotyczy to tez pierwiastkéw /1’1/2: 1+p,, réwnania
(1-4")2 —p? =0 dla macierzy korelacji r,
osiach (1£p, )"

wEp,, Obie macierze ¢

" Jej elipsa o pél-
wpisana jest w kwadrat +1 i styczna
s Ly 52 WiC potdodatnio okreslone.
Transformacje liniowa mierzonych bezposérednio dwu pa-
rametréw ilustruje analitycznie i liczbowo przyktad 1.

Przyktad 1

Mezurand wyjéciowy o dwu parametrach z, y wyznacza sie
z wejsciowych danych pomiarowych §, 7 o dwuparametro-
wym rozkladzie normalnym jako ich sume i réznice. Ta li-
niowa operacja ma posta¢ wektorowa

e MR A R

Standardowe niepewnosci dla kazdej ze sktadowych wek-

tora wyjsciowego [z,9]T mozna otrzymaé znana metoda li-
niowej propagacji niepewnoéci. Sa one ze soba skojarzone
statystycznie. Ich wspotezynnik korelacji p 1y TOZNA obliczy¢

metoda wektorowa. Z réwnan (4)—(6) wynika

2 2 2 2

c = 1 g 0.0,Py (|1 1 _ 9, .~ o,
7 1 ~1|loop o’ 1 -1 |o’-a> o’
<nFen n ¢ Y v

gdzie:

o =,0’+0°+200p , o =.0>+0>-200 p
x s n s ey y s n sl

Elementy niediagonalne macierzy kowariancji c,, nie za-
leza od Pey / c,, Wyznacza sig korelator

gdzie:

Py =——""
— wspdlezynnik korelacji zalezny od Pey wystepujacego we
wzorach dla o i o,

Przy nleskorelowanych sktadowych wektora wejéciowego
[€,7]", tj. dla pr,=0,mac ierz ¢, upraszcza sie

i woéwcezas:

77 Elipsarozrzutu wynikow
pomiaru o okreslonym

prawdopodobienstwie p<1 y
T
1.155

wektog Sredni [

\2-0.345

p
V2-1500 > 1.845 X

¢ (v2)-(1.500 + 0.100) 10 |00

" | (V2)(0.345 £ 0.001) |’ 0.0 [1.0

X o.1oo
= r(x,y)=

" | 1as5x0400 |

Rys. 3. Przyktad liniowego przeksztatcenia wektora losowego
[C,n]" w dwuelementowy wektor [x,y]" jako posrednio mie-
rzony mezurand wraz z oszacowaniem jego niepewnosci
i macierzy korelacji r(x, y)

Fig. 3. Example of linear transformation of the random vector [T, n]"
to the vector [x, y]T as indirectly evaluated two-variable
measurand together with estimation of its uncertainty and
correlation matrix r(x,y)
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Na rys. 3 u géry przedstawiono schematycznie operacje
przeksztalcania wektora wejéciowego o nieskorelowanych
sktadowych, a ponizej dane liczbowe obu wektoréw.

7 warto$ci elementéw korelatora r(x,y) wynika, ze nie-
pewnosci sktadowych wektora wyjsciowego sg silnie ze soba
skorelowane. Jednakze zaokraglenie wartosci niediagonal-
nych elementéw tego korelatora do 3 cyfr znaczacych, jak to
zaleca Przewodnika GUM w punkcie 7.2.6, spowodowaloby
degeneracje elipsy o P= 1 do przekatnej prostokata, tj. do
catkowicie deterministycznej wspélzaleznosci niepewnosci
obu sktadowych.

Ujecie wektorowe mozna réwniez stosowaé¢ w analizie
i prognozowaniu traktowanych losowo bledéw granicznych
pomiaréw wieloparametrowych. Jesli nie mozna a priori
oszacowaé wartosci ich wspétezynnikéw korelacji, to dla du-
zych wartoéci przyjmuje sie rowne 1 i przewidywane znaki,
badz najniekorzystniejszy ich wariant. Natomiast gdy ko-
relacja moze by¢ niewielka, zaklada sie jej wspdlczynniki
rowne zeru.

Znieksztatcanie wynikéw pomiaréw
wieloparametrowych przy nadmiernym
zaokraglaniu

Najprostsza, powszechnie stosowana transformacja danych
pomiarowych jest zaokraglanie liczbowych estymatoréw ich
wartosci i niepewnosci oraz elementéw macierzy kowarian-
¢ji (lub korelacji). Jest to operacja nieliniowa, ktéra dla
skojarzonych danych wieloparametrowych mozna obecnie
stosowaé jedynie zgodnie z zasadami probabilistyki, gdyz
w metrologii prawnej nie ma jeszcze zadnych zalecen, jak
poprawnie zaokragla¢ dane multimezurandu.
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Estymatory wartosci oczekiwanej, niepewnosci i wspél-
czynniki korelacji mierzonego posrednio mezurandu Y sa
ze soba powiazane przez zaleznosci od parametréw mezu-
randu wejsciowego X. Zalecane w GUM niezalezne zaokra-
glanie sktadowych wektora i elementéw macierzy korelacji
moze daé¢ wynik niepoprawny. Dla wynikéw badan w fizyce
oraz wyznaczania wartosci i doktadnoéci statych fizycznych
V.Ezhela zaproponowal, aby konsekwentne stosowaé zasa-
de zachowywania potdodatniej okreslonoéci macierzy kowa-
riancji przy wszelkich przeksztalceniach, tj. by utrzymywacé
koniec zaokraglanego wektora wewnatrz otrzymywanego ob-
szaru rozrzutu dla pierwotnych (niezaokraglonych) danych
pomiarowych. W literaturze naukowej znalez¢é mozna wiele
przykladow prezentacji wynikéw pomiaréw i ich oszacowan
oraz procedur wymiany danych, ktore nie spelniajg takich
wymagan (patrz [3] i uwagi oznaczone symbolem m na koricu
[6]). Oto przyczyny powstawania nieprawidlowosci:

(i) Podaje sie wartosci $rednie i odchylenia standardowe

sktadowych mezurandu, a pomija korelator.

(ii) Dane liczbowe estymatoréw sa ,nadmiernie zaokragla-

ne”, skutkiem czego macierz kowariancji przestaje by¢

dodatnio okreslona.

Koncowy, zbytnio zaokraglony wektor éredni wycho-

dzi poza granice obszaru rozrzutu niezaokraglonych

wynikow obserwacji pomiarowych na wiele odchylen
standardowych. Jest to najbardziej szkodliwa — ukryta
dezinformacja, gdyz oszacowanie niepewnosci wekto-
ra jest zwiazane z rozmiarami tego obszaru rozrzutu.

Na rys. 4 pokazano przyklady takich znieksztalcen dla
poczatkowo poprawnych oszacowan wyniku mezurandu
jako wektora [z,y]T o wartosciach skltadowych z rys. 3, ktére
sg konsekwencja:

- zignorowania korelacji (2),

- zaokraglenia elementéw korelatora do 3 cyfr po przecinku
wg zalecenia GUM (3),

- zaokraglenia ostatniej jednej lub dwoch cyfr znaczacych dla
wartoéci $rednich skladowych wektora i ich niepewno$ci,
dokonane wg zaleceiit GUM dla mezurandu skalarnego (4).
Przypadki te oszacujemy liczbowo wzgledem wartosci po-

prawnych dla surowych danych pomiarowych z przyktadu 1.

Przyktad 2

Wyniki pomiaréw posrednich mezurandu Y wg rys. 3:
Y = [1,845(100); 1,155(100)]

4a. Zaokraglenie pojedynczej ostatniej cyfry:

Y, = [1,84(10); 1,16(10)]
Wektor réznicy: AY, =Y, -Y = [-0,005; 0,005]
4b. Zaokraglenie dwu ostatnich cyfr:

Y, = [1,8(10);  1,16(10)]
Wektor réznicy: AY,=Y, -Y = [-0,045; 0,045]

W analizie macierzowej wektoréow losowych do oceny po-
lozenia konca wektora zaokraglonego wzgledem centrum elip-
soidalnego obszaru rozproszenia stosuje sie miare odleglosci
wg Mahalanobisa [13], w ktérej réznice wspolrzednych sa
odniesione do odchylen érednich standardowych. Otrzymuje
sie wtedy forme kwadratowsa

1
g0

@y

2 =AY -

r(z,y)" - AY " (7)

Dla elipsy stycznej wewnetrznie do bokéw prostokata
+(0,,0,) jest x*=1.

Dla przypadkéw 4a i 4b zaokraglenia wektora otrzymano:

1 1
? = [- 0,005; 0,005 - ——  —————.
ol ] 0,01 1-0,9998>
1 -0,9998 | [-0,005
: . =25>>1
-0,9998 1 0,005
L1
0,01 1-0,9998 >
1 -0,9998 | [-0,045
-0,9998 1 0,045

22 =[- 0,045; 0,045] -

}:2025»1!

Oba zaokraglone wektory érednie

x = 1.845(100)
y = 1.155(100)

1.155
x = 1.84(10)
y=1.16(10)
x = 1.8(1)
y=1.2(1)

1.0000 0.9998
0.9998 1.0000

wychodza wiec znacznie poza ob-
szar rozproszenia pierwotnych, tj.
niezaokraglonych danych na wiele
odchylen standardowych. Autorzy
publikacji czesto jednak obszar ten
wiaza blednie z koncem zaokraglo-
nego wektora, jak to pokazano na

rys. 4.

2.Zignorowana
korelacja

y

1.155

1.845 X

Rys. 4. Warianty nieprawidtowego przedstawiania danych skorelowanych
Fig. 4. Examples of not proper presentation of correlated two-parameter data

4. Wektor sredni nadmiernie zaokraglony
Przesuniecia obszaru rozrzutu

Tak wiec zaokraglanie sktadowych
wektora Sredniego i ich niepewnosci
wg zalecen GUM moze daé¢ wyso-
ce niepoprawny rezultat. Blad ten
trudno jest wykry¢ i skorygowaé bez
dostepu do danych oryginalnych. Wy-
nika stad koniecznosé jak najszyb-
szej normalizacji procedury zapisu
1.845 x danych pomiarowych i przetwarza-
nych oraz sposobu ich zaokraglania
w pomiarach wieloparametrowych.
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[
Podsumowanie czesci 1

W artykule oméwiono w zarysie zasady opisu skojarzo-
nych wieloparametrowych wielkosci losowych i propagacje
ich niepewnosci przy liniowym przetwarzaniu wynikéw ich
pomiaréw oraz posredniego wyznaczania parametrow mul-
timezurandu wyjsciowego [3, 5, 6]. Zaokraglenia warto$ci
$rednich, niepewnoéci i wspélczynnikéw korelacji wielko-
$ci skladowych tego mezurandu sa ze soba powiazane. Dla
wielkosci modelowanych wieloparametrowym rozkladem
normalnym bardzo przydatnym w praktyce narzedziem ma-
tematycznym jest algebra wektoréw losowych. Stosuje sie ja
do szacowania wynikow eksperymentéw w fizyce i w metro-
logii o najwyzszej doktadnosci — przy wyznaczaniu wartosci
liczbowych jednostek miar i podstawowych statych fizycz-
nych.

W pomiarach wieloparametrowych nie mozna rutynowo
korzystaé z procedur opracowanych i znormalizowanych dla
pojedynczej wielko$ci mierzonej. W pracach [3, 5, 6] za-
leca sie, aby dla fizycznych eksperymentéw poznawczych
w procedurze przetwarzania wynikéw pomiarowych po kaz-
dym przeksztalceniu $ledzi¢ zmiany granic obszaru rozrzutu
i powiazanie wektora wartoséci éredniej z tym obszarem, tj.
sprawdzaé, czy jego wierzchotek nadal lezy wewnatrz ob-
szaru rozproszenia przeksztalconych, lecz niezaokraglonych
danych pomiarowych.

Decyzja o ostatecznej formie cyfrowej prezentacji parame-
tréw multimezurandu wyznaczonych posrednio z wynikéw
pomiaréw, tj. zaokraglenie jego sktadowych i niepewnosci
oraz wspotczynnikéw korelacji, zalezy w decydujacym stop-
niu od doktadnoéci i powtarzalno$ci wynikéw otrzymanych
w poczatkowej czesci systemu pomiarowego i od liczno$ci
elementéw ich prébek pomiarowych. Bez tych danych ocena
doktadnosci multimezurandu wyjsciowego nie jest w pelni
mozliwa, gdyz decyduja one o ostatecznym zaokraglaniu
jego parametréw. ).

Pomiary wieloparametrowe coraz powszechniej wystepuja
w réznych badaniach technicznych i uzytkowych. Wyznacza-
nie i zaokraglanie wynikéw takich pomiaréw i sposéb nume-
rycznej prezentacji ich danych sa obecnie dowolne, nie objete
zadnymi normami ani zaleceniami. W fizyce i w metrologii
oraz wszedzie tam, gdzie stosuje sie zautomatyzowane elek-
troniczne systemy do pomiaréw wieloparametrowych niecier-
piaca zwloki jest standaryzacja sposobu opisu dokladnosci
tych systeméw oraz procedur przetwarzania, wyznaczania
i prezentacji wynikéw pomiaréw z wykorzystaniem wspolcze-
snej statystyki matematycznej. Obok stopniowego wdrazania
opiséw uniwersalnych, w tym algebry wektoréw losowych,
moga tu znalezé zastosowanie inne wyspecjalizowane narze-
dzia matematyczne, takie jak statystyka na powierzchniach
krzywoliniowych [2] dla zaleznosci silnie nieliniowych oraz
teoria kopul [9].

Aby przyblizy¢ stosowanie przedstawionego podejscia
w technice pomiarowej, w drugiej czesci pracy zostana omé-
wione zastrzezenia do sformulowan w kilku zaleceniach Prze-
wodnika GUM zwiazanych z pomiarami wieloparametrowymi
i przeanalizowany szczegdlowo przyklad numeryczny H.2.
Przedstawione zostana reguly zaokraglania wynikéw tych
pomiaréw, ktére nalezy wlaczyé do opracowywanego obec-
nie Suplementu 2.
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Evaluation of multimeasurand parameters from
multivariable measurements
Part 1 Outline of the theoretical backgrounds

Abstract: A publication is a brief introduction to the principles of
the correct numerical expression and evaluation of multiparameter
measurement results. The publication precedes still unpublished
Supplement 2 of the Guide GUM, which has to comprehensively
address these issues. Part 1 provides the theoretical basis
of determining the estimates, uncertainties and correlation
coefficients of the indirectly measured multi-measurand processed
from data of the simultaneously measured variables. In discussing
the algebra of random vectors is used. Numerical examples
illustrate the linear transformation of two variables and the types of
improperly evaluated results — data corruption that may occur with
over-rounding. The possibility of application these considerations
in the measurement will be considered in the second part of this
publication.

Keywords: uncertainty, indirect multidimensional measurements,
multimeasurand, correlated data

Appendix: In order to implement presented here the procedure
to applied measurements in the Part 2 will be discussed some
objections to the wording of few recommendations and an example
numerical H.2 of Guide GUM. Submitted will be also rounding
rules of multiparameter measurements should be included to the
currently prepared Supplement 2.
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