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STABILIZACJA UKEADOW CALKUJACYCH ULAMKOWEGO
RZEDU Z OPOZNIENIEM ZA POMOCA ULAMKOWEGO
REGULATORA PD

W pracy rozpatrzono problem stabilnosci uktadow regulacji automatycznej
ztozonych z regulatora PD ulamkowego rzedu oraz obiektu catkujqcego
utamkowego rzedu z opoznieniem. Wykorzystujqc klasycznqg metode podziatu D
podano proste analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarow
stabilnosci na plaszczyznie parametrow rozpatrywanego uktadu regulacji.
Zaproponowane metody zastosowano takze do wyznaczania obszarow stabilnosci
dla zadanych zapasow stabilnosci modutu i fazy.

STABILIZATION OF FRACTIONAL-ORDER INTEGRATOR PLANTS
WITH TIME DELAY USING FRACTIONAL PD CONTROLLER

The paper presents the stability problem of control systems composed of
a fractional-order PD controller and a integrator plant of a fractional order with
time delay. Using the classical D-partition method, a simple and efficient
computational method for determining stability regions in the controller and plant
parameters space is given. The presented method is also used for obtaining
stability regions for specified gain and phase margins requirements.

1. WSTEP

Regulator proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujacy (PID) jest nadal podstawowym
urzadzeniem wykorzystywanym w przemyslowych ukladach automatyki. Zwiazane jest to
migdzy innymi z prostota dziatania, tatwos$cig instalacji oraz niskim kosztem. Literatura na
temat doboru warto$ci parametrow regulatora zapewniajacych okreslone kryteria jakosci
(syntezy parametrycznej) jest obszerna, np. [1, 7, 14, 15].

W ostatnich latach obserwuje si¢ wzrost zainteresowania uktadami dynamicznymi opisanymi
utamkowymi réwnaniami rézniczko-catkowymi, np. [8-10, 16]. Regulator PID ulamkowego
rzedu, okreslony jako PI"D*, zostat zaproponowany w pracy [11]. W regulatorze tym rzad
catkowania A oraz rozniczkowania u sa w ogolnym przypadku dowolnymi nieujemnymi
liczbami rzeczywistymi. Problem doboru nastaw regulatorow utamkowego rzedu dla
obiektow regulacji bez opdznienia transportowego rozpatrywany byl miedzy innymi
w pracach [4, 6, 10, 17]. Wykazano tam, ze zastosowanie regulatora utamkowego PI*D*
o pigciu stopniach swobody poprawia wskazniki jakosci regulacji. Badania przeprowadzono
dla modeli obiektow regulacji catkowitego 1 utamkowego rzedu. W pracy [5] rozpatrzono
problem stabilnosci ukladéw regulacji zloZzonych z utamkowego regulatora i obiektow
utamkowego rzgdu z opdznieniem.

W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem badania stabilno$ci uktadow regulacji
automatycznej ztozonych z regulatora PD" i obiektu calkujacego utamkowego rzedu
z opdznieniem. Zostang podane analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszar6w
stabilno$ci w przestrzeni parametréw rozpatrywanego uktadu regulacji. Proponowane metody
oparte sa na klasycznej metodzie podzialu D oraz podejsciu przedstawionym w pracach [12, 13].
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej pokazany na rys. 1.
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Rys. 1. Rozpatrywana struktura uktadu regulacji automatyczne;j

Obiekt regulacji opisany jest transmitancja operatorowa w postaci cztonu catkujacego
utamkowego rz¢du z opdznieniem

Ke —sh
’
s B

G(s) = h>0, K>0, (1)

gdzie f jest dodatnig liczba rzeczywista. Bedziemy przyjmowaé, ze f<(0,2). Przy f=1
transmitancja (1) opisuje czton catkujacy z opdznieniem. Na rys. 2 pokazano odpowiedzi
skokowe A(?) obiektu (1) wyznaczone dla kilku wartosci fprzy K=1,h=1.

8

Rys. 2. Odpowiedzi skokowe obiektu (1) wyznaczone dla kilku warto$ci fprzy K=1,h=1

Transmitancja regulatora PD ulamkowego rzgdu ma postaé

C(s) =k, +k,s", (2)
gdzie u jest utamkowym rzedem czesci rozniczkujacej regulatora. W przypadku ogdlnym
jest dodatnig liczba rzeczywista, bedziemy przyjmowa¢ p<2. Dla u=1 otrzymamy
transmitancj¢ operatorowa klasycznego regulatora PD.
Na rys. 1 w torze glownym sterowania wystepuje tzw. tester zapasu modutu 1 fazy
Aexp(—j¢@), gdzie 4 1 ¢ sa to odpowiednio zapas modutu i zapas fazy. Tester ten nie

wystgpuje w rzeczywistym ukladzie regulacji, wykorzystywany jest on tylko przy syntezie
parametrycznej regulatora. Warto$ci parametrow regulatora dobiera si¢ tak, aby uktad



Pomiary Automatyka Robotyka 2/2010

regulacji charakteryzowat si¢ okre§lonymi zapasami stabilno$ci modutu i fazy. W typowych
uktadach sterowania zapas fazy wynosi od 30° do 60°, natomiast zapas modutu od 5 dB do
10 dB. Zapasy te zwiazane sa ze wskaznikami jakosci okre§lanymi na podstawie odpowiedzi
skokowych uktadu regulacji automatycznej, tj. przeregulowaniem, czasem regulacji.
Wielkosci te zaleza przede wszystkim od zapasu stabilno$ci fazy [18].

Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu regulacji ma postac
w(s) = Ae‘”’K(kP +k,s")e ™" +s”. 3)

Podstawowym wymaganiem stawianym uktadom regulacji automatycznej jest ich stabilno$¢
asymptotyczna. W przypadku uktadéw utamkowego rzedu rozpatrujemy stabilno$¢ w sensie
ograniczone wejscie-ograniczone wyjscie, ktora dalej bedziemy krotko nazywaé stabilnoscia,
np. [3]. Rozpatrywany uktad regulacji automatycznej jest stabilny, gdy jego quasi-wielomian
charakterystyczny utamkowego stopnia (3) jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera maja ujemne
czesci rzeczywiste [5].

W przypadku ogodlnym quasi-wielomian ma nieskonczenie wiele zer i nie istnieja ogdlne
metody analityczne sluzace do badania jego stabilno$ci. Badanie stabilnosci quasi-
wielomianow zazwyczaj jest dokonywane metodami graficznymi, np. kryterium Michajtowa.
Ponadto quasi-wielomian (3) jest quasi-wielomianem utamkowego stopnia, co jeszcze
bardziej komplikuje problem badanie jego stabilno$ci. Przy ustalonej transmitancji obiektu
(1) stabilno$¢ quasi-wielomianu (3) zalezy od wartoSci parametrow regulatora k,, k; oraz p.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody wyznaczania obszaréw stabilnosSci
Ww przestrzeni parametréw obiektu (1) i1 regulatora (2). Kazdemu punktowi z wyznaczonego
obszaru odpowiada stabilny uktad regulacji, ktory charakteryzuje si¢ okreslonymi
warto$ciami zapasow stabilnosci modutu i fazy.

2. GLOWNY REZULTAT

Mnozac quasi-wielomian (3) przez exp(sh) otrzymamy nowy quasi-wielomian o postaci
w(s):Ae’j"’K(kp +k,s")+s7e”. (4)

ktoéry ma te same zera co quasi-wielomian (3). Stosujac w quasi-wielomianie (4) podstawienie
z = sh po przeksztalceniach otrzymamy quasi-wielomian

w(z) = Ae”?(a, +a,z")+ z"¢". (5)
gdzie a, = Kk,h"™*, a, = Kkph'g.

Wykorzystujac klasyczna metod¢ podzialu D [2] mozemy wyznaczy¢ obszary stabilnosci
W przestrzeni parametrow (a,,a,). Obszary te okreSlaja zbior warto$ci parametrow, dla

ktérych rozpatrywany uklad regulacji automatycznej jest stabilny. Granice stabilno$ci
(podziatu D) odpowiadaja takim warto$ciom parametrow, dla ktéorych quasi-wielomian
charakterystyczny (5) ma przynajmniej jedno zero potozone na osi urojonej, w tym
w nieskonczonosci. Moze to by¢ zero rzeczywiste, para zer urojonych sprzgzonych
o skonczonej wartosci czgsci urojonej lub para zer urojonych sprzezonych o nieskonczenie
duzej czesci urojonej. Wobec tego granice podzialu D dzielimy na granice: zer rzeczywistych,
zer zespolonych i zer w nieskonczonosci.
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Granica zer w nieskonczonos$ci zalezy od postaci cztonu dominujacego quasi-wielomianu (5),
(patrz np. [2, 12]) o postaci

az’ +z%e. (6)
W zaleznosci od rzedu p 1 S quasi-wielomian (5) moze by¢ typu neutralnego (u= p),
wyprzedzonego (x> f) lub opoznionego (u< f). Jezeli quasi-wielomian (5) jest typu
wyprzedzonego to jest on zawsze niestabilny. Latwo zauwazy¢, ze jezeli quasi-wielomian (5)

jest typu opdznionego to granica zer w nieskonczonosci nie istnieje. Granica ta istnieje tylko
dla quasi-wielomiandw typu neutralnego 1 ma ona posta¢ a, = 1.

Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (5), ktory
ma zero z = 0. Latwo zauwazy¢, Ze na pltaszczyznie (a,,a,) granica zer rzeczywistych quasi-

wielomianu (5) jest linia prosta a, =0.

Granica zer zespolonych odpowiada takim wartosciom a, 1 a,, dla ktérych quasi-wielomian

(5) ma zera urojone sprz¢zone. Granicg zer zespolonych wyznacza si¢ rozwiazujac wzglgdem
a, 1 a, rownanie
w(jw)= Ae[a, +a,(jo) 1+ (jw)’ e’ (7)

Otrzymuje si¢ je przyrownujac do zera quasi-wielomian (5) przy z= jw. Rownanie
zespolone (7) jest spelnione, gdy odpowiednio jego czgsci rzeczywiste 1 urojone sa rowne 0,
tj.

Re[w(jw)] =0, ®)
Im{w(jw)] = 0. ©)
Rozwiazujac uktad rownan (8), (9) wzgledem q, 1 a, odpowiednio otrzymamy
_ B
a, :w—sin(£ﬂ+a}+¢} (10)
A sin(ﬂ ,uj 2
2
o’ (7
a,=———sin| —(f-p)+o+¢| (11)
(7 2
Asm[2 ,u)

Linia krzywa o opisie parametrycznym (10), (11), wykreslona w funkcji @, przy zadanych
wartosciach 4, @, B, 4 wyznacza na plaszczyznie (a,,a,) granicg zer zespolonych quasi-
wielomianu (5).

Otrzymane granice podziatu D dziela przestrzen parametrow uktadu regulacji na obszary D(k)
o skofczonej liczbie zer quasi-wielomianu (5) o dodatniej czgsci rzeczywistej. Dowolny
punkt w D(k) odpowiada takim wartosciom parametrow regulatora, dla ktorych quasi-
wielomian (5) ma dokladnie & zer o dodatniej czgSci rzeczywistej. Jezeli obszar D(0) istnieje
(nie jest pusty), to jest on obszarem stabilnos$ci rozpatrywanego uktadu regulacji
automatycznej. W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem stabilnosci nalezy zbadac
stabilno$¢ quasi-wielomianu (5) dla jednego punktu z tego obszaru, stosujac np. uogélnione
na przypadek quasi-wielomianéw utamkowego stopnia kryterium Michajtowa [3].
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Przyjmujac =1, u=1 w (10), (11) otrzymamy opis parametryczny granicy zer zespolonych
dla przypadku uktadu regulacji z klasycznym regulatorem PD 1 obiektem catkujacym [13].
Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (5) w przypadku utamkowego rzedu S obiektu (1)
pokazane sa na rys. 3. Obszary stabilnosci zostaty wyznaczone przy 4 =1, ¢=0°, £=0.5 dla
warto$ci 4 zmieniajacych si¢ od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 (regulator PD"”). Z rys. 3 wynika,
ze dla f> 1 obszary stabilno$ci sq mniejsze niz dla f=1.

Obszary stabilno$ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy 4 =1, ¢=0°, =1 dla warto$ci
4 zmieniajacych si¢ od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 pokazane sa na rys. 4. Z rys. 4 wynika, ze dla
1 <1 obszary stabilno$ci sa wigkszy niz dla = 1. Zwigkszanie i powyzej jedynki powoduje
zmniejszanie obszardéw stabilnosci, az w koncu przy u = 2 przestaje on istniec.

Zauwazmy, ze réznym warto$ciom f, 1 odpowiadaja rozne obszary stabilnosci. Zastosowanie

regulatora PD* pozwala na zwigkszenie obszarow stabilno$ci poprzez odpowiedni dobor
utamkowego rzg¢du czesci rozniczkujacej regulatora.

Rys. 3. Obszary stabilnos$ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy 4 = 1, ¢=0°, = 0.5 dla wartosci
B zmieniajacych si¢ od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 (regulator PD*)

I L
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N

Rys. 4. Obszary stabilno$ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy 4 = 1, ¢=0°, f=1 dla wartosci u
zmieniajacych si¢ od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4
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Podstawowym zadaniem regulatora jest zapewnienie stabilno$ci uktadu regulacji oraz
okreslonych celéw regulacji. Warto$ci parametréw regulatora wyznacza si¢ na przyktad
z uwzglednieniem zadanych zapasdéw stabilno$ci modutu i fazy.

Otrzymane opisy granic stabilnosci (podzialu D) umozliwiaja wyznaczenie obszaréw
stabilnosci dla zadanych zapaséw modutu 1 fazy. Przy wyznaczaniu obszaréw stabilnosci dla
okreslonego zapasu modutu 4 nalezy przyja¢ ¢ =0, natomiast dla okreslonego zapasu fazy ¢
nalezy przyja¢c A=1. Wigksze znaczenie ma zapas fazy, gdyz jest on zwiazany
z oscylacyjnos$cia odpowiedzi skokowej uktadu regulacji [18].

Na rys. 4 pokazano obszary stabilnosci rozpatrywanego uktadu regulacji z regulatorem PD’?
wyznaczone dla kilku wartosci ¢ przy A=1, p=1. Wybierajac punkt z obszaru
ograniczonego linia krzywa wyznaczona dla zadanej wartosci ¢ 1 linia prosta a, =0
otrzymamy warto$ci parametréw, przy ktorych uktad regulacji ma zapas stabilnosci fazy
wigkszy niz warto$¢ ¢ przyjeta do wyznaczenia granicy zer zespolonych.

Rys. 5. Obszary stabilno$ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone dla kilku
wartoéci ¢ przy A =1, =1, = 0.5 (regulator PD"’)

Przyklad. Nalezy wyznaczy¢ wartosci parametrow regulatora PD¥, dla ktérych rozpatrywany
uktad regulacji automatycznej z obiektem (1) o wartosciach parametrow K =1, h=10,5, f=1,
jest stabilny.

Obszary stabilno$ci rozpatrywanego uktadu wyznaczone dla kilku wartosci ¢ sa pokazane na
rys. 5, przy czym = 0.5. Przyjmujac ¢ = 60°, obszar stabilnosci jest ograniczony odcinkiem
linii prostej a, =0 oraz linii krzywej odpowiadajacej ¢=60°. Dowolny punkt lezacy
wewnatrz tego obszaru okreéla parametry regulatora PD’° zapewniajace zapas fazy wickszy
niz 60°. Wybierajac dowolny punkt lezacy wewnatrz tego obszaru, np. o wspotrzednych
a, =0,5, a, =0,4, (punkt 1 na rys. 5) otrzymamy dehﬂ"‘ =0.5, Kkphﬂ =0,4. Obliczajac
z powyzszych zalezno$ci wartoci nastaw regulatora PD™® otrzymamy k, = 0,707, k,=0,8,

dla ktorych zapas fazy wynosi 67,08°. W tabeli 1 podano wyznaczone warto$ci parametrow
regulatora oraz odpowiadajace im zapasy stabilnos$ci dla czterech punktow zaznaczonych na
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rys. 5. Z tabeli wynika, ze wszystkie uktady regulacji charakteryzuja si¢ wigkszym zapasem
fazy od tego jaki przyjeto do wyznaczenia granic zer zespolonych. Na rys. 6 pokazano
logarytmiczne charakterystyki czgstotliwosciowe modutu i1 fazy wraz z zaznaczonymi
zapasami stabilno$ci. Tabela 1 1 rys. 6 potwierdzaja rezultat otrzymany wczesnie] na
podstawie metody podziatu D, ze punkt z wyznaczonego obszaru stabilnosci zapewnia

okreslone warto$ci zapasu fazy.
Tabela 1. Zapasy modutu i fazy

Punkt Nastawy regulatora PD*” Zapas modutu 4 [dB] Zapas fazy ¢ [°]
1 k, =038, k, =0,707 11,88 67,08
2 k, =12, k, =0,707 8,36 55,62
3 k, =16, k, =0,707 5,86 44,16
4 k, =20, k, =0,707 3,92 32,70
g, /711880 (pray3.14 radis), ¢ =67.08 ° (przy 0.8 rads) g 83698 (proy314rads) = 5562 ® (przy 1.2 radis)
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Rys. 6. Logarytmiczne charakterystyki czgstotliwosciowe modutu i fazy wyznaczone
przy ks = 0,707, k, = 0,8; 1,2; 1,6; 2 (regulator PD"")

507



508

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2010

Na rys. 7 pokazano charakterystyki skokowe uktadu regulacji wyznaczone dla otrzymanych
warto$ci nastaw regulatora (punktow z obszarow stabilno$ci). Z rysunku wynika, ze dla
wigkszego zapasu fazy ¢ wystepuje mniejsze przeregulowanie.

1.8

1.6

1.4

1.2

1
»@)
0.8+ H- £

0.6

0.4

0.2

Rys. 7. Odpowiedzi skokowe uktadu regulacji

4. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem badania stabilnosci uktadéw regulacji automatycznej
ztozonych z ulamkowego regulatora PD“ i obiektu calkujacego utamkowego rzedu
z opoznieniem. Wykorzystujac metode podziatu D podano analityczno-komputerowa metode
wyznaczania obszarow stabilno$ci w przestrzeni parametrOw rozpatrywanego uktadu
regulacji. Dowolny punkt z wyznaczonego obszaru odpowiada takim warto$ciom parametréw
uktadu regulacji, dla ktérych jest on stabilny, tj. jego bieguny leza w otwartej lewej
polptaszczyznie. Zaproponowana metodg zastosowano takze do wyznaczania obszaréw
stabilnosci dla zadanych zapasow modutu i1 fazy, wowczas dowolny punkt z obszaru
odpowiada takim wartoSciom parametrow, dla ktorych uktad regulacji charakteryzuje sig
zapasem stabilno$ci nie mniejszym od zadanego.

Obszary stabilnosci oraz charakterystyki czgstotliwosciowe i1 skokowe rozpatrywanego
uktadu regulacji automatycznej wykonano w srodowisku systemu Matlab.

Prace wykonano w ramach projektu badawczego N N514 1939 33 finansowanego przez
Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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