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STABILIZACJA UK ADÓW CA KUJ CYCH U AMKOWEGO 
RZ DU Z OPÓ NIENIEM ZA POMOC  U AMKOWEGO 

REGULATORA PD 
W pracy rozpatrzono problem stabilno ci uk adów regulacji automatycznej 
z o onych z regulatora PD u amkowego rz du oraz obiektu ca kuj cego 
u amkowego rz du z opó nieniem. Wykorzystuj c klasyczn  metod  podzia u D 
podano proste analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarów 
stabilno ci na p aszczy nie parametrów rozpatrywanego uk adu regulacji. 
Zaproponowane metody zastosowano tak e do wyznaczania obszarów stabilno ci 
dla zadanych zapasów stabilno ci modu u i fazy. 

STABILIZATION OF FRACTIONAL-ORDER INTEGRATOR PLANTS 
WITH TIME DELAY USING FRACTIONAL PD CONTROLLER 

The paper presents the stability problem of control systems composed of 
a fractional-order PD controller and a integrator plant of a fractional order with 
time delay. Using the classical D-partition method, a simple and efficient 
computational method for determining stability regions in the controller and plant 
parameters space is given. The presented method is also used for obtaining 
stability regions for specified gain and phase margins requirements. 

 
1. WST P 
Regulator proporcjonalno-ca kuj co-ró niczkuj cy (PID) jest nadal podstawowym 
urz dzeniem wykorzystywanym w przemys owych uk adach automatyki. Zwi zane jest to 
mi dzy innymi z prostot  dzia ania, atwo ci  instalacji oraz niskim kosztem. Literatura na 
temat doboru warto ci parametrów regulatora zapewniaj cych okre lone kryteria jako ci 
(syntezy parametrycznej) jest obszerna, np. [1, 7, 14, 15]. 
W ostatnich latach obserwuje si  wzrost zainteresowania uk adami dynamicznymi opisanymi 
u amkowymi równaniami ró niczko-ca kowymi, np. [8-10, 16]. Regulator PID u amkowego 
rz du, okre lony jako PI D , zosta  zaproponowany w pracy [11]. W regulatorze tym rz d 
ca kowania  oraz ró niczkowania  s  w ogólnym przypadku dowolnymi nieujemnymi 
liczbami rzeczywistymi. Problem doboru nastaw regulatorów u amkowego rz du dla 
obiektów regulacji bez opó nienia transportowego rozpatrywany by  miedzy innymi 
w pracach [4, 6, 10, 17]. Wykazano tam, e zastosowanie regulatora u amkowego PI D  
o pi ciu stopniach swobody poprawia wska niki jako ci regulacji. Badania przeprowadzono 
dla modeli obiektów regulacji ca kowitego i u amkowego rz du. W pracy [5] rozpatrzono 
problem stabilno ci uk adów regulacji z o onych z u amkowego regulatora i obiektów 
u amkowego rz du z opó nieniem. 
W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem badania stabilno ci uk adów regulacji 
automatycznej z o onych z regulatora PD  i obiektu ca kuj cego u amkowego rz du 
z opó nieniem. Zostan  podane analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarów 
stabilno ci w przestrzeni parametrów rozpatrywanego uk adu regulacji. Proponowane metody 
oparte s  na klasycznej metodzie podzia u D oraz podej ciu przedstawionym w pracach [12, 13]. 
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2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 
We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej pokazany na rys. 1.  
 
 
 
 
 

Rys. 1. Rozpatrywana struktura uk adu regulacji automatycznej 

Obiekt regulacji opisany jest transmitancj  operatorow  w postaci cz onu ca kuj cego 
u amkowego rz du z opó nieniem 
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gdzie  jest dodatni  liczb  rzeczywist . B dziemy przyjmowa , e ).2,0(  Przy 1  
transmitancja (1) opisuje cz on ca kuj cy z opó nieniem. Na rys. 2 pokazano odpowiedzi 
skokowe h(t) obiektu (1) wyznaczone dla kilku warto ci  przy K  1, h  1. 
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Rys. 2. Odpowiedzi skokowe obiektu (1) wyznaczone dla kilku warto ci  przy K  1, h  1 

Transmitancja regulatora PD u amkowego rz du ma posta  
,)( skksC dp       (2) 

gdzie  jest u amkowym rz dem cz ci ró niczkuj cej regulatora. W przypadku ogólnym  
jest dodatni  liczb  rzeczywist , b dziemy przyjmowa  .2  Dla 1 otrzymamy 
transmitancj  operatorow  klasycznego regulatora PD.  
Na rys. 1 w torze g ównym sterowania wyst puje tzw. tester zapasu modu u i fazy 

)exp( jA , gdzie A i  s  to odpowiednio zapas modu u i zapas fazy. Tester ten nie 
wyst puje w rzeczywistym uk adzie regulacji, wykorzystywany jest on tylko przy syntezie 
parametrycznej regulatora. Warto ci parametrów regulatora dobiera si  tak, aby uk ad 

)(0 ty

- 

)(ty)(tu )(sG)(sCjAe



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2010

503automation 2010automation 2010

regulacji charakteryzowa  si  okre lonymi zapasami stabilno ci modu u i fazy. W typowych 
uk adach sterowania zapas fazy wynosi od 30  do 60 , natomiast zapas modu u od 5 dB do 
10 dB. Zapasy te zwi zane s  ze wska nikami jako ci okre lanymi na podstawie odpowiedzi 
skokowych uk adu regulacji automatycznej, tj. przeregulowaniem, czasem regulacji. 
Wielko ci te zale  przede wszystkim od zapasu stabilno ci fazy [18].  
Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uk adu regulacji ma posta  

.)()( seskkKAesw sh
dp

j      (3) 

Podstawowym wymaganiem stawianym uk adom regulacji automatycznej jest ich stabilno  
asymptotyczna. W przypadku uk adów u amkowego rz du rozpatrujemy stabilno  w sensie 
ograniczone wej cie-ograniczone wyj cie, któr  dalej b dziemy krótko nazywa  stabilno ci , 
np. [3]. Rozpatrywany uk ad regulacji automatycznej jest stabilny, gdy jego quasi-wielomian 
charakterystyczny u amkowego stopnia (3) jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera maj  ujemne 
cz ci rzeczywiste [5].  
W przypadku ogólnym quasi-wielomian ma niesko czenie wiele zer i nie istniej  ogólne 
metody analityczne s u ce do badania jego stabilno ci. Badanie stabilno ci quasi-
wielomianów zazwyczaj jest dokonywane metodami graficznymi, np. kryterium Michaj owa. 
Ponadto quasi-wielomian (3) jest quasi-wielomianem u amkowego stopnia, co jeszcze 
bardziej komplikuje problem badanie jego stabilno ci. Przy ustalonej transmitancji obiektu 
(1) stabilno  quasi-wielomianu (3) zale y od warto ci parametrów regulatora kp, kd oraz .  
Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody wyznaczania obszarów stabilno ci 
w przestrzeni parametrów obiektu (1) i regulatora (2). Ka demu punktowi z wyznaczonego 
obszaru odpowiada stabilny uk ad regulacji, który charakteryzuje si  okre lonymi 
warto ciami zapasów stabilno ci modu u i fazy. 
 
2. G ÓWNY REZULTAT 
Mno c quasi-wielomian (3) przez )exp(sh  otrzymamy nowy quasi-wielomian o postaci 
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który ma te same zera co quasi-wielomian (3). Stosuj c w quasi-wielomianie (4) podstawienie 
shz  po przekszta ceniach otrzymamy quasi-wielomian 

.)()( 10
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gdzie ,1 hKka d  .0 hKka p  

Wykorzystuj c klasyczn  metod  podzia u D [2] mo emy wyznaczy  obszary stabilno ci 
w przestrzeni parametrów ).,( 01 aa  Obszary te okre laj  zbiór warto ci parametrów, dla 
których rozpatrywany uk ad regulacji automatycznej jest stabilny. Granice stabilno ci 
(podzia u D) odpowiadaj  takim warto ciom parametrów, dla których quasi-wielomian 
charakterystyczny (5) ma przynajmniej jedno zero po o one na osi urojonej, w tym 
w niesko czono ci. Mo e to by  zero rzeczywiste, para zer urojonych sprz onych 
o sko czonej warto ci cz ci urojonej lub para zer urojonych sprz onych o niesko czenie 
du ej cz ci urojonej. Wobec tego granice podzia u D dzielimy na granice: zer rzeczywistych, 
zer zespolonych i zer w niesko czono ci.  
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Granica zer w niesko czono ci zale y od postaci cz onu dominuj cego quasi-wielomianu (5), 
(patrz np. [2, 12]) o postaci 

.1
zezza        (6) 

W zale no ci od rz du  i  quasi-wielomian (5) mo e by  typu neutralnego (   ), 
wyprzedzonego (  > ) lub opó nionego (  < ). Je eli quasi-wielomian (5) jest typu 
wyprzedzonego to jest on zawsze niestabilny. atwo zauwa y , e je eli quasi-wielomian (5) 
jest typu opó nionego to granica zer w niesko czono ci nie istnieje. Granica ta istnieje tylko 
dla quasi-wielomianów typu neutralnego i ma ona posta  .11a  

Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (5), który 
ma zero .0z  atwo zauwa y , e na p aszczy nie ),( 01 aa  granic  zer rzeczywistych quasi-
wielomianu (5) jest linia prosta .00a  

Granica zer zespolonych odpowiada takim warto ciom 1a  i ,0a  dla których quasi-wielomian 
(5) ma zera urojone sprz one. Granic  zer zespolonych wyznacza si  rozwi zuj c wzgl dem 

1a  i 0a  równanie  

.)(])([)( 10
jj ejjaaAejw     (7) 

Otrzymuje si  je przyrównuj c do zera quasi-wielomian (5) przy .jz  Równanie 
zespolone (7) jest spe nione, gdy odpowiednio jego cz ci rzeczywiste i urojone s  równe 0, 
tj. 

,0)](Re[ jw       (8) 

.0)](Im[ jw       (9) 

Rozwi zuj c uk ad równa  (8), (9) wzgl dem 1a  i 0a  odpowiednio otrzymamy 
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Linia krzywa o opisie parametrycznym (10), (11), wykre lona w funkcji ,  przy zadanych 
warto ciach A, , ,  wyznacza na p aszczy nie ),( 01 aa  granic  zer zespolonych quasi-
wielomianu (5).  
Otrzymane granice podzia u D dziel  przestrze  parametrów uk adu regulacji na obszary D(k) 
o sko czonej liczbie zer quasi-wielomianu (5) o dodatniej cz ci rzeczywistej. Dowolny 
punkt w D(k) odpowiada takim warto ciom parametrów regulatora, dla których quasi-
wielomian (5) ma dok adnie k zer o dodatniej cz ci rzeczywistej. Je eli obszar D(0) istnieje 
(nie jest pusty), to jest on obszarem stabilno ci rozpatrywanego uk adu regulacji 
automatycznej. W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem stabilno ci nale y zbada  
stabilno  quasi-wielomianu (5) dla jednego punktu z tego obszaru, stosuj c np. uogólnione 
na przypadek quasi-wielomianów u amkowego stopnia kryterium Michaj owa [3].  
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Przyjmuj c   1,   1 w (10), (11) otrzymamy opis parametryczny granicy zer zespolonych 
dla przypadku uk adu regulacji z klasycznym regulatorem PD i obiektem ca kuj cym [13].  
Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (5) w przypadku u amkowego rz du  obiektu (1) 
pokazane s  na rys. 3. Obszary stabilno ci zosta y wyznaczone przy A  1,   0 ,   0.5 dla 
warto ci  zmieniaj cych si  od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 (regulator PD0.5). Z rys. 3 wynika, 
e dla  > 1 obszary stabilno ci s  mniejsze ni  dla   1.  

Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy A  1,   0 ,   1 dla warto ci 
 zmieniaj cych si  od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 pokazane s  na rys. 4. Z rys. 4 wynika, e dla 
 < 1 obszary stabilno ci s  wi kszy ni  dla   1. Zwi kszanie  powy ej jedynki powoduje 

zmniejszanie obszarów stabilno ci, a  w ko cu przy   2 przestaje on istnie . 
Zauwa my, e ró nym warto ciom ,  odpowiadaj  ró ne obszary stabilno ci. Zastosowanie 
regulatora PD  pozwala na zwi kszenie obszarów stabilno ci poprzez odpowiedni dobór 
u amkowego rz du cz ci ró niczkuj cej regulatora. 
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Rys. 3. Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy A  1,   0 ,   0.5 dla warto ci 

 zmieniaj cych si  od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4 (regulator PD0,5) 
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Rys. 4. Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone przy A  1,   0 ,   1 dla warto ci  

zmieniaj cych si  od 0,2 do 1,8 z krokiem 0,4  
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Podstawowym zadaniem regulatora jest zapewnienie stabilno ci uk adu regulacji oraz 
okre lonych celów regulacji. Warto ci parametrów regulatora wyznacza si  na przyk ad 
z uwzgl dnieniem zadanych zapasów stabilno ci modu u i fazy.  
Otrzymane opisy granic stabilno ci (podzia u D) umo liwiaj  wyznaczenie obszarów 
stabilno ci dla zadanych zapasów modu u i fazy. Przy wyznaczaniu obszarów stabilno ci dla 
okre lonego zapasu modu u A nale y przyj  0 , natomiast dla okre lonego zapasu fazy  
nale y przyj  1A . Wi ksze znaczenie ma zapas fazy, gdy  jest on zwi zany 
z oscylacyjno ci  odpowiedzi skokowej uk adu regulacji [18]. 
Na rys. 4 pokazano obszary stabilno ci rozpatrywanego uk adu regulacji z regulatorem PD0.5 
wyznaczone dla kilku warto ci  przy A  1,   1. Wybieraj c punkt z obszaru 
ograniczonego lini  krzyw  wyznaczon  dla zadanej warto ci  i linia prost  00a  
otrzymamy warto ci parametrów, przy których uk ad regulacji ma zapas stabilno ci fazy 
wi kszy ni  warto    przyj ta do wyznaczenia granicy zer zespolonych. 
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Rys. 5. Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (5) wyznaczone dla kilku 

warto ci  przy A  1,  = 1,   0.5 (regulator PD0,5) 
 

Przyk ad. Nale y wyznaczy  warto ci parametrów regulatora PD , dla których rozpatrywany 
uk ad regulacji automatycznej z obiektem (1) o warto ciach parametrów K = 1, h = 0,5,  = 1, 
jest stabilny.  
Obszary stabilno ci rozpatrywanego uk adu wyznaczone dla kilku warto ci  s  pokazane na 
rys. 5, przy czym   0.5. Przyjmuj c  = 60 , obszar stabilno ci jest ograniczony odcinkiem 
linii prostej 00a  oraz linii krzywej odpowiadaj cej  = 60 . Dowolny punkt le cy 
wewn trz tego obszaru okre la parametry regulatora PD0,5 zapewniaj ce zapas fazy wi kszy 
ni  60 . Wybieraj c dowolny punkt le cy wewn trz tego obszaru, np. o wspó rz dnych 

,5,01a  ,4,00a  (punkt 1 na rys. 5) otrzymamy ,5.0hKkd  .4,0hKk p  Obliczaj c 
z powy szych zale no ci warto ci nastaw regulatora PD0,5 otrzymamy kd  0,707, kp  0,8, 
dla których zapas fazy wynosi 67,08 . W tabeli 1 podano wyznaczone warto ci parametrów 
regulatora oraz odpowiadaj ce im zapasy stabilno ci dla czterech punktów zaznaczonych na 
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rys. 5. Z tabeli wynika, e wszystkie uk ady regulacji charakteryzuj  si  wi kszym zapasem 
fazy od tego jaki przyj to do wyznaczenia granic zer zespolonych. Na rys. 6 pokazano 
logarytmiczne charakterystyki cz stotliwo ciowe modu u i fazy wraz z zaznaczonymi 
zapasami stabilno ci. Tabela 1 i rys. 6 potwierdzaj  rezultat otrzymany wcze niej na 
podstawie metody podzia u D, e punkt z wyznaczonego obszaru stabilno ci zapewnia 
okre lone warto ci zapasu fazy. 

Tabela 1. Zapasy modu u i fazy 

Punkt Nastawy regulatora PD0,5 Zapas modu u A  [dB] Zapas fazy   [ ] 

1 ,8,0pk  707,0dk  11,88 67,08 

2 ,2,1pk  707,0dk  8,36 55,62 

3 ,6,1pk  707,0dk  5,86 44,16 

4 ,0,2pk  707,0dk  3,92 32,70 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 6. Logarytmiczne charakterystyki cz stotliwo ciowe modu u i fazy wyznaczone 
przy kd  0,707, kp  0,8; 1,2; 1,6; 2 (regulator PD0,5) 
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Na rys. 7 pokazano charakterystyki skokowe uk adu regulacji wyznaczone dla otrzymanych 
warto ci nastaw regulatora (punktów z obszarów stabilno ci). Z rysunku wynika, e dla 
wi kszego zapasu fazy  wyst puje mniejsze przeregulowanie. 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

Czas [s]

y(t)

 

 

punkt 1
punkt 2
punkt 3
punkt 4

 
Rys. 7. Odpowiedzi skokowe uk adu regulacji 

 
4. UWAGI KO COWE 

W pracy rozpatrzono problem badania stabilno ci uk adów regulacji automatycznej 
z o onych z u amkowego regulatora PD  i obiektu ca kuj cego u amkowego rz du 
z opó nieniem. Wykorzystuj c metod  podzia u D podano analityczno-komputerow  metod  
wyznaczania obszarów stabilno ci w przestrzeni parametrów rozpatrywanego uk adu 
regulacji. Dowolny punkt z wyznaczonego obszaru odpowiada takim warto ciom parametrów 
uk adu regulacji, dla których jest on stabilny, tj. jego bieguny le  w otwartej lewej 
pó p aszczy nie. Zaproponowan  metod  zastosowano tak e do wyznaczania obszarów 
stabilno ci dla zadanych zapasów modu u i fazy, wówczas dowolny punkt z obszaru 
odpowiada takim warto ciom parametrów, dla których uk ad regulacji charakteryzuje si  
zapasem stabilno ci nie mniejszym od zadanego. 
Obszary stabilno ci oraz charakterystyki cz stotliwo ciowe i skokowe rozpatrywanego 
uk adu regulacji automatycznej wykonano w rodowisku systemu Matlab. 
 
Prac  wykonano w ramach projektu badawczego N N514 1939 33 finansowanego przez 
Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy szego. 
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