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OBSERWATORY DODATNICH LINIOWYCH UKLADOW

DYSKRETNYCH ULAMKOWEGO RZEDU
W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatoréw dodatnich liniowych
ukfadéw dyskretnych ufamkowego rzedu. Wykorzystujgc podejscie oparte na
liniowych nieréwnosciach macierzowych (LMI) sformufowano warunki istnienia
dodatniego asymptotycznie stabilnego obserwatora. Podano warunki konieczne
i wystarczajgce obserwowalnosci dodatnich dyskretnych uk/adéw ufamkowego
rzedu. Rozwazania zilustrowano przykfadem symulacyjnym.

OBSERVERS FOR POSITIVE LINEAR DISCRETE-TIME FRACTIONAL
ORDER SYSTEMS

The paper is devoted to observer synthesis for linear positive fractional discrete-
time systems. The problem of finding a nonnegative gain matrix of the observer
such that the observer is positive and asymptotically stable is formulated and
solved by the use of LMI method. Necessary and sufficient conditions for the
observability for linear positive fractional discrete-time systems are formulated
and proved. The proposed approach to computation the nonnegative gain matrix
is illustrated by numerical example.

1. WSTEP

Idea stosowania obserwatora uk ladu dynamicznego polega na wykorzystaniu sygna tow
wejsciowych (wymuszen) 1 wyj$ciowych (odpowiedzi) systemu do estymacji niemierzalnych
(niedostgpnych pomiarowo) wielkosci przyjetych jako zmienne stanu. W literaturze z zakresu
syntezy obserwatorow wyrd zni¢ mozna dwa rodzaje obserwatoréw: obserwatory
odtwarzajace caty wektor stanu uk tadu (obserwatory pelnego rzgdu - tozsamos$ciowe) oraz
obserwatory odtwarzajace tylko niem ierzalne bezposrednio zmienne stanu (obserwatory
zredukowanego rzedu). Koncepcja obserwatorow uk tadow catkowitego rzedu zostata po raz
pierwszy sformutowana w pracy [9]. Problem atyce syntezy obserwatoréw standardowych
(niedodatnich) ukladow dyskretnych u famkowego rzedu sa poswigcone prace [3, 5].
Obserwatory uktadow dodatnich ci agtych i dyskretnych by ly natomiast tematem np. prac
[1,16]. W ostatnim okresie m ozna zaobserwowaé wzrost zainteresowania uk tadami
utamkowego rzedu. Podstawy rachunku u tamkowego rzedu oraz wybrane zastosowania
rachunku utamkowego mozna znalez¢ np. w pracach [10-13,15] oraz i w cytowanych tam
pozycjach literatury.

W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem syntezy obserwatora petnego rz¢du uktadow
dodatnich dyskretnych u tamkowego rzgdu. Wykorzystana bedzie klasyczna idea podana
przez Luenbergera [9],za § zadanie syntezy zostanie rozwi azane przy u zyciu aparatu
liniowych nierdwno$ci macierzowych (LMI) [2].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU
W pracy b eda stosowane nast gpujace oznaczenia: R™™ (R7™) - zbidér m acierzy rozmiaru
nxm o elem entach rzeczywistych (nieujem nych) oraz R" =R™ (R! =R"™); Z, - zbior

liczba catkowitych dodatnich; | - macierz jednostkowa rozmiaru nxn; S" - zbiér macierzy

n
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symetrycznych. Macierz Q € S" jest dodatnio (ujem nie) okre$lona Qf 0 (Qp 0) jezeli jej
forma kwadratowa jest dodatnia (ujem  na), tzn. X'Qx>0 (x'Qx<0) dlaka zdego

niezerowego X € R".

WezZzmy pod uwagg liniowy uktad dyskretny opisany w przestrzeni stanu za pomoca rownania
stanu i rdwnania wyj$cia w ponizszej postaci

A%, =AX +Bu, keZ, 0
Yo = CXka
gdzie e R jestutamkowym rzedem, x, € R", u, eR", y, eR" sa wektorami stanu,
wymuszenia i odpowiedzi oraz Ae R™", Be R, C e R"".

Uwzgledniajac definicje rozniczko-catki utamkowego rzedu [8]

a 1 : i
son e 20 ®
j=
przy czym
1 dla j=0
(“j— 3)
1 Inm=DRM=J+D g oq0,

j!
gdzie h jest okresem probkowania, K e Z, jest numerem probki, dla ktorej jest obliczana
rézniczko-catka, mozemy rownania (1) napisaé w ponizszej formie
K+1

X1 +Z(_1)j [Ojljka = Ax, +Bu,, keZ
j=1

Yi = CX,.

" (4)

Rozwiazanie rOwnania stanu (4) ma postac [8]
k-1
X = chXo + Zq)k—i—l Bui > Q)
i=0
gdzie macierz tranzycji @, jest okreslona zalezno$cig
K+1 . a
CI)k+1 = (A+ Inn)(Dk +Z(_1) | q)k7i+19 (6)
)

przy warunku poczatkowym @, =1, .

Uktad utamkowego rzedu (4) nazywamy wewngtrznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy
X, €Rl iy eR’, keZ, dladowolnych warunkéow poczatkowych X, € R] oraz wszystkich

ciggow wymuszen u, e R}, ke Z, [8].
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Twierdzenie 1. [8] Jezeli 0<a <1, to

. a ;
(—1)'“[J>o dla i=1,2,.. (7)

Jezeli 1<a<2 to (—1)”1(7}0 dla i=2,3,...
|

Twierdzenie 2. [8] Jezeli 0<a <1 oraz A+l aeR]™", to

@, eR™" dla k=1,2,... (8)

Twierdzenie 3. [8] Jezeli 0 < a <1, to uklad (4) jest dodatni wtedy 1 tylko wtedy, gdy
A+l aeRT", BeRI™, CeR™. )

+ b
]

Definicja 1. Dodatnim obserwatorem utamkowego rz¢du dodatniego uktadu dyskretnego (4)
nazywamy uktad, ktory odtwarza asymptotycznie wektor x, € R", k € Z, tego uktadu.

Uwzgledniajac rownania obserwatora uk  tadu catkowitego rzedu (np.[9])m ozemy
obser3wator uktadu ulamkowego (4) opisa¢ ponizszym réwnaniem

K+1

R + O (=1)! (Tj % i =[(A+1,6)~LC]R +Bu +Ly,, keZ,. (10)
j=1

gdzie %, € R’ jest wektorem stanu obserwatora — estymata wektora stanu uktadu (4). Wektor

wymuszenia, odpowiedzi oraz m acierze wystgpujace w réwnaniu (10)s a to m acierze
wystepujace w rownaniu (4), natom iast macierz (wzmocnien) L € R7*? zostanie wyznaczona

W procesie syntezy obserwatora.

Ogo6lny schemat blokowy dodatniego uktadu utamkowego rzg¢du (4) 1 obserwatora (10) mozna
przedstawi¢ w ponizszej postaci.

Dodatni ukfad ufamkowy

Uk X Yi

» . k+l (a C
wymuszenie X+ Z(—l)’ { j Jka = Ax +Bu, odpowiedz
j=1

Dodatni obserwator ufamkowy

k+1 N
(a
2 nil%lx = X
Xk+l + Z}( 1) ( J ]ij+l EEE—— estymata
= zmiennych stanu X,

Y

y

=[(A+1,@)-LC% +Bu, +Ly,

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu utamkowego rz¢du z obserwatorem
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Celem pracy jest podanie warunkow istnienia dodatniego asym ptotycznie stabilnego
obserwatora pelnego rzedu (tozsamosciowego) dla dodatniego uktadu dyskretnego opisanego
réwnaniami (4) oraz metody wyznaczania macierzy (o nieujemnych elementach) wzmocnien
obserwatora. Zostana sformowane takze warunki konieczne i wystarczajace obserwowalnos$ci
uktadu utamkowego rzedu (4). Obserwowalno §¢ uktadu (4) jest warunkiem koniecznym do
przeprowadzenia syntezy obserwatora tego uktadu.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

3.1. Obserwowalnos$¢

Wezmy pod uwag ¢ dodatni uk tad dyskretny utamkowego rzedu (4). Za t6zmy, bez straty
ogolnosci, ze wymuszenie U, =0, ke Z..

Definicja 2. Uktad dodatni utamkowego rzg¢du (4) nazywamy obserwowalnym w N krokach,
jezeli na podstawie znajom o$ci wartosci odpowiedzi Y,, Y,,..., Yy, tego uktadu w kolejnych
N krokach (punktach pom iarowych) mozemy jednoznacznie wyznaczy ¢ nieznany stan
poczatkowy x, € R .

Definicja 3. Uktad dodatni utamkowego rz¢du (4) nazywamy obserwowalnym, jezeli istnieje
liczba naturalna N >1 taka, ze uktad ten jest obserwowalny w N krokach.

Wykorzystujac pewne rezultaty podane w m onografii [7] z zakresu dyskretnych uk tadow
dodatnich catkowitego rzedu mozemy udowodni¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4. Uklad dodatni utamkowego rzgdu (4) jest obserwowalny wtedy 1 tylko wtedy,
gdy macierz obserwowalnos$ci tego uktadu o postaci

C
Co,
S, =| CO, [eR™, (11)

M
Cco

N-1_|

zawiera n liniowo niezaleZznych wierszy monomialnych (tylko jeden element jest nieujemny,
pozostate za$ sa rowne zeru).

Dowdd. Podstawiajac wzor (5) do rOwnania wyjscia (4) otrzymamy
k-1
Y, =C®, %, + > CD,, Bu,. (12)
i=0

Dla k =0,1,...,N —1 ze wzoru (12) otrzymamy

Yo | [ C ]
Y, Co,
y(;\l:SNXO - Y, |=| CP, | X (13)
M M
[ Ynal GOy
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Z (13) wynika, ze znajac nieujemne wartoéci odpowiedzi y, € R” mozna wyznaczyé
nieujemny wektor x, e R? wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz S, (11) zawiera n liniowo
niezaleznych wierszy monomialnych. u

Twierdzenie S. Uktad dodatni utamkowego rzedu (4) jest obserwowalny wtedy, gdy macierz
0 postaci

C
e R (14)
(4+1,a)

zawiera co najmniej # liniowo niezaleznych wierszy monomialnych.
Dowod. Z postaci macierzy obserwowalnosci Sy (11) oraz ze wzoru [4]

O, =(A+1,a) +a, (A+1a) " +..+a,(A+1a)+a,l

. k=12, (15)
gdzie a,;,, i=0,l.,k—1 sa to rzeczywiste wspolczynniki, wynika, ze liczba wierszy
monomialnych w macierzy S, (11) nie moze by¢ wigksza niz w macierzy (14). u
3.2. Obserwator pelnego rz¢edu

Wezmy pod uwage dyskretny uktad dodatni utamkowego rzedu (4). Zatézmy, ze uktad ten
jest obserwowalny (spetnia warunek podany w twierdzeniu (4) oraz, ze wektor stanu x, € R’ ,

k € Z, nie jest dostgpny.
Niech
e =(x,—x)eNR!, keZ, (16)

bedzie wektorem btedu obserwacji (estymacji). Z rownania stanu uktadu utamkowego rzgdu
(4) oraz rownania obserwatora (10) otrzymujemy rownanie dynamiki btedu o postaci

R k+1 ; a
i = X — Xy = G — Z (-1 j € 1o (17)
=

gdzie
G=(A-LC)eR™, A=(A+Ia)eR"". (18)

Roéwnanie (17) ma rozwigzania stabilne jezeli wszystkie warto$ci wlasne 4,,...,4, macierzy G
(18) maja moduty mniejsze od 1, tj. |4, |<1 dla k =1,2,...,n. Wtedy blad estymacji zanika do
zera, tzn. VX, eNR’, Ilcl_r}l [x, —x,]=0 1 obserwator jest asymptotycznie stabilny, za$
estymowane zmienne stanu daza do oryginalnych zmiennych stanu.

Do wyznaczenia macierzy wzmocnien L obserwatora opisanego réwnaniem (10)
wykorzystamy podej$cie oparte na liniowych nieréwno$ciach macierzowych (LMI).

Jest dobrze znany fakt [5], ze dodatni uktad dyskretny catkowitego rzgdu jest asymptotycznie
stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dodatnio okreslonej diagonalnej macierzy (zmiennej) P
jest spelniona nastgpujaca nieréwnosé

P-A"PA-0, P=diag(p,,...p,)*=0. (19)
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Uwzgledniajac (19) zadanie syntezy asymptotycznie stabilnego dodatniego obserwatora
uktadu (4) sprowadza si¢ do wyznaczenia macierzy L € R’ takiej, ze ponizsza nierdéwnosc¢

P—(A-LC) P(A-LC)>0 — P-G"PG >0, (20)
jest spetniona wzgledem zmiennej P =diag(p,,...,p,) = 0.

Stosujac do nieréwnosci (20) uzupethienie Schura mozemy napisac

. P G
P-G PG = G p >0, 21)
za$ po przeksztalceniu (21) przez kongruencjg, t.
[ o][P GI[I 0
.o >0 (22)
0 P| |G P ||O P
otrzymamy
P G'P]
> 0. 23
[PGT P @)

Wymnazajac (23) lewo i prawostronnie przez P~' >0 i dokonujac nastgpnie zamiany
zmiennych: P~' =Q oraz Y = P"'L otrzymamy koncowa nieréownosé LMI w postaci
0 oG-YC
T Ty T >-0
GQo-CY 0
(0G-YC)=0

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie.

(24)

Twierdzenie 6. Obserwator (10) uktadu dodatniego utamkowego rzedu (4) jest dodatni
1 asymptotycznie stabilny wtedy i1 tylko wtedy, gdy jest spetniona nieréwnos¢ LMI (24)
wzgledem macierzy Q=P (P=diag(p,,....p,) oraz Y e®R"”. Macierz wzmocnieh

obserwatora L € R jest okre§lona zaleznoscia

L=Y0". (25)
|
4. PRZYKLAD
Dany jest uktad dyskretny utamkowego rzedu opisany réwnaniem (4) o macierzach
-0.08 0.42 1.25
A= , B= , C:[O.IS O]. (26)
0 —0.15 0.12

Niech rzad utamkowy o =0.2. Zgodnie z twierdzeniem 3 mamy

~ [0.12 0.42

A=A+hLa=|" OOS}EER?Z' (27)
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Wyznaczajac macierz (14) przy A (27) oraz C (26) otrzymamy, ze zawiera ona n =2
liniowo niezalezne wiersze monomialne, zatem warunek podany w twierdzeniu 5 jest
spetniony 1 rozpatrywany uktad jest obserwowalny.

Zaprojektujemy obserwator pelnego rzedu dla uktadu o macierzy A (27) oraz B i C (26).
Latwo mozna sprawdzi¢, ze dla macierzy

i 094 0 v 0.5 %)
Q=r"= o 107 " |o]

nierowno$¢ (24) jest spetniona. Obliczajac macierz wzmocnien obserwatora ze wzoru (25)
otrzymamy

., |0.53 5
Macierz G=A-LC ma postac
~ 0.04 042 -
G=A-LC= 0 0.05 e, (30)

za$ moduty warto$ci wlasnych tej macierzy wynosza | 4, |=0.04, | 4, |=0.05.

Zaprojektowany obserwator o rOwnaniu
. +§( 1y AN 0.04 042, N 1.25 N 0.53 Ee7 31
kY - X i = R u , keZ,
k41 — j k- j+1 0 0051 o2 ™ 0 Vi

jest dodatni i stabilny asymptotycznie.

—— Zmienna stanu X,

2 7 .......... estmata X, q
0 ; ! ! ‘ : ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14
czas [s]
0.5

0.4

0.3

............ ——— zZmienna stanu x,

02F . 7
S e estymata X,
011 7
0 :. | | 1 | 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14

czas [s]

Rys. 2. Estymacja zmiennych stanu rozpatrywanego uktadu utamkowego rzedu
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Na rys. 2 sa pokazane wyniki estymacji dwoch zmiennych stanu rozpatrywanego uktadu przy
warunku poczatkowym X, =[2.5 0.5]' ukladu oraz warunku pocz atkowym obserwatora

X, =[0 0]".Na rys. 3 jest natom iast przedstawiony b tad estmacji zmiennych stanu, tj.

A

X =%, X=X,

25 ‘
—— btad estymaciji x;
......... btad estmacji x,
5 |
1.54 B
11 il
0.5¢ N
YA — - :
0 2 4 6 8 10 12 14

Rys. 3. Blad estymacji zmiennych stanu rozpatrywanego uktadu utamkowego rzgdu

Obliczenia numeryczne w powy zszym przyktadzie zrealizowanow Srodowisku Matlab,
natomiast badania sym ulacyjne zostaty przeprowadzone w S$rodowisku Matlab/Simulink
z wykorzystaniem przybornika Fractional States Space Toolkit [14].

5. PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono problem  syntezy dodatniego obserwatora dodatnich dyskretnych
uktadow utamkowego rzedu. Pokazano, ze zadanie syntezy obserwatora m ozna efektywnie
rozwigza¢ stosujac podejScie oparte na liniowych nieréwno $ciach macierzowych (LMI).
Jezeli zadanie sform utowane wram ach LMIm a rozwiazanie, woéwczas projektowany
obserwator jest dodatniiasym  ptotycznie stabilny. W pracy podano tak ze kryteria
obserwowalnosci rozpatrywanej klasy utamkowych uktadow dynamicznych. Spetienie przez
uktad warunku stabilnosci jest warunkiem koniecznym istnienia obserwatora tego uktadu.

Przedstawiona w pracy syntez ¢ obserwatora tozsamo$ciowego mozna uog6lni¢ dla uktadow
ciaglych dodatnich jak i niedodatnich u tamkowego rzedu. Przedstawiona metodyke
obliczania macierzy wzmocnien obserwatora m ozna réwniez wykorzysta¢ do syntezy
obserwatora zredukowanego rz¢du.

Prace wykonano w ramach grantu NN 514 1939 33 finansowanego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.
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