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OBSERWATORY DODATNICH LINIOWYCH UK ADÓW 
DYSKRETNYCH U AMKOWEGO RZ DU 

W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatorów dodatnich liniowych 
uk adów dyskretnych u amkowego rz du. Wykorzystuj c podej cie oparte na 
liniowych nierówno ciach macierzowych (LMI) sformu owano warunki istnienia 
dodatniego asymptotycznie stabilnego obserwatora. Podano warunki konieczne 
i wystarczaj ce obserwowalno ci dodatnich dyskretnych uk adów u amkowego 
rz du. Rozwa ania zilustrowano przyk adem symulacyjnym.  

OBSERVERS FOR POSITIVE LINEAR DISCRETE-TIME FRACTIONAL 
ORDER SYSTEMS 

The paper is devoted to observer synthesis for linear positive fractional discrete-
time systems. The problem of finding a nonnegative gain matrix of the observer 
such that the observer is positive and asymptotically stable is formulated and 
solved by the use of LMI method. Necessary and sufficient conditions for the 
observability for linear positive fractional discrete-time systems are formulated 
and proved. The proposed approach to computation the nonnegative gain matrix 
is illustrated by numerical example. 

 
1. WST P  
Idea stosowania obserwatora uk adu dynamicznego polega na wykorzystaniu sygna ów 
wej ciowych (wymusze ) i wyj ciowych (odpowiedzi) systemu do estymacji niemierzalnych 
(niedost pnych pomiarowo) wielko ci przyj tych jako zmienne stanu. W literaturze z zakresu 
syntezy obserwatorów wyró ni  mo na dwa rodzaje obserwatorów: obserwatory 
odtwarzaj ce ca y wektor stanu uk adu (obserwatory pe nego rz du - to samo ciowe) oraz 
obserwatory odtwarzaj ce tylko niem ierzalne bezpo rednio zmienne stanu (obserwatory 
zredukowanego rz du). Koncepcja obserwatorów uk adów ca kowitego rz du zosta a po raz 
pierwszy sformu owana w pracy [9]. Problem atyce syntezy obserwatorów standardowych 
(niedodatnich) uk adów dyskretnych u amkowego rz du s  po wi cone prace [3, 5]. 
Obserwatory uk adów dodatnich ci g ych i dyskretnych by y natomiast tematem np. prac 
[1, 16]. W ostatnim okresie m o na zaobserwowa  wzrost zainteresowania uk adami 
u amkowego rz du. Podstawy rachunku u amkowego rz du oraz wybrane zastosowania 
rachunku u amkowego mo na znale  np. w pracach [10-13,15] oraz i w cytowanych tam  
pozycjach literatury. 
W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem syntezy obserwatora pe nego rz du uk adów 
dodatnich dyskretnych u amkowego rz du. Wykorzystana b dzie klasyczna idea podana 
przez Luenbergera [9], za  zadanie syntezy zostanie rozwi zane przy u yciu aparatu 
liniowych nierówno ci macierzowych (LMI) [2]. 

2.  SFORMU OWANIE PROBLEMU 
W pracy b d  stosowane nast puj ce oznaczenia: ( )n m n m  - zbiór m acierzy rozmiaru 
n m  o elem entach rzeczywistych (nieujem nych) oraz 1 1( );n n n n  Z  - zbiór 
liczba ca kowitych dodatnich; nI  - macierz jednostkowa rozmiaru ;n n   nS  - zbiór macierzy 
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symetrycznych. Macierz nQ S  jest dodatnio (ujem nie) okre lona 0Q f  ( 0Q p ) je eli jej 
forma kwadratowa jest dodatnia (ujem na), tzn. 0Tx Qx  ( 0)Tx Qx  dla ka dego 
niezerowego .nx  
 
We my pod uwag  liniowy uk ad dyskretny opisany w przestrzeni stanu za pomoc  równania 
stanu i równania wyj cia w poni szej postaci 
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gdzie h jest okresem  próbkowania, k Z  jest num erem próbki, dla której jest obliczana 
ró niczko-ca ka, mo emy równania (1) napisa  w poni szej formie 
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Rozwi zanie równania stanu (4) ma posta  [8] 
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przy warunku pocz tkowym 0 .nI  

 
Uk ad u amkowego rz du (4) nazywam y wewn trznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy 

n
kx  i ,p

ky k Z  dla dowolnych warunków pocz tkowych 0
nx  oraz wszystkich 

ci gów wymusze   ,m
ku k Z  [8]. 
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Twierdzenie 1.  [8]  Je eli 0 1,  to  

 1( 1) 0i

i
  dla   1, 2,...i  (7) 

 

Je eli  1 2    to  1( 1) 0i

i
  dla  2,3,...i   

 
Twierdzenie 2.  [8]  Je eli 0 1 oraz ,n n

nA I   to 

 n n
k  dla  1, 2,...k           (8) 

 

 
Twierdzenie 3. [8] Je eli 0 1, to uk ad (4) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 

 ,n n
nA I  ,n mB  .p nC  (9) 

   

Definicja 1. Dodatnim obserwatorem u amkowego rz du dodatniego uk adu dyskretnego (4) 
nazywamy uk ad, który odtwarza asymptotycznie wektor ,n

kx k Z  tego uk adu. 

Uwzgl dniaj c równania obserwatora uk adu ca kowitego rz du (np. [9]) m o emy 
obser3wator uk adu u amkowego (4) opisa  poni szym równaniem 
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gdzie ˆ n
kx  jest wektorem stanu obserwatora – estymat  wektora stanu uk adu (4). Wektor 

wymuszenia, odpowiedzi oraz m acierze wyst puj ce w równaniu (10) s  to m acierze 
wyst puj ce w równaniu (4), natom iast macierz (wzmocnie ) n pL  zostanie wyznaczona 
w procesie syntezy obserwatora.  
Ogólny schemat blokowy dodatniego uk adu u amkowego rz du (4) i obserwatora (10) mo na 
przedstawi  w poni szej postaci. 
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Rys. 1. Schemat blokowy uk adu u amkowego rz du z obserwatorem 
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Celem pracy jest podanie warunków istnienia dodatniego asym ptotycznie stabilnego 
obserwatora pe nego rz du (to samo ciowego) dla dodatniego uk adu dyskretnego opisanego 
równaniami (4) oraz metody wyznaczania macierzy (o nieujemnych elementach) wzmocnie  
obserwatora. Zostan  sformowane tak e warunki konieczne i wystarczaj ce obserwowalno ci 
uk adu u amkowego rz du (4). Obserwowalno  uk adu (4) jest warunkiem  koniecznym do 
przeprowadzenia syntezy obserwatora tego uk adu.  
 
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU 
3.1. Obserwowalno   
We my pod uwag  dodatni uk ad dyskretny u amkowego rz du (4). Za ó my, bez straty 
ogólno ci, e wymuszenie 0, .ku k Z  

Definicja 2. Uk ad dodatni u amkowego rz du (4) nazywamy obserwowalnym w N krokach, 
je eli na podstawie znajom o ci warto ci odpowiedzi 0 1 1, , ..., Ny y y  tego uk adu w kolejnych 
N  krokach (punktach pom iarowych) mo emy jednoznacznie wyznaczy  nieznany stan 
pocz tkowy 0

nx . 

Definicja 3. Uk ad dodatni u amkowego rz du (4) nazywamy obserwowalnym, je eli istnieje 
liczba naturalna 1N  taka, e uk ad ten jest obserwowalny w N  krokach. 
Wykorzystuj c pewne rezultaty podane w m onografii [7] z zakresu dyskretnych uk adów 
dodatnich ca kowitego rz du mo emy udowodni  poni sze twierdzenie. 
Twierdzenie 4. Uk ad dodatni u amkowego rz du (4) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, 
gdy macierz obserwowalno ci tego uk adu o postaci 
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zawiera n liniowo niezale nych wierszy monomialnych (tylko jeden elem ent jest nieujemny, 
pozosta e za  s  równe zeru). 
Dowód. Podstawiaj c wzór (5) do równania wyj cia (4) otrzymamy 

 
1

0 1
0

.
k

k k k i i
i

y C x C Bu  (12) 

Dla 0,1,..., 1k N  ze wzoru (12) otrzymamy 
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Z (13) wynika, e znaj c nieujemne warto ci odpowiedzi 0
N py  mo na wyznaczy  

nieujemny wektor 0
nx  wtedy i tylko wtedy, gdy macierz NS  (11) zawiera n liniowo 

niezale nych wierszy monomialnych.                                                                                        
 
Twierdzenie 5. Uk ad dodatni u amkowego rz du (4) jest obserwowalny wtedy, gdy macierz 
o postaci 

 ( )

( )
p n n

n

C
A I

 (14) 

zawiera co najmniej n liniowo niezale nych wierszy monomialnych. 
Dowód. Z postaci macierzy obserwowalno ci SN  (11) oraz ze wzoru [4] 

 1
1 1 0( ) ( ) ... ( ) , 1, 2,...k k

k n k k n k n k nA I a A I a A I a I k  (15) 

gdzie ,kia  0,1,.., 1i k  s  to rzeczywiste wspó czynniki, wynika, e liczba wierszy 
monomialnych w macierzy NS  (11) nie mo e by  wi ksza ni  w macierzy (14).                     

3.2. Obserwator pe nego rz du 
We my pod uwag  dyskretny uk ad dodatni u amkowego rz du (4). Za ó my, e uk ad ten 
jest obserwowalny (spe nia warunek podany w twierdzeniu (4) oraz, e wektor stanu n

kx , 
k Z  nie jest dost pny. 

Niech 
 ˆ( ) , ,n

k k ke x x k Z  (16) 

b dzie wektorem b du obserwacji (estymacji). Z równania stanu uk adu u amkowego rz du 
(4) oraz równania obserwatora (10) otrzymujemy równanie dynamiki b du o postaci 

 
1

1 1 1 1
1

ˆ ( 1) ,
k

j
k k k k k j

j
e x x Ge e

j
 (17) 

gdzie 

 ( ) , ( ) .n n n n
nG A LC A A I  (18) 

Równanie (17) ma rozwi zania stabilne je eli wszystkie warto ci w asne 1,..., n  macierzy G 
(18) maj  modu y mniejsze od 1, tj. | | 1k  dla 1, 2,..., .k n  Wtedy b d estymacji zanika do 
zera, tzn. 0ˆ ˆ, lim[ ] 0n

k kk
x x x  i obserwator jest asymptotycznie stabilny, za  

estymowane zmienne stanu d  do oryginalnych zmiennych stanu.  
Do wyznaczenia macierzy wzmocnie  L obserwatora opisanego równaniem (10) 
wykorzystamy podej cie oparte na liniowych nierówno ciach macierzowych (LMI).  
Jest dobrze znany fakt [5], e dodatni uk ad dyskretny ca kowitego rz du jest asymptotycznie 
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dodatnio okre lonej diagonalnej macierzy (zmiennej) P 
jest spe niona nast puj ca nierówno  

 10, diag ( ,..., ) 0.T
nP A PA P p p  (19) 
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Uwzgl dniaj c (19) zadanie syntezy asymptotycznie stabilnego dodatniego obserwatora 
uk adu (4) sprowadza si  do wyznaczenia macierzy n pL  takiej, e poni sza  nierówno   

 ( ) ( ) 0 0,T TP A LC P A LC P G PG  (20) 

jest spe niona wzgl dem zmiennej 1diag ( ,..., ) 0nP p p .  

Stosuj c do nierówno ci (20) uzupe nienie Schura mo emy napisa  

 1 0,T
T

P G
P G PG

G P
 (21) 

za  po przekszta ceniu (21) przez kongruencj , tj. 
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0
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T

T
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 (22) 

otrzymamy 

 0.
T

T

P G P
PG P

 (23) 

Wymna aj c (23) lewo i prawostronnie przez 1 0P  i dokonuj c nast pnie zamiany 
zmiennych: 1P Q  oraz 1Y P L  otrzymamy ko cow  nierówno  LMI w postaci 

 
0

( ) 0

T T T

Q QG YC
G Q C Y Q
QG YC

 (24) 

Z powy szych rozwa a  wynika nast puj ce twierdzenie. 
 
Twierdzenie 6. Obserwator (10) uk adu dodatniego u amkowego rz du (4) jest dodatni 
i asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spe niona nierówno  LMI (24) 
wzgl dem macierzy 1Q P  ( 1diag ( ,..., )nP p p  oraz n pY . Macierz wzmocnie  
obserwatora n pL  jest okre lona zale no ci  

 1.L YQ  (25) 
 

4. PRZYK AD 
Dany jest uk ad dyskretny u amkowego rz du opisany równaniem (4) o macierzach 
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Niech rz d u amkowy 0.2.  Zgodnie z twierdzeniem 3 mamy 
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Wyznaczaj c macierz  (14) przy A  (27) oraz C (26) otrzymamy, e zawiera ona 2n  
liniowo niezale ne wiersze monomialne, zatem warunek podany w twierdzeniu 5 jest 
spe niony i rozpatrywany uk ad jest obserwowalny. 

Zaprojektujemy obserwator pe nego rz du dla uk adu o macierzy A  (27) oraz B i C (26). 
atwo mo na sprawdzi , e dla macierzy  

 1 0.94 0 0.5
, ,

0 1.07 0
Q P Y  (28) 

nierówno  (24) jest spe niona. Obliczaj c macierz wzmocnie  obserwatora ze wzoru (25) 
otrzymamy 

 1 20.53
0

L YQ  (29) 

Macierz G A LC  ma posta  

 2 20.04 0.42
,

0 0.05
G A LC  (30) 

za  modu y warto ci w asnych tej macierzy wynosz  1| | 0.04,  2| | 0.05.  

Zaprojektowany obserwator o równaniu  
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jest dodatni i stabilny asymptotycznie. 
  

0  2 4 6 8 10 12 14
0

2

4

6

8

 

 

czas [s]

zmienna stanu x
1

estmata x
1

0  2 4 6 8 10 12 14
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 

czas [s]

zmienna stanu x
2

estymata x
2

 
Rys. 2. Estymacja zmiennych stanu rozpatrywanego uk adu u amkowego rz du 
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Na rys. 2 s  pokazane wyniki estymacji dwóch zmiennych stanu rozpatrywanego uk adu przy 
warunku pocz tkowym 0 [2.5 0.5]Tx  uk adu oraz warunku pocz tkowym obserwatora 

0 [0 0] .Tx Na rys. 3 jest natom iast przedstawiony b d estmacji zmiennych stanu, tj. 

1 1̂ ,x x  2 2ˆ .x x  

 

0  2 4 6 8 10 12 14 0

0.5

1

1.5

2

2.5

czas [s]

b d estymacji x1 
b d estmacji x2

 
 

Rys. 3. B d estymacji zmiennych stanu rozpatrywanego uk adu u amkowego rz du 
 

Obliczenia numeryczne w powy szym przyk adzie zrealizowano w rodowisku Matlab, 
natomiast badania sym ulacyjne zosta y przeprowadzone w rodowisku Matlab/Simulink 
z wykorzystaniem przybornika Fractional States Space Toolkit [14].   
 
5. PODSUMOWANIE 
W pracy rozpatrzono problem  syntezy dodatniego obserwatora dodatnich dyskretnych 
uk adów u amkowego rz du. Pokazano, e zadanie syntezy obserwatora m o na efektywnie 
rozwi za  stosuj c podej cie oparte na liniowych nierówno ciach macierzowych (LMI). 
Je eli zadanie sform u owane w ram ach LMI m a rozwi zanie, wówczas projektowany 
obserwator jest dodatni i asym ptotycznie stabilny. W  pracy podano tak e kryteria 
obserwowalno ci rozpatrywanej klasy u amkowych uk adów dynamicznych. Spe nienie przez 
uk ad warunku stabilno ci jest warunkiem koniecznym istnienia obserwatora tego uk adu. 
Przedstawion  w pracy syntez  obserwatora to samo ciowego mo na uogólni  dla uk adów 
ci g ych dodatnich jak i niedodatnich u amkowego rz du. Przedstawion  metodyk  
obliczania macierzy wzmocnie  obserwatora m o na równie  wykorzysta  do syntezy 
obserwatora zredukowanego rz du. 
 

Prac  wykonano w ramach grantu NN 514 1939 33 finansowanego przez Ministerstwo Nauki 
i Szkolnictwa Wy szego.   
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