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dr in . Wojciech Trzasko 
Politechnika Bia ostocka w Bia ymstoku 

WZGL DNA STEROWALNO  DODATNICH UK ADÓW  
CI G O-DYSKRETNYCH  

W pracy rozpatrzono problem sterowalno ci dodatnich liniowych 
dwuwymiarowych uk adów ci g o-dyskretnych. Sformu owano definicje oraz 
podano warunki konieczne i wystarczaj ce sterowalno ci do zera oraz wzgl dnej 
sterowalno ci. Rozwa ania zilustrowano przyk adem. 

RELATIVE CONTROLLABILITY OF POSITIVE  
CONTINUOUS – DISCRETE TIME SYSTEMS 

In the paper the controllability of the linear 2D positive continuous-discrete time 
systems are considered. The definitions of null controllability and relative 
controllability are introduced and necessary and sufficient conditions are given. 
The considerations are illustrated by numerical example. 

1. WST P 
W uk adach dodatnich sk adowe wektorów wymusze , warunków pocz tkowych, stanu 
i wyj cia przyjmuj  tylko warto ci nieujemne. Przyk ady dodatnich uk adów liniowych s  
podane w monografii [2] oraz cytowanej tam literaturze.  
W teorii uk adów dodatnich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii sto ków. 
Teoria uk adów dodatnich jest wi c dziedzin  znacznie trudniejsz  i mniej zaawansowan  ni  
klasyczna teoria uk adów liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uk adów liniowych 
jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, np. [2, 6, 7]. 
Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych (ci g o-dyskretnych) 
uk adów dodatnich zosta a zaproponowana w pracy [1]. W pracy [4] podano warunki 
wzgl dnej sterowalno ci stacjonarnych uk adów hybrydowych. Problem punktowej 
zupe no ci oraz wzgl dnej punktowej zupe no ci dodatnich liniowych dwuwymiarowych 
uk adów ci g o-dyskretnych rozpatrzono w pracy [5].  
W niniejszej pracy, wykorzystuj c rezultaty prac [1, 2, 5], rozpatrzymy problem 
sterowalno ci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uk adów ci g o-dyskretnych, dla 
których rozwi zanie analityczne równa  stanu zosta y podane w pracy [1]. Najpierw, 
uwzgl dniaj c specyfik  dodatnich uk adów dwuwymiarowych, zostan  wprowadzone 
definicje sterowalno ci do zera oraz wzgl dnej sterowalno ci. Nast pnie zostan  podane 
warunki konieczne i wystarczaj ce sterowalno ci takich uk adów oraz prosta metoda 
wyznaczania nieujemnego sterowania w klasie sterowa  odcinkami sta ych. 

2. DODATNI UK AD CI G O-DYSKRETNY 

Niech mn  b dzie zbiorem macierzy o wymiarach mn  o rzeczywistych elementach oraz 
.1nn  Zbiór macierzy o wymiarach ,mn  których elementami s  liczby rzeczywiste 

nieujemne, b dziemy oznacza  przez ,mn  przy czym .1nn  Zbiór liczb ca kowitych 
dodatnich b dziemy oznacza  przez ,Z  za  zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych przez 

).,0[R  
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We my pod uwag  dwuwymiarowy uk ad ci g o-dyskretny liniowy stacjonarny opisany 
równaniami stanu 

),(),(),(),( 12121111 ituBitxAitxAitx , ,Rt      (1a) 

),,(),(),()1,( 22221212 ituBitxAitxAitx  ,Zi       (1b) 

przy czym 
t
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mnB  .2
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Uk ad (1) ma struktur  podobn  do modelu 2W Roessera [2], gdzie 1),(1
nitx  jest 

odpowiednikiem wektora horyzontalnego, za  2),(2
nitx  wektora wertykalnego. 

W pracach [1, 4] uk ady ci g o dyskretne s  nazywane dwuwymiarowymi uk adami 
hybrydowymi. 

Warunki brzegowe dla uk adu (1) maj  posta  

)(),0( 11 ixix , Zi  oraz )()0,( 22 txtx , .Rt         (2) 

Definicja 1. Uk ad ci g o-dyskretny (1) nazywamy dwuwymiarowym (2W) modelem 
wewn trznie dodatnim, je eli dla wszystkich dodatnich warunków brzegowych  

1)(1
nix , Zi  oraz 2)(2

ntx , Rt    (3) 

oraz dowolnych wymusze  ,),( mitu  Rt  i ,Zi  zachodzi 1),(1
nitx  i 2),(2

nitx  
dla wszystkich Rt  i .Zi  

Twierdzenie 1. [1] Rozwi zanie uk adu (1) spe niaj ce warunki brzegowe (2) ma posta  
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przy czym tAet 11)( , a )(tP  i )(tQ  s  operatorami, okre lonymi zale no ciami 

,)()()(
0

12

t
dxAtxtP      (5a) 

.)()()(
0

1

t
dxBtxtQ      (5b) 

Dowód. Dowód zosta  podany w pracy [1] wykorzystuj c metod  indukcji wzgl dem i.       
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Twierdzenie 2. Uk ad ci g o-dyskretny (1) jest dodatni wewn trznie, wtedy i tylko wtedy, 
gdy  
1. 11A  jest macierz  Metzlera,           
(6a) 

2. ,,, 221221
222112

nnnnnn AAA  ,1
1

mnB  .2
2

mnB       (6b) 

Dowód. Dowód przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 2 pracy [1]. 

Dostateczno . Ogólnie wiadomo, e macierz 1111)( nntAet  wtedy i tylko wtedy, gdy 

11A  jest macierz  Metzlera. Je eli 11A  jest macierz  Metzlera, za  pozosta e macierze maj  
elementy nieujemne (6b) i warunki brzegowe spe niaj  (3), to z (4a) mamy 1),(1

nitx , 
a z równania (4b) 2),(2

nitx  dla dowolnych wymusze  ,),( mitu  Rt  i .Zi  

Konieczno . Niech 0)(2 tx , ,0)0,(tu  Rt  i iex )0(1  (i-ta kolumna macierzy 
jednostkowej 

1nI ). Z (1a) dla i = 0, Rt  i (4a) mamy .)()0,( 111 ietAtx  Zauwa my, e aby 

trajektoria nie wysz a z wiartki 1n  musi by  1
1111 )0,0( neAx , co implikuje 0ija  dla 

.ji  Macierz A11 musi by  macierz  Metzlera. Z tych samych wzgl dów dla 0)0(1x  
,0)0(2x  mamy ,)0,0()0,0( 1

11
nuBx  co implikuje ,1

1
mnB  poniewa  mu )0,0(  

mo e by  dowolne. Podobnie, dla 0)0(1x , 0)0,0(u  z (1a) mamy 
,)0()0,0( 1

2121
nxAx  co implikuje ,21

12
nnA  gdy  )0(2x  mo e by  dowolne. Za  

z (1b) dla 0)(2 tx , ,0)0,(tu  ,0i  Rt  mamy ,0)0,()1,( 1212 txAtx  co implikuje 
,12

21
nnA  gdy  1)0,(1

ntx  mo e by  dowolne. Podobnie dla 0)0(1x , ,0)0,0(u  z (1b) 
dla 0i  mamy ,0)0()1,0( 2222 xAx  co implikuje 22

22
nnA , gdy  2)0(2

nx  mo e by  
dowolne. Dla ,0)0(1x  ,0)0(2x  mamy za  ,0)0,0()1,0( 22 uBx  co implikuje mnB 2

2 , 
gdy  mu )0,0(  mo e by  dowolne.        
        

3. STEROWALNO  DO ZERA  
Uwzgl dniaj c prace [1, 2, 4] mo emy sformu owa  podan  poni ej definicj  sterowalno ci 
do zera dodatniego uk adu ci g o-dyskretnego. 

Definicja 2. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) nazywamy sterowalnym do zera, je eli dla 
dowolnych niezerowych warunków brzegowych (3) istniej : chwila 0ft  i liczba naturalna 

1k  oraz ci g sterowa  mitu ),(  dla ,0 ftt  ki0  takie, e w punkcie 
,),( ZRkt f  ,0ft  ,1k  mamy 
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W dalszych rozwa aniach b dziemy przyjmowa , e sk adowa )0,(2 tx  warunków 
brzegowych (3) jest sta a w ca ym przedziale, tzn. 22 :)( xtx  dla ].,0[ ftt  
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Poszukiwa  b dziemy sterowania w klasie sterowa  odcinkami sta ych, czyli 

)(),( iuitu  dla ],,0[ ftt  ,Zi         (8) 

gdzie )(iu  nie zale y od zmiennej t. 

Uwzgl dniaj c powy sze za o enia, rozwi zanie (4) równa  stanu uk adu ci g o-dyskretnego 
z warunkami brzegowymi (3) dla ,0ftt  1ki  mo na napisa  w postaci  
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Twierdzenie 3. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) nie jest sterowalny do zera w czasie 
sko czonym. 

Dowód. Ze wzoru (9) dla stanu ko cowego (7) 0x  mamy równo  

,0 kux RD      (14) 

z której wynika, e dla ka dej sko czonej chwili 0ft  i niezerowych warunków 
brzegowych (3) lewa strona jest wektorem dodatnim (co najmniej 0)()(1 ftkD ) a prawa 

strona dla mk
ku )1(  jest wektorem ujemnym (co najmniej 0)()(1 ftQkR ).  

         



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2010

485automation 2010automation 2010

Twierdzenie 4. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) jest sterowalny do zera w czasie 
niesko czenie d ugim ft , je eli wszystkie warto ci w asne macierzy Metzlera 11A  maj  
ujemne cz ci rzeczywiste oraz 

a) w 2nk  krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 

22
2212

1
1121

nnAAAAD     (15) 

 ma wszystkie zerowe warto ci w asne, 
b) w k  krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz D  jest nilpotentna, gdzie  jest 

indeksem nilpotentno ci tej macierzy, 
c) w niesko czenie wielu krokach tylko wtedy, gdy wszystkie warto ci w asne macierzy 

D  maj  modu y mniejsze od 1. 

Ponadto ci g steruj cy (10b) 0)(iu  dla .,...,0 ki  

Dowód. Z w a ciwo ci uk adu dodatniego wynika, e dla ,0)(iu  ki ,...,0  
i ])1[()( 21 mknnR  oraz dowolnych niezerowych warunków brzegowych (3), równo  (14) 
mo e by  spe niona wtedy i tylko wtedy, gdy lewa strona b dzie równa zero, tzn. ,0)(1 jD  

0)(2 jD  dla .1,,,,1,0 kkj  

Je eli wszystkie warto ci w asne macierzy Metzlera 11A  maj  ujemne cz ci rzeczywiste, to 

0lim)(lim 11 f

ff

tA

tft
et            (16) 

oraz .111
11

nnA  

W tym przypadku dla ft  0)(1 jD  i ,0)(2 jD ,1,,1,0 kj  oraz 0)(1 kD , 
o postaci (11a) i (11b), odpowiednio.  
Dla nieosobliwej macierzy Metzlera 11A  operator )( ftP  wyznacza si  z zale no ci 

.)()( 2111

1 12
1

11
nntA

nf AeIAtP f     (17) 

Dla ft  otrzymamy 

.)( 21
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1
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nn
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Podstawiaj c (18) do zale no ci na macierz D (13a) otrzymamy 

.)( 22
2212

1
1121

nn
f AAAAtDD    (19) 

Z zale no ci (11c) wynika, e ,0)1(1 kD  0)1(2 kD  wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 
.0kD  Warunek ten b dzie spe niony, gdy macierz (19): 

a) ma wszystkie zerowe warto ci w asne, to z twierdzenia Caleya-Hamiltona mamy 02nD  
i ,2nk  

b) jest nilpotenta z indeksem ,  tzn. 0D  i k , 

c) ma wszystkie warto ci o modu ach mniejszych od 1, to 0lim k

k
D  i .k          
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4. WZGL DNA STEROWALNO   

Uwzgl dniaj c prace [1, 2, 4, 5] mo emy sformu owa  podane poni ej definicje 
sterowalno ci i wzgl dnej sterowalno ci dodatniego uk adu ci g o- dyskretnego. 

Definicja 3. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) nazywamy sterowalnym w punkcie 
,),( ZRkt f  ,0ft  ,1k  je eli dla dowolnych niezerowych warunków brzegowych (3) 

i ka dego wektora 

21
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1 nn

f

f

x
x
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istnieje ci g sterowa  mitu ),(  dla ,0 ftt  ki0  taki, e  
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f

f

f

x
x
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ktx
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Definicja 4. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) nazywamy wzgl dnie sterowalnym dla stanu 
1),(1

nitx  w punkcie ,),( ZRkt f  ,0ft  ,1k  je eli dla dowolnych niezerowych 
warunków brzegowych (3) i ka dej sk adowej  

1
1

n
fx         (22) 

wektora stanu (20) istnieje ci g sterowa  mitu ),(  dla ,0 ftt  ki0  taki, e 
.),(),( 111 ff xktxitx  

Lemat 1. Warunkiem koniecznym, aby dodatni uk ad ci g o-dyskretny by  sterowalny 
w punkcie ,),( ZRit  ,0ftt  ,1ki  musi by  spe niony warunek 

.21 nnrzad R      (23) 

Nale y zauwa y , e powy szy warunek jest tak e warunkiem koniecznym i wystarczaj cym 
sterowalno ci w punkcie ),( kt f  standardowych uk adów ci g o-dyskretnych (1), tzn. 
o dowolnych elementach macierzy ,11A  ,12A  ,21A  ,22A  ,1B  ,2B  przy za o eniu (8). 

Twierdzenie 5. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) jest sterowalny w punkcie 
,),( ZRkt f  ,0ft  ,1k  je eli 

21
0

nnxx D                (24) 

oraz s  spe nione warunki 

a) rz d macierzy R , o postaci (10d), jest równy 21 nn , 

b) z macierzy R  (10d) mo na wybra  21 nn  liniowo niezale nych kolumn takich, e 
macierz R~  utworzona z tych kolumn jest uogólnion  macierz  permutacji, zwan  te  
macierz  monomialn  (w ka dym wierszu i ka dej kolumnie tylko jeden element jest 
dodatni, a wszystkie pozosta e s  zerowe). 
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Ci g sterowa  odcinkami sta ych mk
ku )1(  (10b), który przeprowadza uk ad (1) w czasie 

0ft  oraz 1k  krokach z niezerowych warunków brzegowych (10a) do zadanego stanu 
ko cowego (20) jest okre lony wzorem 

 ),(][ 0
1TT xxuk DRRR         (25) 

przy czym macierze R  i D  maj  postacie (10d) i (10c), odpowiednio. 

Dowód. Z (9) dla 0ftt  i 1ki  oraz dowolnych warunków brzegowych (10a) mamy 

.0 kuxx RD       (26) 

Z za o enia 21 nnx  i 21
0

nnxD  s  dowolnymi wektorami o nieujemnych elementach. 
Mo na wi c tak dobra  te wektory, aby .21

0
nnxx D  W tym przypadku nie istnieje ci g 

sterowa  ,)( miu  ,,...,1,0 ki  spe niaj ce równo  (26), poniewa  .])1[()( 21 mknnR  

Z definicji 3 i (26) wynika, e je eli zachodzi ,21
0

nnxx D  to istnieje ci g nieujemnych 
sterowa  (25) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz R  (10d) zawiera 21 nn  liniowo 
niezale nych kolumn monomialnych. W tym przypadku istnieje prawa odwrotno  tej 
macierzy 

.][ 21)1()1(1TT nnkmkRRR              (27) 

Wyka emy, e sterowanie to przeprowadza w czasie 0ft  i k  krokach uk ad (1) ze stanu 
(10a) do stanu ko cowego (20). Podstawiaj c (25) do (9) w punkcie ),( kt f  otrzymamy  

xxxxux k )(][ 0
1TT

00 DRRRRDRD    (28) 

Uk ad jest wi c sterowalny w punkcie ),( kt f .             

Twierdzenie 6. Dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1) jest wzgl dnie sterowalny dla stanu 
1),(1

nitx  w punkcie ,),( ZRkt f  ,0ft  ,1k  je eli 

1
011

n
f xx D                (29) 

oraz s  spe nione warunki 

a) rz d macierzy 1R , o postaci (10d), jest równy ,1n  

b) z macierzy 1R  (10d) mo na wybra  1n  liniowo niezale nych kolumn takich, e 
macierz 1

~R  utworzona z tych kolumn jest uogólnion  macierz  permutacji, zwan  te  
macierz  monomialn  (w ka dym wierszu i ka dej kolumnie tylko jeden element jest 
dodatni, a wszystkie pozosta e s  zerowe). 
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Ci g sterowa  odcinkami sta ych mk
ku )1(  (10b), który przeprowadza uk ad (1a) w czasie 

0ft  oraz 1k  krokach z niezerowych warunków brzegowych (10a) do zadanego stanu 

ko cowego 1
1

n
fx  jest okre lony wzorem 

).(][ 011
1T

11
T
1 xxu fk DRRR               (30) 

Wówczas dla otrzymanego ci gu sterowa  (30), przyj tych warunków brzegowych 
21)1(

0
nnkx  i punktu ),( kt f  warto  sk adowej 2),(22

n
ff ktxx  wektora stanu (20) 

uk adu (1) wyznacza si  ze wzoru 

.2022 kf uxx RD              (31) 

Dowód. Przeprowadza si  identycznie jak twierdzenia 5, bior c pod uwag  tylko pierwszy 
wiersz równania (9).                 

 

Niech ],,,,[diag 21 naaaA  ,0ia  ,,,1 ni  b dzie macierz  diagonaln  o ujemnych 
elementach. Wszystkie warto ci w asne macierzy A s  rzeczywiste i ujemne. 

Je eli 11A  jest diagonaln  macierz  o ujemnych elementach, to tAet 11)(  jest równie  
macierz  diagonaln  i ma posta  

1112111 ],,,[diag)( nntatatatA neeeet            (32) 

oraz macierz 1
11A  jest macierz  diagonaln  o dodatnich wspó czynnikach i ma posta  

.]1,,1,1[diag 11

121

1
11

nn

naaa
A         (33) 

W tym przypadku operator )( ftQ  jest macierz  monomialn , o postaci 

1111

1 1
1

11 )()( nntA
nf BeIAtQ f       (34) 

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 11
1

nnB  jest macierz  monomialn . 

Wobec tego macierz  

11 2
111 )()()1()0( nn

ff tQBtPRRR    (35) 

ma 1n  kolumn monomialnych dla dowolnej chwili .0ft  Zgodnie z twierdzeniem 6 uk ad 

(1) jest sterowalny dla stanu 1),(1
nitx  w punkcie )1,( ft  pod warunkiem (29). 

Wniosek 1. Je eli 11A  jest diagonaln  macierz  o ujemnych elementach oraz macierz 
11

1
nnB  jest monomialna, to dodatni uk ad (1) jest wzgl dnie sterowalny dla stanu 

1),(1
nitx  w punkcie ),1,( ft  .0ft  
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4. PRZYK AD  
Nale y zbada  sterowalno  dodatniego uk adu ci g o-dyskretnego (1) o macierzach: 

,
20

01
11A  ,

0
1

12A  ,2.01.021A  ,2.022A  ,
10
01

1B  .212B   (36) 

Dla rozpatrywanego uk adu macierz podstawowa ma posta  

,
0

0
)( 2

11

t

t
tA

e
e

et             (37) 

operatory (5) 

,
0

1)( 2
ft

f
etP  ,

)1(5.00
01)( 22

f

f

t

t

f e
etQ     (38) 

za  macierze (13)  

11.03.0 fteD , .]1.01.21.01.1[ 212 ff tt eeB     (39) 

Dla ft  otrzymamy: 0lim)(lim 11 f

ff

tA

tft
et , .3.0)( ftDD  

Macierz 11A  ma ujemne rzeczywiste warto ci w asne, zatem z twierdzenia 4 wynika, e 
dodatni uk ad ci g o-dyskretny (1), o macierzach (36), jest sterowalny do zera w czasie 
niesko czenie d ugim ft  i w niesko czenie wielu krokach .k  

Zbadamy teraz sterowalno  powy szego uk adu w punkcie ,),( Zkt f  1ft  i .1k  
Z powy szego oraz wzoru (10d) otrzymamy macierz 

.
000865.20632.1

4323.0000
06321.03189.16721.0

0)0(
)1()0( 43

2

11

2

1

R
RR

R
R

R          (40) 

atwo sprawdzi , e macierz (40) ma 321 nn  liniowo niezale ne kolumny, przy czym 
tylko dwie z nich s  monomialne. Zatem nie jest spe niony warunek b) twierdzenia 5, co 
oznacza, e rozpatrywany uk ad nie jest sterowalny w badanym punkcie. 
Natomiast z Twierdzenia 6 wynika, e uk ad (1), o macierzach (36) jest wzgl dnie sterowalny 
w badanym punkcie dla stanu 2

1 ),( itx  pod warunkiem (29). 

Przyjmijmy, e w punkcie )1,1(),( kt f  sk adowa 2
11 )1,1(xx f  wektora stanu (20) 

uk adu (1) jest równa  

,
1
2

)1,1(
12

11
11

f

f
f x

x
xx              (41) 

za  wektor warunków brzegowych (10a) jest równy 
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.

2
1
2
0
1

)1(
)1(
)0(
)0(

5

2

12

11

12

11

0

x
x
x
x
x

x           (42) 

Podstawiaj c powy sze do (29) otrzymamy 

.
8647.0
9082.0

01353.0000
1664.003679.00171.00233.0

1
2 2

0011 xxx f D  (43) 

Ci g sterowa  odcinkami sta ych 4
1u  (10b) wyznaczymy ze wzoru (30) 

.

0000.2
2216.0
4624.0
2356.0

8647.0
9082.0

3130.20
02440.0
05091.0
02594.0

)(][
)1(
)0(

011
1T

11
T
11 xx

u
u

u f DRRR     (44) 

Warto  sk adowej 1
22 )1,1(xx f  wektora stanu (20) uk adu (1), która b dzie osi gni ta 

w punkcie )1,1(),( kt f  dla powy szych warunków brzegowych (42) i sterowania (44), jest 
równa 

.7784.112022 uxx f RD          (45) 

W celu sprawdzenia otrzymanych wyników wyznaczymy rozwi zanie równa  (1) 
o macierzach (36) w punkcie )1,1(),( kt f  dla wektora warunków brzegowych (42). 

Z ogólnego rozwi zania równania (1a), o postaci  
),,()(),()()()(),( 211 itutQitxtPixtitx             (46) 

oraz równania (1b) dla ,1,0i  odpowiednio otrzymamy 

,
2312.02312.0
2356.12356.2

)0,( 21 t

t

e
e

tx     (47) 

,0462.01236.08301.1)1,( 2
2

tt eetx         (48a) 

.
1

0462.00773.01753.00517.2
)1,(

32

1

ttt eee
tx        (48b) 

Z powy szych rozwi za  obliczymy warto ci wektora stanu w punktach ZRkt f ),(  dla 
1ft  oraz 1,0k : 

7784.1
1
2

)1,1(
)1,1(

,
2

1999.0
7811.1

)0,1(
)0,1(

2

1

2

1

x
x

x
x

             (49) 
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5. UWAGI KO COWE 
W pracy rozpatrzono problem sterowalno ci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uk adów 
ci g o-dyskretnych, opisanych równaniami stanu (1) przy za o eniach (3) i (6).  
Sformu owano podstawowe definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczaj ce 
sterowalno ci do zera i wzgl dnej sterowalno ci. Podano prost  metod  wyznaczania 
nieujemnego sterowania w klasie sterowa  odcinkami sta ych, które przeprowadza uk ad (1) 
z dowolnych niezerowych warunków brzegowych (3) do zadanego stanu ko cowego (20) 
w punkcie ,),( ZRkt f  ,0ft  .1k  

Powy sze rozwa ania mo na atwo uogólni  na dodatnie dwuwymiarowe uk ady ci g o-
dyskretne u amkowego rz du. 
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