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WZGLEDNA STEROWALNOSC DODATNICH UKEADOW

CIAGLO-DYSKRETNYCH
W  pracy rozpatrzono problem sterowalnosci  dodatnich  liniowych
dwuwymiarowych ukfadéw ciggfo-dyskretnych. Sformuowano definicje oraz
podano warunki konieczne i wystarczajqce sterowalnosci do zera oraz wzglednej
sterowalnosci. Rozwazania zilustrowano przyk/adem.

RELATIVE CONTROLLABILITY OF POSITIVE
CONTINUOUS - DISCRETE TIME SYSTEMS

In the paper the controllability of the linear 2D positive continuous-discrete time
systems are considered. The definitions of null controllability and relative
controllability are introduced and necessary and sufficient conditions are given.
The considerations are illustrated by numerical example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich sktadowe wektorow wymuszen, warunkéw poczatkowych, stanu
i wyjscia przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Przyktady dodatnich uktadow liniowych sa
podane w monografii [2] oraz cytowanej tam literaturze.

W teorii uktadoéw dodatnich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii stozkdéw.
Teoria uktadoéw dodatnich jest wiec dziedzina znacznie trudniejsza i mniej zaawansowana niz
klasyczna teoria uktadow liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uktadéw liniowych
jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, np. [2, 6, 7].

Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych (ciagto-dyskretnych)
uktadéw dodatnich zostata zaproponowana w pracy [1]. W pracy [4] podano warunki
wzglednej sterowalnosci stacjonarnych uktadow hybrydowych. Problem punktowej
zupetnosci oraz wzglednej punktowej zupetnosci dodatnich liniowych dwuwymiarowych
uktadéw ciagto-dyskretnych rozpatrzono w pracy [5].

W niniejszej pracy, wykorzystujac rezultaty prac [1, 2, 5], rozpatrzymy problem
sterowalnosci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uktadéw ciagto-dyskretnych, dla
ktorych rozwiazanie analityczne rownan stanu zostaly podane w pracy [1]. Najpierw,
uwzgledniajac specyfike dodatnich uktadow dwuwymiarowych, zostana wprowadzone
definicje sterowalnosci do zera oraz wzglednej sterowalnosci. Nastepnie zostana podane
warunki konieczne i wystarczajace sterowalnosci takich uktadow oraz prosta metoda
wyznaczania nieujemnego sterowania w klasie sterowan odcinkami statych.

2. DODATNI UKLAD CIAGLO-DYSKRETNY

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych elementach oraz
R" =R". Zbidr macierzy o wymiarach nxm, ktérych elementami sa liczby rzeczywiste
nieujemne, bedziemy oznacza¢ przez R"™™, przy czym R" =R". Zbior liczb catkowitych
dodatnich bedziemy oznacza¢ przez Z., za$ zbior liczb rzeczywistych nieujemnych przez
R, =[0,+).
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Wezmy pod uwage dwuwymiarowy uktad ciagto-dyskretny liniowy stacjonarny opisany
roOwnaniami stanu

x,(t,0) =4, x,(t,i) + A,x,(¢,i) +Bu(t,i), te R, (1a)
xX,(t,i+1)=4,,x,(t,i)+ Ayx,(t,0) +B,u(t,i), ieZ,, (1b)
ox, (¢,i)

przy czym x(t,i)= o x,(t,i)eR", x,(t,i)eR™, u(t,i)eR"oraz A4, e R"™,
A c mnlxnz A = §Rn2><n| A c mnz XNy B c mnl xXm B c §an xm
12 4 21 s 22 s 1 ) 2 .

Uktad (1) ma struktur¢ podobna do modelu 2W Roessera [2], gdzie x,(¢,i)eR" jest

odpowiednikiem wektora horyzontalnego, zas$ x,(¢,i))eR™ wektora wertykalnego.

W pracach [1, 4] uklady ciaglto dyskretne sa nazywane dwuwymiarowymi uktadami
hybrydowymi.

Warunki brzegowe dla uktadu (1) maja postac
x,(0,i)=x,(i), ieZ, oraz x,(t,0)=x,(t), teR,. (2)

Definicja 1. Uklad ciaglo-dyskretny (1) nazywamy dwuwymiarowym (2W) modelem
wewngtrznie dodatnim, jezeli dla wszystkich dodatnich warunkéw brzegowych

x,(i)eR?

+ 0

ieZ, oraz x,(t)eR?, teR, 3)

oraz dowolnych wymuszen u(z,i) e R}, teR, i ieZ,, zachodzi x,(¢,i) e R 1 x,(¢,i) e R}

dla wszystkich te R, 1ieZ,.

Twierdzenie 1. [1] Rozwiazanie uktadu (1) spetniajace warunki brzegowe (2) ma postac
D(1)x, (0)+ P(t)x, (1) +QO)u(2,0) dla i=0

®(1)x1(i)+§P(t)(z421p(f)+A22)i_k_11421®(f)x1(k)+P(f)(A21P(t)+Azz)ix2(t)

x,(ti)= (4a)
+ iiP(t)(Az P(t)+A,) " (A,00)+B)ult,k)+Qtu(t,i) dla i=12,..

x,(t,0) = iil(AZIP(t) + A,,) A, D(t)x, (k) + (A4, P(t) + 4, x, ()

(4b)
+ IZ (A, P(t)+ A,) " '(4,0(t) + B)u(t,k)dla i=1.2,..
przy czym ®(t)=e™", a P(¢t) i O(t) sa operatorami, okreslonymi zalezno$ciami

P(t)x = [®( - 7) A x(2)d, (5a)
O()x = [ (i - 7)Bx(7)dx. (5b)

Dow6d. Dowdd zostat podany w pracy [1] wykorzystujac metodg indukcji wzgledem i.
i
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Twierdzenie 2. Uktad ciaglo-dyskretny (1) jest dodatni wewngtrznie, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy

1. A,, jest macierza Metzlera,

(6a)

2. A, €N A, €N A, eRE, B eR”, B, e R (6b)
Dowéd. Dowdd przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 2 pracy [1].

Dostateczno$é. Ogolnie wiadomo, Ze macierz ®(¢) =e™ e R wtedy i tylko wtedy, gdy
A,, jest macierza Metzlera. Jezeli A, jest macierza Metzlera, za§ pozostale macierze majq
elementy nieujemne (6b) i warunki brzegowe spetiaja (3), to z (4a) mamy x,(¢,i) € R,

a z rownania (4b) x,(¢,i) € R? dla dowolnych wymuszen u(t,i)e R, teR, 1ieZ..

Konieczno$¢. Niech x,(t)=0, u(£,0)=0, teR, 1 x,(0)=e, (i-ta kolumna macierzy
Jednostkowej 7, ). Z (la)dlai=0, t € R, i(4a) mamy x,(¢,0) = 4, P(?)e,. Zauwazmy, ze aby
trajektoria nie wyszia z ¢wiartki R musi by¢ x,(0,0) = 4,,e, e R, co implikuje a; 20 dla
i # j. Macierz A;; musi by¢ macierza Metzlera. Z tych samych wzgledow dla x,(0)=0
x,(0)=0, mamy x,(0,0)=Bu(0,0)eR", co implikuje B, € R, poniewaz u(0,0)eR”
moze by¢ dowolne. Podobnie, dla x,(0)=0, u(0,0)0=0 =z (la) mamy
%,(0,0)= 4,x,(0) e R™, co implikuje 4, e R, gdyz x,(0) moze by¢ dowolne. Za$
z(lb) dla x,(r)=0, u(¢,00=0, i=0, t€ R, mamy ux,(t1)=4,x/(t0)=0, co implikuje
A, e R, gdyz x,(2,0) e R moze by¢ dowolne. Podobnie dla x,(0)=0, u(0,0)=0, z (1b)
dla i =0 mamy x,(0,1) = 4,,x,(0) >0, co implikuje 4,, € R, gdyz x,(0) € R?> moze by¢
dowolne. Dla x,(0)=0, x,(0)=0, mamy za$ x,(0,1) = B,u(0,0) >0, co implikuje B, € R}>*",
gdyz u(0,0) e R moze by¢ dowolne.
m

3. STEROWALNOSC DO ZERA

Uwzgledniajac prace [1, 2, 4] mozemy sformutowa¢ podana ponizej definicje sterowalnosci
do zera dodatniego uktadu ciagto-dyskretnego.

Definicja 2. Dodatni uktad ciaglo-dyskretny (1) nazywamy sterowalnym do zera, jezeli dla
dowolnych niezerowych warunkow brzegowych (3) istnieja: chwila 7, >0 i liczba naturalna
k=1 oraz ciag sterowan u(t,i)eR] dla 0<t<¢,, 0<i<k takie, ze w punkcie

(t,,k)eR, xZ, t,>0, k=1, mamy

X x, (¢, k
o R ™
Yoy x,(t,,k)
W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowa¢, ze skladowa x,(#,0) warunkow
brzegowych (3) jest stata w calym przedziale, tzn. x,(?) = x, dla 1 €[0,¢,].
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Poszukiwa¢ bedziemy sterowania w klasie sterowan odcinkami statych, czyli
u(t,i)=u(i) dlate[0,t;], ieZ,, (8)
gdzie u(i) nie zalezy od zmiennej t.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia, rozwiazanie (4) réwnan stanu ukitadu ciagto-dyskretnego
z warunkami brzegowymi (3) dla t=t, >0, i=k >1 mozna napisa¢ w postaci

le Dl Rl
XZLzJZ[D }(OJ{R }uk:Dx0+Ruk, 9
gdzie
Xo =[%,(0), %, (1).K , x,(K), x,]" & D™, (10a)
u, = [u(0),u(®),K ,u(k)]" e REH™, (10b)
D — Dl — Dl(o) Dl(l) A Dl(k) Dl(k +1) em(n1+n2)x[(k+l)n1+n2]1 (100)
D, D,(0) D,1) A 0 D,(k +1) ’
R [R[RO RO A RE=D RO _gompwsm (g0
R, ] [R(0) R,(D) A Ry(k-1) O '
przy czym

D,(J)=P(t;)D" A, @(t;), D,(j)=D“"'A,®(t,), dla j=0LK k-1  (lla)
D, (k) =d(t,), (11b)
D, (k+1)=P(t,)D*, D,(k+1)=D*, (11c)

R(j)=P(t,)D** B, D,(j)=D*"'B, dla j=01K ,k-1,  (12a)

R, (k) =Q(t;), (12b)
D=AP(t)+A, eR>™, (13a)
B=AQ(t;)+B,e R, (13b)

Twierdzenie 3. Dodatni uklad ciagto-dyskretny (1) nie jest sterowalny do zera w czasie
skonczonym.

Dowadd. Ze wzoru (9) dla stanu koncowego (7) x =0 mamy réwnos¢

Dx, = -Ru,, (14)
z ktorej wynika, ze dla kazdej skonczonej chwili t, >0 i niezerowych warunkow
brzegowych (3) lewa strona jest wektorem dodatnim (co najmniej D, (k) = ®(t,)>0) a prawa
strona dla u, e R*™™ jest wektorem ujemnym (co najmniej R, (k) =Q(t,)>0).

|
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Twierdzenie 4. Dodatni uklad ciagto-dyskretny (1) jest sterowalny do zera w czasie
nieskonczenie dlugim t, — oo, jezeli wszystkie wartosci wiasne macierzy Metzlera A, maja

ujemne czesci rzeczywiste oraz
a) w k =n, krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
D, = ~AyA, Ay + A, e RET (15)
ma wszystkie zerowe wartosci wiasne,

b) w k = u krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz D, jest nilpotentna, gdzie x jest
indeksem nilpotentnosci tej macierzy,

c) w nieskonczenie wielu krokach tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wtasne macierzy
D, maja moduty mniejsze od 1.

Ponadto ciag sterujacy (10b) u(i) =0 dla i =0,...,k.

Dowod. Z wilasciwosci uktadu dodatniego wynika, ze dla u(i)=0, 1i=0,..,k
i Re R graz dowolnych niezerowych warunkéw brzegowych (3), réwnosé (14)
moze by¢ spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy lewa strona bedzie rowna zero, tzn. D,(j) =0,
D,(j)=0dla j=01K,k,k+1.

Jezeli wszystkie wartosci wtasne macierzy Metzlera A, maja ujemne czesci rzeczywiste, to

lim a(t, ) = lim e =0 (16)

ty o0
oraz — A e R™™,
W tym przypadku dla t, > D,(j)=0 i D,(j)=0, j=01K k-1, oraz D,(k)=0,
0 postaci (11a) i (11b), odpowiednio.
Dla nieosobliwej macierzy Metzlera A, operator P(t,;) wyznacza si¢ z zaleznosci

P(t,)=-AJ(1, —e™")A, e R, (17)
Dla t; — o otrzymamy

P, =P(t; > o) = —Al’llA12 e R, (18)
Podstawiajac (18) do zaleznosci na macierz D (13a) otrzymamy

D, =D(t; > ) =—A,A, A, + A, e R, (19)

Z zaleznosci (11c) wynika, ze D,(k+1) =0, D,(k+1)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
D¥ =0. Warunek ten bedzie spetniony, gdy macierz (19):

a) ma wszystkie zerowe wartosci wiasne, to z twierdzenia Caleya-Hamiltona mamy D? =0
i k=n,,

b) jest nilpotenta z indeksem , tzn. DX =01 k = u,

c) ma wszystkie wartosci o0 modutach mniejszych od 1, to lim D¥=01i k= m
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4. WZGLEDNA STEROWALNOSC

Uwzgledniajac prace [1, 2, 4, 5] mozemy sformutowaé¢ podane ponizej definicje
sterowalnosci i wzglednej sterowalnosci dodatniego uktadu ciagto- dyskretnego.

Definicja 3. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) nazywamy sterowalnym w punkcie
(t;,k)eR, xZ_, t, >0, k>1, jezeli dla dowolnych niezerowych warunkow brzegowych (3)

I kazdego wektora

X
x:[ }in (20)

X2f

istnieje ciag sterowan u(t,i) e RT dla 0<t<t,, 0<i<k taki, ze

L Xt k) g
x(t,i) = = : (21)
{Xz (t.K) || X
Definicja 4. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) nazywamy wzglednie sterowalnym dla stanu

X,(t,i) e R w punkcie (t;,k)eR, xZ,, t. >0, k>1, jezeli dla dowolnych niezerowych
warunkow brzegowych (3) i kazdej sktadowej

X;p € RY (22)
wektora stanu (20) istnieje ciag sterowan u(t,i)eRT dla 0<t<t,, 0<i<k taki, ze
Xl(t’ )= Xl(tf k) = Xyt -

Lemat 1. Warunkiem koniecznym, aby dodatni uktad ciagto-dyskretny byt sterowalny
w punkcie (t,i)eR, xZ,_, t=t, >0, i=k>1, musi by¢ spetniony warunek
rzad R=n, +n,. (23)

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest takze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
sterowalnosci w punkcie (t,,k) standardowych uktadow ciagto-dyskretnych (1), tzn.
o dowolnych elementach macierzy A,, A,, A, A,, B,, B,, przy zatozeniu (8).

Twierdzenie 5. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) jest sterowalny w punkcie
(t;,k)eR, xZ_, t, >0, k>1, jezeli

X — Dx, € RM*™ (24)
oraz sa spetnione warunki
a) rzad macierzy R, o postaci (10d), jest rowny n, +n,,

b) z macierzy R (10d) mozna wybra¢ n, +n, liniowo niezaleznych kolumn takich, ze

macierz R utworzona z tych kolumn jest uogdlniona macierza permutacji, zwana tez
macierza monomialna (w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tylko jeden element jest
dodatni, a wszystkie pozostate sa zerowe).
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Ciag sterowan odcinkami statych u, € R%*™™ (10b), ktory przeprowadza uktad (1) w czasie
t, >0 oraz k>1 krokach z niezerowych warunkow brzegowych (10a) do zadanego stanu
koncowego (20) jest okreslony wzorem

u, = RT[RRT]*(x - Dx,), (25)

przy czym macierze R i D maja postacie (10d) i (10c), odpowiednio.

Dowod. Z (9) dla t=t, >0 i i =k >1 oraz dowolnych warunkow brzegowych (10a) mamy
x—Dx, =Ru,. (26)

Z zatozenia X e R*™ i Dx, e R*™ sa dowolnymi wektorami o nieujemnych elementach.
Mozna wigc tak dobrac te wektory, aby x— Dx, ¢ R™™. W tym przypadku nie istnieje ciag

(ng+ny )x[(k+1)m]
+ .

sterowan u(i) e RT, i =01,...,k, spetniajace rownos¢ (26), poniewaz R € R

Z definicji 3 i (26) wynika, ze jezeli zachodzi x— Dx, € R™"™, to istnieje ciag nieujemnych
sterowan (25) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz R (10d) zawiera n,+n, liniowo

niezaleznych kolumn monomialnych. W tym przypadku istnieje prawa odwrotnosé tej
macierzy

RT[RR']* e Rlcomriinm, (27)

Wykazemy, ze sterowanie to przeprowadza w czasie t, >0 i k krokach uktad (1) ze stanu
(10a) do stanu koncowego (20). Podstawiajac (25) do (9) w punkcie (t,,k) otrzymamy

DX, + Ru, = Dx, + RRT[RRT]™*(x - Dx,) = X (28)

Uktad jest wigc sterowalny w punkcie (t;,k). |

Twierdzenie 6. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) jest wzglednie sterowalny dla stanu
X, (t,i) e R™ w punkcie (t;,k)eR, xZ,, t, >0, k>1, jezeli

X;; — DX, € R (29)
oraz sa spetnione warunki

a) rzad macierzy R,, o postaci (10d), jest rowny n,,

b) z macierzy R, (10d) mozna wybra¢ n, liniowo niezaleznych kolumn takich, ze

macierz R, utworzona z tych kolumn jest uogolniona macierza permutacji, zwana tez

macierza monomialna (w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tylko jeden element jest
dodatni, a wszystkie pozostate sa zerowe).
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Ciag sterowan odcinkami statych u, e RY“*"™ (10b), ktory przeprowadza uktad (1a) w czasie

t, >0 oraz k>1 krokach z niezerowych warunkow brzegowych (10a) do zadanego stanu

koncowego x,; € R jest okreslony wzorem
U, = RlT[Rl RlT]_l(Xn =D, Xp)- (30)

Woweczas dla otrzymanego ciagu sterowan (30), przyjetych warunkéw brzegowych
X, € RED™ ™ punktu (t, k) wartos¢ sktadowej x,, =X, (t; k) e R™ wektora stanu (20)

uktadu (1) wyznacza sig¢ ze wzoru

Xp¢ = D,X, + Ryu,. (31)

Dowaéd. Przeprowadza sig identycznie jak twierdzenia 5, biorac pod uwage tylko pierwszy
wiersz rownania (9).
O

Niech A=diag[a,,a,, K ,a,], & <0, 1=1K ,hn, bedzie macierza diagonalna o ujemnych
elementach. Wszystkie wartosci wiasne macierzy A sa rzeczywiste i ujemne.

Jezeli A, jest diagonalna macierza o ujemnych elementach, to ®(t) =e™" jest rowniez
macierza diagonalna i ma postac

d(t) = e = diag[e™ ,e** K ,e™'] e R™" (32)
oraz macierz — A" jest macierza diagonalna o dodatnich wspdtczynnikach i ma posta¢

_ At —diagl=t, =tk e qren, (33)

1 9 n

W tym przypadku operator Q(t,) jest macierza monomialna, o postaci

Q(t) = -A; (I, —e*")B,e R (34)
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B,e R™™ jest macierza monomialna.
Wobec tego macierz
R=[R(O RO]=[P(t)B Qet)]enr (35)
ma n, kolumn monomialnych dla dowolnej chwili t; > 0. Zgodnie z twierdzeniem 6 uktad
(1) jest sterowalny dla stanu x, (t,i) € R w punkcie (t,,1) pod warunkiem (29).

Whiosek 1. Jezeli A, jest diagonalna macierza o ujemnych elementach oraz macierz
B,e R™™ jest monomialna, to dodatni ukfad (1) jest wzglednie sterowalny dla stanu
X, (t,i) e R™ w punkcie (t,,1), t, >0.
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4. PRZYKLAD
Nalezy zbada¢ sterowalnos¢ dodatniego uktadu ciagto-dyskretnego (1) o macierzach:

AM:{_Ol _02} A, =m, A, =[01 02] A,=[0.2] Blz[cl) ﬂ B,=[1 2] (36)

Dla rozpatrywanego uktadu macierz podstawowa ma postac¢

et 0
oft) = e’ = { 0 e2tj|' (37)
operatory (5)
1-e " ) 1-e 0 oo

P(t.)= e R, Q(ty) = eR, 38
(t;) { 0 (t;) { 0 0_5(1_etf)} (38)

zas$ macierze (13)
D=03-0.1e " eR', B=[1.1-0.1e"" 2.1-0.1e*" JeR"2 (39)

Dla t; — oo otrzymamy: tIim D(t,) :tlim e =0, D, =D(t; > «) =0.3.

Macierz A, ma ujemne rzeczywiste wartosci wiasne, zatem z twierdzenia 4 wynika, ze
dodatni uktad ciagto-dyskretny (1), o macierzach (36), jest sterowalny do zera w czasie
nieskonczenie dtugim t, — o i w nieskonczenie wielu krokach k — oo,

Zbadamy teraz sterowalnos¢ powyzszego uktadu w punkcie (t,,k)eR, xZ , t, =11 k=1.
Z powyzszego oraz wzoru (10d) otrzymamy macierz

R, R(O) R 0.6721 1.3189 0.6321 0
— -1 =l 0 0 0 0.4323 | e B>, (40)
R, R,(0) 0

1.0632 2.0865 0 0

Latwo sprawdzi¢, ze macierz (40) ma n, +n, =3 liniowo niezalezne kolumny, przy czym

tylko dwie z nich sa monomialne. Zatem nie jest spelniony warunek b) twierdzenia 5, co
oznacza, ze rozpatrywany uktad nie jest sterowalny w badanym punkcie.

Natomiast z Twierdzenia 6 wynika, ze uktad (1), o macierzach (36) jest wzglednie sterowalny
w badanym punkcie dla stanu x,(t,i) € > pod warunkiem (29).

Przyjmijmy, ze w punkcie (t,,k)=(L1) sktadowa x, = x,(11) € R’ wektora stanu (20)

uktadu (1) jest rowna
Xllf 2
=x(11) = = 41
le Xl( g ) |:X12f} |:1i|1 ( )

za$ wektor warunkdéw brzegowych (10a) jest rowny
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_X11(O)_ 1
X,(0) | |0
Xo=| %; (1) [=]2 e R, (42)
(1) | |1
L % ] 2]
Podstawiajac powyzsze do (29) otrzymamy
2| [0.0233 0.0171 0.3679 0 0.1664 0.9082 )
X s —DX, =1, |- Xy = e N, (43)
1 0 0 0 0.1353 0 0.8647
Ciag sterowan odcinkami statych u, € R? (10b) wyznaczymy ze wzoru (30)
0.2594 0 0.2356
u(o 0.5091 0 0.9082 0.4624
1= (©) = RlT[Rl RlT]_l(le -D, Xo) = = . (44)
u@) 0.2440 0 0.8647 0.2216
0 2.3130 2.0000

Wartos¢ sktadowej x,, = X,(1,1) € R. wektora stanu (20) uktadu (1), ktéra bedzie osiagnicta
w punkcie (t;,k)=(11) dla powyzszych warunkow brzegowych (42) i sterowania (44), jest
rowna

X,¢ = DX, + Ru; =1.7784. (45)
W celu sprawdzenia otrzymanych wynikow wyznaczymy rozwiazanie rownan (1)
0 macierzach (36) w punkcie (t,,k)=(11) dla wektora warunkéw brzegowych (42).

Z 0golnego rozwiazania rownania (1a), o postaci
X, (t,1) = d(t)x, (i) + P()X, (t,1) + Q(t)u(t,i), (46)
oraz rownania (1b) dla i =0,1, odpowiednio otrzymamy

2.2356 —1.23566™
X (t,0) = , 47
1(10) {0.2312—0.23128_”} 4
X, (t,1) =1.8301—0.1236e " +0.0462e %, (48a)
2.0517 —0.1753e ™" + 0.0773¢ % + 0.0462e ™
Xl(t,l){ 0517 —0.1753¢ +(;o 3e % +0.0462¢ } (48b)

Z powyzszych rozwiazan obliczymy wartosci wektora stanu w punktach (t,,k) e R, xZ, dla
t, =1 oraz k=0,1:

1.7811

2
{Xl(l'o)} 0.1999 |, {Xl(l’l)} 1 (49)
X,(1,0) X,(11)

2 1.7784
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5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem sterowalno$ci dodatnich liniowych dwuwymiarowych uktadow
ciagto-dyskretnych, opisanych rownaniami stanu (1) przy zatozeniach (3) 1 (6).

Sformulowano podstawowe definicje oraz podano warunki konieczne 1 wystarczajace
sterowalnosci do zera i wzglednej sterowalnosci. Podano prosta metode wyznaczania
nieujemnego sterowania w klasie sterowan odcinkami statych, ktére przeprowadza uktad (1)
z dowolnych niezerowych warunkéw brzegowych (3) do zadanego stanu koncowego (20)
w punkcie (¢,,k)eR xZ,, t,>0, k>1.

Powyzsze rozwazania mozna tatwo uog6lni¢ na dodatnie dwuwymiarowe uktady ciagto-
dyskretne utamkowego rzedu.
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