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 DODATNIO  I STABILNO  DWUWYMIAROWYCH UK ADÓW 
LAPUNOWA NIECA KOWITEGO RZ DU  

OPISANYCH MODELEM ROESSERA 
Zaproponowano now  klas  dwuwymiarowych uk adów Lapunowa opisanych 
modelem Roessera. Podano warunki konieczne i wystarczaj ce dodatnio ci 
i stabilno ci asymptotycznej takich uk adów. Pokazano, e problem badania 
stabilno ci asymptotycznej dwuwymiarowych uk adów Lapunowa nieca kowitego 
rz du jest równowa ny problemowi badania stabilno ci asymptotycznej 
odpowiadaj cych im jednowymiarowych uk adów standardowych. Rozwa ania 
zilustrowano przyk adem numerycznym. 

POSITIVITY AND STABILITY OF FRACTIONAL 2D LYAPUNOV 
SYSTEMS DESCRIBED BY THE ROESSER MODEL 

A new class of fractional 2D Lyapunov systems described by the Roesser models 
is introduced. Necessary and sufficient conditions for the positivity and 
asymptotic stability of the new class of systems are established. It is shown that 
the checking of the asymptotic stability of positive 2D fractional Lyapunov 
systems can be reduced to testing the asymptotic stability of corresponding 
positive standard 1D discrete-time systems. The considerations are illustrated by 
a numerical example. 

1. WST P 
Najbardziej popularnymi modelami dwuwymiarowych uk adów liniowych s  modele 
wprowadzone przez Roessera [38], Fornasiniego i Marchesiniego [6, 7] oraz Kurka [29]. 
Modele te zosta y uogólnione na uk ady dodatnie w pracach [10, 12, 13, 40]. Teorii uk adów 
2D po wi cone s  monografie [1, 2, 8, 9]. Obszerny opis uk adów dodatnich zawarty zosta  w 
monografiach [5, 12]. Problem stabilno ci asymptotycznej dodatnich uk adów 
dwuwymiarowych by  rozpatrywany w pracach [16, 17, 20, 39]. Zagadnienie stabilizacji 
uk adów dwuwymiarowych by o badane w [22]. 
Podstawy matematyczne algebry nieca kowitego rz du zosta y sformu owane 
w monografiach [30, 32-34]. Poj cie dwuwymiarowego uk adu liniowego nieca kowitego 
rz du zosta o wprowadzone przez Kaczorka w [18] oraz uogólnione w [19, 21]. Problem 
stabilizacji dwywymiarowego uk adu nieca kowitego rz du przez sprz enie zwrotne od 
wektora stanu zosta  rozpatrzony w [23, 28]. 
Sterowalno  i obserwowalno  uk adów Lapunowa by a tematem pracy Murty i Apparao 
[31]. Dodatnie jednowymiarowe uk ady Lapunowa by y rozpatrywane w wielu pracach [15, 
24-26], a dodatnie dwuwymiarowe uk ady Lapunowa by y analizowane w [37]. 
W pracy [36] wprowadzony zosta  nowy model Lapunowa nieca kowitego rz du, a nast pnie 
zosta  uogólniony w [35]. Problemy dodatnio ci, stabilno ci asymptotycznej, 
obserwowalno ci, osi galno ci i sterowalno ci do zeraz zosta y sformu owane i rozwi zane. 
Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie nowej klasy dwuwymiarowych uk adów 
Lapunowa nieca kowitego rz du. Rozpatrzone zostan  problemy dodatnio ci oraz stabilno ci 
asymptotycznej nowej klasy uk adów. 
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Wed ug wiedzy autora dwuwymiarowe uk adu Lapunowa nieca kowitego rz du, ich 
dodatnio  i stabilno  asymptotyczna nie by y dotychczas rozpatrywane. 

2. WPROWADZENIE 
W pracy b d  stosowane nast puj ce oznaczenia. Zbiór macierzy rzeczywistych o wymiarach 

mn  i elementach nieujemnych b dziemy oznacza  przez mn oraz 1: .n n  Zbiór liczb 
ca kowitych nieujemnych b dziemy oznacza  przez , a macierz jednostkow  stopnia n  
przez n .  

Macierz n m
ijA a  o wszystkich elementach dodatnich ( 0ija  dla ni ,,2,1  oraz 

mj ,,2,1 )  b dziemy nazywa  ci le dodatni  i oznacza  przez 0A . 

Macierz kwadratowa ijA a  b dzie nazywana macierz  Metzlera, je eli wszystkie 

elementy poza g ówn  przek tn  tej macierzy s  dodatnie, tj. 0ija  dla ji . 

Definicja 1. [11] Iloczynem Kronekera BA  macierzy m n
ijA a i macierzy 

qpB  nazywamy macierz blokow  postaci 
 1,2, ,

1,2, ,

mp nq
i mij
j n

A B a B K
K

 (1) 

Lemat 1. [11] Równanie  
 CAXB  (2) 

gdzie m nA , q pB , m pC  oraz n qX  jest równowa ne równaniu 

 TA B x c  (3) 
przy czym 
 1 2: T

nx x x xL ,         1 2: T
mc c c cL  (4) 

gdzie ix  oraz ic  s  odpowiednio i -tymi wierszami macierzy X  i C . 

Lemat 2. [11] Je eli 1 2, , , nK  s  warto ciami w asnymi macierzy n nA , za  

1 2, , , nK  s  warto ciami w asnymi macierzy n nB , to i j  dla , 1, 2, ,i j nK  s  
warto ciami w asnymi macierzy 
 T

n nA B . (5) 

Wprowad my nast puj ce dwie definicje horyzontalnej i wertykalnej ró nicy nieca kowitego 
rz du dwuwymiarowych funkcji macierzowych. 
Definicja 2.  Ró nic  horyzontaln  nieca kowitego rz du  dwuwymiarowej dyskretnej 
funkcji macierzowej 1n Nh

ijX , ,i j  nazywamy funkcj  o postaci 

 ,
0

i
h h
ij i k j

k
X c k X , (6) 

gdzie , 1n n , 1, 2,n K  oraz 
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1 dla 0

1 1
1 1 dla 0

!
k k

k

k
c k k

k
k

L  (7) 

Definicja 3.  Ró nic  wertykaln  nieca kowitego rz du  dwuwymiarowej dyskretnej 
fuknkcji macierzowej 2n Nv

ijX , ,i j  nazywamy funkcj  o postaci 

 ,
0

j
v v
ij i j l

l
X c l X , (8) 

gdzie , 1n n , 1, 2,n K  oraz 

 
1 dla 0

1 1
1 1 dla 0

!
l l

l

l
c l l

l
l

L  (9) 

Lemat 3. [28] Je eli 1n n , 1, 2,n K  1n n , to 

 
0

0
k

c k   
0

0
l

c l . (10) 

3. DWUWYMIAROWE UK ADY LAPUNOWA NIECA KOWITEGO RZ DU  
3.1. Równania stanu dwuwymiarowych uk adów Lapunowa nieca kowitego rz du 
We my pod uwag  dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du opisany 
równaniami 

 
0 0 1 1

1, 111 12 11 12
0 0 1 1

, 1 221 22 21 22

h h h
i j ij ij

ijv v v
i j ij ij

X X X BA A A A
U

X X X BA A A A
 (11a) 

 1 2

h
ij

ij ijv
ij

X
Y C C DU

X
,          ,i j  (11b) 

gdzie 1n Nh
ijX , 2n Nv

ijX  s  odpowiednio horyzontaln  i wertykaln  macierz  stanu w 

punkcie ,i j , m N
ijU jest macierz  wymusze , p N

ijY  jest macierz  wyj  w punkcie 

,i j  oraz k ln nr
klA  dla , 1, 2k l  i 0,1r ; kn m

kB , kp n
kC  dla 1, 2k ; 

p mD oraz 1 2N n n . 

Korzystaj c z Definicji 2 i Definicji 3 równanie (11a) mo emy napisac w postaci 

 

1

1,0 0 1 1
21, 111 12 11 12

0 0 1 1 1
, 1 221 22 21 22

, 1
2

i
h
i k jh h h

ki j ij ij
ijv v v j

i j ij ij v
i j l

l

c k X
X X X BA A A A

U
X X X BA A A A

c l X
 (12) 

przy czym 
1

0 0
11 11 nA A , 

2

0 0
22 22 nA A . 

Warunki brzegowe dla (11a) i (12) maj  posta  
 0

h
jX  dla j  oraz 0

v
iX  dla i . (13) 
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Lemat 4. Dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) mo e zosta  
przekszta cony do równowa nej postaci dwuwymiarowego Nm -wejsciowego i Np -
wyj ciowego uk adu nieca kowitego rz du opisanego modelem Roessera [28] 

 

1

1,
21, 111 12
1

, 1 221 22
, 1

2

i
h

i k jh h
ki j ij

ijv v j
i j ij v

i j l
l

c k x
x x BA A

u
x x BA A

c l x
 (14a) 

 1 2

h
ij

ij ijv
ij

x
y C C Du

x
,                 ,i j  (14b) 

przy czym 

 

1

1

2

2

1 2

1 2

1 2

1 2

,

,

,

T N nh h h h
ij ij ij n ij

T N nv v v v
ij ij ij n ij

T N m
ij ij ij m ij

T N p
ij ij ij p ij

x X X X

x X X X

u U U U

y Y Y Y

L

L

L

L

 (15) 

gdzie h
k ijX , v

k ijX , k ijU , k ijY  oznaczaj  odpowiednio k -te wiersze macierzy h
ijX , v

ijX , ijU , ijY  
oraz 

 

1 1

1

1 2 2 1

2 2

2

1 2

1 1
0 11 12

11 11 1 1
21 22

0 0
12 12 21 21

1 1
0 11 12

22 22 1 1
21 22

1 1 2 2

1 1

,

,     ,

,

,    ,

T
N n N n

N n

N n N n N n N n
N N

T
N n N n

N n

N n N m N n N m
N N

A A
A A

A A

A A A A

A A
A A

A A

B B B B

C C 1 2
2 2,    ,

.

N p N n N p N n
N N

N p N m
N

C C

D D

 (16) 

Dowód. Korzystaj c z Lematu 1 dla równa  (12) i (11b) otrzymujemy natychmiast (14).  
Warunki brzegowe dla uk adu (14) maj  posta  

 
1

2

0 1 0 2 0 0

0 1 0 2 0 0

  dla   ,

   dla   .

Th h h h
j j j n j

Tv v v v
i i i n i

x X X X j

x X X X i

L

L
  (17) 

Twierdzenie 1. Rozwi zanie równania (14a), spe niaj ce warunki brzegowe (17), ma posta  

 10 010
, , 1, , 1

0 0 0 00

0
0

h hj ji i
ij q

vi p j i j q i p j q i p j q pqv
p q p qpij

x x
T T T B T B u

xx
 (18) 

przy czym 

 10 1

0
B

B ,      01

2

0
B

B
 (19) 
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oraz macierze tranzycji modelu (14a) 
2 2N N

pqT maj  posta  

 
2 dla  0,  0

dla  0  ,
0 (zero matrix) dla  0  i/lub 0 

N

pq pq

p q
T p q p q

p q
 (20) 

gdzie  

 1

2

10 1, , 01 , 1 ,
2 2

0 00
00 0

p q
N n

pq p q p k q p q p q l
N nk k

c k
T T T T T Tc l  (21) 

przy czym 

 11 12
10 0 0

A A
T ,    01

21 22

0 0
T

A A
. (22) 

Dowód. Rozwi zanie równania (14a) otrzymujemy natychmiast korzystaj c z rozwi zania 
dwuwymiarowego uk adu nieca kowitego rz du opisanego modelem Roessera, patrz [28].  
3.2. Dodatnio  dwuwymiarowych uk adów Lapunowa nieca kowitego rz du 
Definicja 4. Uk ad (11) nazywamy (wewn trznie) dodatnim dwuwymiarowym uk adem 
Lapunowa nieca kowitego rz du wtedy i tylko wtedy, gdy 1n Nh

ijX , 2n Nv
ijX  oraz 

p N
ijY , ,i j  dla dowolnych nieujemnych warunków brzegowych 1

0
n Nh

jX , j  

oraz 2
0

n Nv
iX , i  oraz dowolnych nieujemnych wymusze  m N

ijU , ,i j . 

Twierdzenie 2. Dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) dla , , 
0 1, 0 1 jest (wewn trznie) dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 
 

, 1,2, , k

l l
kk ij kk i j n

A a
K

 dla 1, 2;k  0,1l  (23a) 

s  macierzami Metzlera spe niaj cymi nat puj ce warunki 

 

0 1
11 11 1
0 1
11 22 1 2
0 1
22 11 2 1
0 1
22 22 2

0 dla , 1, 2, ,
0 dla 1, 2, , ;  1, 2, ,
0 dla 1, 2, , ;  1, 2, ,
0 dla , 1, 2, ,

ii jj

ii jj

ii jj

ii jj

a a i j n
a a i n j n
a a i n j n
a a i j n

K
K K
K K

K

 (23b) 

oraz 

  

;  dla  , 1, 2;  ; 0,1;

;   dla   1, 2;

.

k l

k k

n nr
kl

n m p n
k k

p m

A k l k l r

B C k

D

  (23c) 

Dowód. Dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) jest dodatni wtedy 
i tylko wtedy, gdy równowa ny dwuwymiarowy uk ad nieca kowitego rz du (14) jest 
dodatni. Korzystaj c z warunków dodatnio ci dwuwymiarowych uk adów nieca kowitego 
rz du opisanych modelem Roessera [28] otrzymujemy 

 

22 2

2

111 12

221 22

1 2

, ,

, .

N N mN N

N p N N p N m

BA A
BA A

C C D

 (24) 

Bior c pod uwag  (16) otrzymujemy (23).   
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3.3. Stabilno  asymptotyczna dodatnich dw uwymiarowych uk adów Lapunowa 
nieca kowitego rz du 

Definicja 5. Dodatni uk ad Lapunowa (11) nazywamy stabilnym asymptotycznie wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ograniczonych warunków brzegowych 1

0
n Nh

jX , 

j , 2
0

n Nv
iX , i  i zerowego wymuszenia 0ijU , ,i j  jest spe niony 

nast puj cy warunek 

 
,
lim 0

h
ij
vi j
ij

X
X

. (25) 

Twierdzenie 3. Dodatni uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) jest asymptotycznie 
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spe niony jeden z poni szych równowa nych 
warunków:  

1) dodatni jednowymiarowy uk ad dyskretny 

 11 12
1

21 22
i i

A A
x x

A A

%
%  (26) 

przy czym 

 
1 1

0 11 12
1 1
21 22

k k

T

kk kk n N n
A A

A A
A A

%  dla  1, 2k  (27) 

oraz 12A , 21A  s  okre lone wzorami (16) jest stabilny asymptotycznie, 

2)   1i j   dla , 1, 2, ,i j NK  (28) 

gdzie 1 2, , , NK  s  warto ciami w asnymi macierzy 

 1

2

0 0
11 12

0 0
21 22

n

n

A A

A A
 

oraz 1 2, , , NK  s  warto ciami w asnymi macierzy 

 
1 1
11 12
1 1
21 22

A A
A A

 

3) istnieje cisle dodatnia macierz N N taka, e 

 
0 0 1 1
11 12 11 12
0 0 1 1
21 22 21 22

0
A A A A
A A A A

 (29) 

Dowód. Zgodnie z Lematem 4 dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) 
jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy równowa ny dwuwymiarowy uk ad 
nieca kowitego rz du (14) jest stabilny asymptotycznie. Zauwa my, e uk ad (14) jest 
uk adem z opó nieniami, których liczba ro nie dla ,i j . W [3, 4] wykazano, e 
stabilno  asymptotyczna dodatnich uk adów dyskretnych z opó nieniami nie zale y od 
liczby i wielko ci opó nie , lecz od sumy macierzy stanu. Zatem stabilno  asymptotyczna 
dodatniego dwuwymiarowego uk adu (14) jest równowa na stabilno ci asymptotycznej 
dodatniego jednowymiarowego uk adu z macierz  stanu 
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1

2

1

11 12
2

1

21 22
2

i

N n
k

j

N n
l

A c k A

A A c l
 (30) 

Korzystaj c z Lematu 3 oraz z (7) i (9) otrzymujemy 

2
1

k
c k  oraz 

2
1

l
c l  (31) 

Podstawiaj c (31) do (30) otrzymamy (26). 
Jak powszechnie wiadomo, jednowymiarowy uk ad dyskretny (26) jest stabilny 
asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto ci w asne jego macierzy stanu 
maj  modu y mniejsze od jedno ci. Korzystaj c z Lematu 2 dla uk adu (26) oraz ze wzorów 
(27) i (16) otrzymujemy natychmiast (28). 
W [14] wykazano, e dodatni jednowymiarowy uk ad (26) jest stabilny asymptotycznie wtedy 
i tylko wtedy, gdy istnieje ci le dodatni wektor N  taki, e 

1

2

11 12

21 22

0N n

N n

A A

A A

%

%  

Korzystaj c z Lematu 1 oraz z (27) otrzymamy (29).  
Niech 

11 12
, 1,2, ,

21 22

r r
r
klr r k l N

A A
a

A A K
 dla 0,1r  (32) 

oraz 

, 1,2, ,kl k l NK
. (33) 

Twierdzenie 4. Dodatni dwuwymiarowy uk ad Lapunowa (11) jest stabilny asymptotycznie 
tylko wtedy, gdy 

0 1
1

0 1
1 1

[ ,0) dla 1,2, , ;   1, 2, ,
[ ,0) dla 1, 2,..., ;   1, 2, ,

kk ll

kk ll

a a k n l N
a a k n n N l N

K K
K

 (34) 

Dowód. Nierówno  (29) mo emy napisa  w postaci 
0 1 0 1 0 1

1 1 1 1

0
N N N N

kj jl kj jl kj jl kj jl kk ll kl
j j j j

j k j l

a a a a a a    dla , 1, 2, ,k l NK  (35) 

Z Twierdzenia 2 wynika, e nierówno  mo e by  spe niona tylko wtedy, gdy warunki (34) 
s  spe nione.   

4. PRZYK AD 
Rozwa my dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du (11) dla 0.8 , 

0.5 oraz 
0 0
11 12
0 0
21 22

0.5 0
0.3 0.2

A A
A A

,              
1 1
11 12
1 1
21 22

0.2 0.1
0 0.1

A A
A A

,    1 2 0B B . (36) 

Zgodnie z Twierdzeniem 2 uk ad (36) jest dodatni, gdy  macierze 0 0 1 1
11 22 11 22, , ,A A A A  s  

macierzami Metzlera i spe niaj  nast puj ce warunki 
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0 1
11 11 11 11

0 1
11 11 11 22

0 1
11 22 11 11

0 1
11 22 11 22

0.1 0

0.2 0

0.1 0

0.2 0

a a
a a

a a
a a

  

a pozosta e macierze uk adu maj  wszystkie elementy nieujemne. 
Korzystaj c z Twierdzenia 3 otrzymujemy nast puj ce wyniki. 

1) Jednowymiarowy uk ad dyskretny o macierzy 

 11 12

21 22

0.3 0 0 0
0.1 0.4 0 0
0.3 0 0.6 0
0 0.3 0.1 0.7

A A
A A

%
%  

 jest stabilny asymptotycznie, gdy  warto ci w asne macierzy stanu tego uk adu maj  
modu y mniejsze od jedno ci 1 0.7z , 2 0.4z , 3 0.6z , 4 0.3z . 

2) Bior c pod uwag , e macierz 

 1

2

0 0
11 12

0 0
21 22

0.5 0
0.3 0.8

n

n

A A

A A
 

ma warto ci w asne 1 0.5 , 2 0.8  oraz macierz 

 
1 1
11 12
1 1
21 22

0.2 0.1
0 0.1

A A
A A

 

ma warto ci w asne 1 0.2 , 2 0.1  otrzymujemy 

 1 1 1 2

2 1 2 2

0.6 1, 0.7 1,
0.3 1, 0.4 1.

 

3) Istnieje ci le dodatnia macierz 

 
1 1
1 2

, 

która spe nia nierówno  

 
0 0 1 1

11 12 11 12
0 0 1 1
21 22 21 22

0.7 0.5
0

0.1 0.2
A A A A
A A A A

. 

Wykazali my zatem, e dodatni dwuwymiarowy uk ad Lapunowa nieca kowitego rz du 
(11) z macierzami (36) jest stabilny asymptotycznie. 

Zauwa my, e warunki Twierdzenia 4 s  równie  spe nione, gdy  

 
0 1 0 1
11 11 11 22
0 1 0 1
22 11 22 22

0.7 [ 0.8,0), 0.6 [ 0.8,0),
0.4 [ 0.5,0), 0.3 [ 0.5,0).

a a a a
a a a a
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5. UWAGI KO COWE 
W niniejszej pracy zaproponowano now  klas  dwuwymiarowych uk adów Lapunowa 
nieca kowitego rz du opisanych modelem Roessera. Warunki konieczne i wystarczaj ce 
dodatnio ci tego modelu zosta y sformu owane w Twierdzeniu 2 oraz stabilno ci 
asymptotycznej w Twierdzeniu 3. Wykazano, e problem badania stabilno ci asymptotycznej 
dodatniego dwuwymiarowego uk adu Lapunowa nieca kowitego rz du mo e zosta  
sprowadzony do badania stabilno ci asyptotycznej odpowiadaj cemu mu dodatniego uk adu 
jednowymiarowego. Rozwa ania zosta y zilustrowane przyk adem numerycznym. 
Problemem otwartym jest rozszerzenie tych rozwa a  na dwuwymiarowe uk ady Lapunowa 
opisane modelem o strukturze zbli onej do dwuwymiarowego modelu Kurka [29]. 

* * * 
Praca naukowa finansowana ze rodków Komitetu Bada  Naukowych w latach 2007-2010 
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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