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DODATNIOSC I STABILNOSC DWUWYMIAROWYCH UKEADOW
LAPUNOWA NIECALKOWITEGO RZEDU
OPISANYCH MODELEM ROESSERA

Zaproponowano nowg klase dwuwymiarowych ukfadéw Lapunowa opisanych
modelem Roessera. Podano warunki konieczne i wystarczajgce dodatniosci
i stabilnosci asymptotycznej takich ukfadow. Pokazano, ze problem badania
stabilnosci asymptotycznej dwuwymiarowych uk/adéw Lapunowa niecaZkowitego
rzedu jest réwnowazny problemowi badania stabilnosci asymptotycznej
odpowiadajqgcych im jednowymiarowych ukfadéw standardowych. Rozwazania
zilustrowano przykfadem numerycznym.

POSITIVITY AND STABILITY OF FRACTIONAL 2D LYAPUNOV
SYSTEMS DESCRIBED BY THE ROESSER MODEL

A new class of fractional 2D Lyapunov systems described by the Roesser models
is introduced. Necessary and sufficient conditions for the positivity and
asymptotic stability of the new class of systems are established. It is shown that
the checking of the asymptotic stability of positive 2D fractional Lyapunov
systems can be reduced to testing the asymptotic stability of corresponding
positive standard 1D discrete-time systems. The considerations are illustrated by
a numerical example.

1. WSTEP

Najbardziej popularnymi modelami dwuwymiarowych uktadow liniowych sa modele
wprowadzone przez Roessera [38], Fornasiniego i Marchesiniego [6, 7] oraz Kurka [29].
Modele te zostaty uogdlnione na uktady dodatnie w pracach [10, 12, 13, 40]. Teorii uktadow
2D poswiecone sa monografie [1, 2, 8, 9]. Obszerny opis uktadéw dodatnich zawarty zostat w
monografiach [5, 12]. Problem stabilnosci asymptotycznej dodatnich uktadéw
dwuwymiarowych byt rozpatrywany w pracach [16, 17, 20, 39]. Zagadnienie stabilizacji
uktadéw dwuwymiarowych byto badane w [22].

Podstawy matematyczne algebry niecatkowitego rzedu zostaty sformutowane
w monografiach [30, 32-34]. Pojecie dwuwymiarowego uktadu liniowego niecatkowitego
rzedu zostato wprowadzone przez Kaczorka w [18] oraz uogdlnione w [19, 21]. Problem
stabilizacji dwywymiarowego ukfadu niecatkowitego rzedu przez sprzezenie zwrotne od
wektora stanu zostat rozpatrzony w [23, 28].

Sterowalnos¢ i obserwowalnos¢ uktadow Lapunowa byla tematem pracy Murty i Apparao
[31]. Dodatnie jednowymiarowe uktady Lapunowa byly rozpatrywane w wielu pracach [15,
24-26], a dodatnie dwuwymiarowe uktady Lapunowa byty analizowane w [37].

W pracy [36] wprowadzony zostat nowy model Lapunowa niecatkowitego rze¢du, a nastgpnie
zostal uogdlniony w [35]. Problemy dodatniosci, stabilnosci asymptotycznej,
obserwowalnosci, osiagalnosci i sterowalnosci do zeraz zostaty sformutowane i rozwiazane.

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie nowej klasy dwuwymiarowych uktadéw
Lapunowa niecatkowitego rzedu. Rozpatrzone zostana problemy dodatniosci oraz stabilnosci
asymptotycznej nowej klasy uktadow.
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Wedlug wiedzy autora dwuwymiarowe ukladu Lapunowa niecatkowitego rzedu, ich
dodatnios¢ i stabilnos¢ asymptotyczna nie byty dotychczas rozpatrywane.

2. WPROWADZENIE

W pracy beda stosowane nastepujace oznaczenia. Zbiér macierzy rzeczywistych o wymiarach
nxm i elementach nieujemnych bedziemy oznacza¢ przez R""oraz R" =R, Zbidr liczb

catkowitych nieujemnych bedziemy oznacza¢ przez Z,, a macierz jednostkowa stopnia n
przez 1.

Macierz A:[aij}eiRTm 0 wszystkich elementach dodatnich (a; >0 dla i=12,K,n oraz
J=12,K ,m) bedziemy nazywac $cisle dodatnia i oznaczac przez A>0.

Macierz kwadratowa A=[a;| bedzie nazywana macierza Metzlera, jezeli wszystkie
elementy poza gtdwna przekatna tej macierzy sa dodatnie, tj. a; >0 dla i= j.

Definicja 1. [11] lloczynem Kronekera A® B macierzy A:[aij]ei)%'“x”i macierzy

B € BP9 nazywamy macierz blokowa postaci

A®B=[a;B ],k neR™™ (1)
j=1,2K,n
Lemat 1. [11] ROwnanie
AXB=C )
gdzie Ae R™", BeR"P, CeR™P oraz X e R™ jest rownowazne réwnaniu
(A®BT )x=c (3)
przy czym
x=[x % L x]. c=[c ¢ L ¢, (4)

gdzie x, oraz c; sa odpowiednio i-tymi wierszami macierzy X i C.

Lemat 2. [11] Jezeli 4,4,,K,A, sa wartosciami wiasnymi macierzy AeR™", za$
ty, 1, K 1, sa wartosciami wiasnymi macierzy BeR™, to 4 +u; dla i, j=12K ,n sa
wartosciami wtasnymi macierzy

A®I +1 ®B'. (5)
Wprowadzmy nastepujace dwie definicje horyzontalnej i wertykalnej réznicy niecatkowitego
rzedu dwuwymiarowych funkcji macierzowych.

Definicja 2. R&znica horyzontalna niecatkowitego rzedu « dwuwymiarowej dyskretnej
funkcji macierzowej Xi;‘ e R™™N i, j e Z, nazywamy funkcje o postaci

Aaxi?:kz_(;ca(k)xih—k,j’ (6)

gdzie ¢ e R, n—1<a<n, ne{l,2K} oraz
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1 dla k=0

(—1)k((lf):(_l)k a(a—l)kaa—kH) e ko @)

Definicja 3. ROznica wertykalna niecatkowitego rzedu /S dwuwymiarowej dyskretnej
fuknkcji macierzowej X e RN i, j e Z, nazywamy funkcje o postaci

c, ()=

AP = Zjlcﬂ(l)xiv,j—l ! (8)
gdzie feR, n-1<pB<n, ne{l,2K} orazi
1 dla 1=0
POy (1) 2L g 1 ®

Lemat 3. [28] Jezeli n-1<a<n, ne{l,2K} (n-1<4<n),to

D c,(k)=0 (Zcﬂ(l):oj. (10)
k=0 1=0
3. DWUWYMIAROWE UKLADY LAPUNOWA NIECALKOWITEGO RZEDU

3.1. Rownania stanu dwuwymiarowych ukladéw Lapunowa niecalkowitego rzedu
Wezmy pod uwage dwuwymiarowy uklad Lapunowa niecatkowitego rzedu opisany

réwnaniami
A“X] oA XM I XA AL] [B
[ﬂ H’* ’*;M H @[”? ”?H }u (112)
AXi,j+1 Azl Azz Xij Xij A21 Azz BZ
Xh
Yij:[(:l C2]|:XI\J/:|+DUU’ L,jeZ, (11b)
ij

gdzie X eR™™, X eR™" sa odpowiednio horyzontalna i wertykalna macierza stanu w
punkcie (i, j), U; € R™" jest macierza wymuszen, Y, e R*" jest macierza wyjs¢ w punkcie
(i,j) oraz Ay eR™™ dla kI=12 i r=01; B, eR™", C eR™ dla k=12;
De®R™ oraz N =n,+n,.

Korzystajac z Definicji 2 i Definicji 3 rownanie (11a) mozemy napisac w postaci

h 0 0 h h 1 1 > fet k Xih—k+l,j
{xm,,}{Aﬂ ﬁz}{quxuwl A }_ 2. (k) {Bl}u__ 12)
Xija Ay AL X Xi LA A Jicﬂ(l)x."._l ) B ]

przy czym Ay = A, +al, Ay = A+ AL,
Warunki brzegowe dla (11a) i (12) maja postac
Xo; dla jeZ, oraz X, dlaieZ,. (13)
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Lemat 4. Dwuwymiarowy ukiad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11) moze zostaé
przeksztatcony do roéwnowaznej postaci dwuwymiarowego Nm-wejsciowego i Np -

wyjsciowego uktadu niecatkowitego rzedu opisanego modelem Roessera [28]

—h - h ic | k+lj D
IR
Xi,j+l A21 A22 ZC,B (I)—.v L BZ

N R .
y,=[C, C,] .} |+Du, i jeZ. (14b)

przy czym
ij n Nij

[ xE Xy L X0 entn,

Yi}lz[lxi\jl X L XY}TEiRN‘nZ’

ij n, 7Vij

~ — (15)
Uj; :[1Uij 2Uij L mUij:I eR™T,
N
Vi=[Y; Yy L Y] et
gdzie X”, Ko Uy Y oznaczaja odpowiednio k -te wiersze macierzy X”, Xir Uy, Y
oraz
A —A A; 5| (N-my)x(N-ny )
AMZA101®IN +Inl®{ 1 2:| cR -ng )x An11
K Ao
'K&Z — A102 ®1, e RINm(Nne) A2 A21®I RN (7).
_ AL AT
Py =Py ®1, +1,, ®{ A } e g, (16)
1 2

B =B, ®I, e R"™M™ B —B @I, e RN
C,=C,®I, e & —C @I, e RN
D=D®I, e RN,
Dowod. Korzystajac z Lematu 1 dla réwnan (12) i (11b) otrzymujemy natychmiast (14). m
Warunki brzegowe dla uktadu (14) maja postac
%) :[1)(31 Xy L nlxgj]T dla jeZ, an
%o=[Xh o Xh Lo, Xh] daieZ.

Twierdzenie 1. Rozwiazanie rownania (14a), spetniajace warunki brzegowe (17), ma posta¢

XM 0| &=
l:g’:|:z-ripyj{7v }_'—Z ii- q|: Oqj|+ZZ( i-p-1,j- q +T| p.j-q lBOl)UPq (18)

ij p=0 po q=0 p=0 =0

510 _ El 701 _ 0
{5} o

przy czym
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oraz macierze tranzycji modelu (14a) 'qu e RN maja postac

L dla p=0,q=0
T, =T, dla p+q>0 (p,qeZ,) (20)
0 (zero matrix) dla p<0 i/lubg<0
gdzie
_ p | c, (k)I 0l _ a[0 0 _
— a (N-ny)
qu _T10Tpfl,q _kz_;lz 0 M O:ITpk,q +T01Tp’q71 _kZ:; 0 Cﬁ (I)I(N,nz):ITp'ql (21)
przy czym

TZO{A“ A”] T‘m{_o o, 22)
0 0 A Ay
Dowod. Rozwiazanie rownania (14a) otrzymujemy natychmiast korzystajac z rozwiazania
dwuwymiarowego uktadu niecatkowitego rzedu opisanego modelem Roessera, patrz [28]. O
3.2. Dodatnio$¢ dwuwymiarowych ukladéw Lapunowa niecalkowitego rzedu
Definicja 4. Uktad (11) nazywamy (wewnetrznie) dodatnim dwuwymiarowym ukladem
Lapunowa niecatkowitego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy X e®R™™, X eR¥" oraz
Y, e RPN, i, j e Z, dladowolnych nieujemnych warunkéw brzegowych Xg, e R¥", jeZ,
oraz Xy e R, ieZ, oraz dowolnych nieujemnych wymuszen U, e R7™", i,jeZ,.
Twierdzenie 2. Dwuwymiarowy uklad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11) dla «, € R,
O<a <1, 0< B <1 jest (wewngtrznie) dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
A, = ija'kk]i’j:m‘nk dlak=12; 1=0,1 (23a)

Sa macierzami Metzlera spetniajacymi natgpujace warunki

ianta+a,>0 dla i, j=12K,n

ianta+ ;3,20 dla i=12K,n;j=12Kn,

iy +f+ ;8,20 dla i=1,2K,n;j=12Kn (230)
idg+f+ ;8,20 dla i,j=12K n,
oraz
A, eR¥™; dla k,1=1,2; k=1;r=0,1
B, e R™™; C, eRP™ dla k=12 (23c)

DeR™™,
Dowod. Dwuwymiarowy ukilad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11) jest dodatni wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnowazny dwuwymiarowy uktad niecatkowitego rzedu (14) jest
dodatni. Korzystajac z warunkoéw dodatniosci dwuwymiarowych uktadéw niecatkowitego
rzedu opisanych modelem Roessera [28] otrzymujemy

|:§11 éz}emtﬂmz’ |:§1:|€§RN2><(N»m)’

+

A Ay B, (24)
[C, C]en™™, Dextrrtm,
Biorac pod uwagg (16) otrzymujemy (23). m

457



458

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2010

3.3. Stabilno$¢ asymptotyczna dodatnich dw uwymiarowych ukladéw Lapunowa
niecalkowitego rzedu

Definicja 5. Dodatni uktad Lapunowa (11) nazywamy stabilnym asymptotycznie wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ograniczonych warunkéw brzegowych xg,. e RWN,

jez,, XyeR¥™, ieZ, i zerowego wymuszenia U; =0, i,jeZ, jest spetiony

nastepujacy warunek
X
_Iim[ ”}0. (25)

i,j—o XI\JI

Twierdzenie 3. Dodatni uklad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11) jest asymptotycznie

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony jeden z ponizszych réwnowaznych
warunkow:

1) dodatni jednowymiarowy uktad dyskretny

KA
X, =" z}xi (26)
[Am A
przy czym
A A
ﬂ(ﬁ=(ﬂ€k+lnk)®1N+1m®{ , } dla k=12 (27)
A Ay
oraz A,, A, sa okreslone wzorami (16) jest stabilny asymptotycznie,
2) 4 +u5|<1 dlai, j=1,2K N (28)
gdzie 4, 4,,K , 4, sawartosciami wiasnymi macierzy
A101"'In1 Aioz
Py Pyl
oraz u, 1, K , 1, Sa wartosciami wiasnymi macierzy
A Afz}
A Ay
3) istnieje scisle dodatnia macierz A e R\*" taka, ze
0 0] 1 1
AT A A )
Ay Ay Ay Ay,

Dowéd. Zgodnie z Lematem 4 dwuwymiarowy uktad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11)
jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy rownowazny dwuwymiarowy uktad
niecatkowitego rzedu (14) jest stabilny asymptotycznie. Zauwazmy, ze uklad (14) jest
uktadem z opdznieniami, ktorych liczba rosnie dla i, j—>o. W [3, 4] wykazano, ze
stabilnos¢ asymptotyczna dodatnich uktaddéw dyskretnych z opoznieniami nie zalezy od
liczby i wielkosci opdznien, lecz od sumy macierzy stanu. Zatem stabilno$¢ asymptotyczna
dodatniego dwuwymiarowego uktadu (14) jest réwnowazna stabilnosci asymptotycznej
dodatniego jednowymiarowego uktadu z macierza stanu
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El_zca(k)I(N n) 'E‘iz
k=2 » (30)
KZI ’Kzz_gzlcﬂ(l)l(wnz)
Korzystajac z Lematu 3 oraz z (7) i (9) otrzymujemy
ica(k)za—l oraz icﬂ(l):ﬂ—l (31)
k=2 1=2

Podstawiajac (31) do (30) otrzymamy (26).

Jak powszechnie wiadomo, jednowymiarowy uktad dyskretny (26) jest stabilny
asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wiasne jego macierzy stanu
maja moduty mniejsze od jednosci. Korzystajac z Lematu 2 dla uktadu (26) oraz ze wzoréw
(27) 1 (16) otrzymujemy natychmiast (28).

W [14] wykazano, ze dodatni jednowymiarowy uktad (26) jest stabilny asymptotycznie wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje scisle dodatni wektor 2 e R" taki, ze

A __I(N'nl) As A<0
A21 '%02 _I(N.nz)

Korzystajac z Lematu 1 oraz z (27) otrzymamy (29). m
Niech
{A&j Aﬁf}:[aﬂkl dlar=01 (32)
A Ay ASL2ICN
oraz
A= [ﬂkl ]k,l:l,Z,K N° (33)

Twierdzenie 4. Dodatni dwuwymiarowy uktad Lapunowa (11) jest stabilny asymptotycznie
tylko wtedy, gdy

al +a, e[-«,0) dla k=12K,n; 1=1,2K,N

al +a, €[-3,0) dla k=n+1n+2.,N; 1=1,2K,N
Dowod. Nierownosé (29) mozemy napisa¢ w postaci

N N N N
Y agi, + 2 Ay =D agd, + > Agal +(ag +ay )4, <0 dlakl=12K,N (35)

j=1 i=L j=1 j=1

jzk j=l
Z Twierdzenia 2 wynika, ze nierownos¢ moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdy warunki (34)
sa spetnione. m

(34)

4. PRZYKLAD
Rozwazmy dwuwymiarowy uklad Lapunowa niecatkowitego rzedu (11) dla «=0.8,

f=0.50raz
oA -05 0 LA -02 01
ORI o] A AL o se
A, A, 03 -02 A A, 0 -01

Zgodnie z Twierdzeniem 2 uktad (36) jest dodatni, gdyz macierze A’,A), A, A, sa

macierzami Metzlera i spetniaja nastgpujace warunki
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o +a+,a,=01>0
pa +a+a,=02>0
11a32 +4+ 1lail =0.1>0
%+ f+,a,=0.2>0
a pozostate macierze uktadu maja wszystkie elementy nieujemne.
Korzystajac z Twierdzenia 3 otrzymujemy nastepujace wyniki.
1) Jednowymiarowy uktad dyskretny o macierzy
03 0 0 O

{ﬂ{g /3&2} 01 04 0 O

A, K| |03 0 06 0
0 03 01 0.7

jest stabilny asymptotycznie, gdyz wartosci wlasne macierzy stanu tego ukladu maja
moduty mniejsze od jednosci |z,|=0.7, |z,|=0.4, |z,|=0.6, |z,|=0.3.

2) Biorac pod uwagg, ze macierz

AY+L, Ay | [05 0

ma wartosci wtasne 4, =0.5, A, =0.8 oraz macierz

AL A [-02 01
A;l Agz _{ 0 _O'J

ma wartosci wiasne g, =-0.2, u, =-0.1 otrzymujemy

4 +m|=06<L |4+p|=07<1
|4, + | =03<1, |4, +u,|=0.4<1,

11
A= ,
1 2
ktdra spetnia nierdbwnosé¢

0 0 ! v -0.7 -05
A&l A&Z A+A A&l AiZ — <0
Agl Agz A;l Aéz 0.1 -02
Wykazalismy zatem, ze dodatni dwuwymiarowy uktad Lapunowa niecatkowitego rzedu
(11) z macierzami (36) jest stabilny asymptotycznie.
Zauwazmy, ze warunki Twierdzenia 4 sa roOwniez spetnione, gdyz
a) +aj, =-0.7¢[-0.8,0), a+a, =-0.6<[-0.8,0),
aj, +a;, =—0.4€[-0.5,0), aj,+a;, =—0.3€[-0.5,0).

3) lIstnieje $cisle dodatnia macierz
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5. UWAGI KONCOWE

W niniejszej pracy zaproponowano nowa klas¢ dwuwymiarowych uktadéw Lapunowa
niecatkowitego rzedu opisanych modelem Roessera. Warunki konieczne i wystarczajace
dodatniosci tego modelu zostaty sformutowane w Twierdzeniu 2 oraz stabilnosci
asymptotycznej w Twierdzeniu 3. Wykazano, ze problem badania stabilnosci asymptotycznej
dodatniego dwuwymiarowego uktadu Lapunowa niecatkowitego rzedu moze zostaé
sprowadzony do badania stabilnosci asyptotycznej odpowiadajacemu mu dodatniego uktadu
jednowymiarowego. Rozwazania zostaty zilustrowane przyktadem numerycznym.

Problemem otwartym jest rozszerzenie tych rozwazan na dwuwymiarowe ukfady Lapunowa
opisane modelem o strukturze zblizonej do dwuwymiarowego modelu Kurka [29].

* Kk *

Praca naukowa finansowana ze srodkéw Komitetu Badaz Naukowych w latach 2007-2010
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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