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SYNTEZA REGULATORA ULAMKOWEGO RZEDU
ZAPEWNIAJACEGO ZADANY ZAPAS STABILNOSCI UKEADU
ZAMKNIETEGO Z OBIEKTEM INERCYJNYM PIERWSZEGO RZEDU
Z. CALKOWANIEM I OPOZNIENIEM

Rozwazono problem projektowania regulatora utamkowego rzedu zapewniajqcego
zadany zapas stabilnosci uktadu regulacji z obiektem inercyjnym pierwszego rzedu
z catkowaniem i opoznieniem oraz uktadu regulacji z obiektem niestabilnym.
Zaproponowana metoda projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej
transmitancji Bodego jako wzorca dla uktadu otwartego z regulatorem. Podano
komputerowq metode syntezy regulatora utamkowego rzedu. RozwaZania
zilustrowano przyktadem liczbowym i wynikami badan symulacyjnych.

DESIGN OF FRACTIONAL ORDER CONTROLLER SATISFYING GAIN
AND PHASE MARGIN OF THE CLOSED LOOP SYSTEM WITH TIME-
DELAY INERTIAL PLANT WITH INTEGRAL TERM

The paper considers the design problem of fractional order controller satisfying gain
and phase margin of the closed loop system with time-delay inertial plant with
integral term and closed loop system with unstable plant. The proposed method is
based on using Bode's ideal transfer function as a reference transfer function for the
open loop system. Computer method for synthesis of fractional controller is given.
The considerations are illustrated by numerical example and results of computer
simulation.

1. WSTEP

Ostatnie lata przyniosty intensywny rozwoj teorii analizy i syntezy liniowych ukladéw
utamkowego rzedu, patrz np. monografie [9, 11, 13, 15, 16] i cytowana tam literatura.
Problem badania stabilno$ci oraz odpornej stabilnosci liniowych uktadow utamkowych byt
rozpatrywany w pracach [3-7, 18]. Problemowi doboru nastaw regulatorow ulamkowych
rzedow sa poswigcone prace [2, 8, 10, 12, 14, 17, 19]. Podano w nich rézne metody syntezy
regulatorow, m.in. bazujace na klasycznej metodzie Zieglera-Nicholsa, np. [17], jak i inne
metody, np. optymalizacyjne [10]. Do pierwszych prac naukowych, w ktérych zaczgto
rozpatrywac regulatory rzedu utamkowego, naleza prace Podlubnego [12, 14].

Celem pracy jest rozpatrzenie problemu projektowania regulatora utamkowego rzedu
zapewniajacego zadany zapas stabilno$ci (tj. zapas modutu i1 zapas fazy) uktadu regulacji
z obiektem catkujacym rzeczywistym z opdznieniem oraz uktadu regulacji z obiektem
niestabilnym. Zaproponowana metoda projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej
transmitancji Bodego (np. [1, 8]) jako wzorca dla uktadu otwartego z regulatorem. Takie
podej$cie zastosowano w pracy [1] w przypadku syntezy klasycznego regulatora
(. naturalnego rzedu), w pracy [2] w przypadku syntezy utamkowego regulatora dla obiektu
jednoinercyjnego z opdznieniem oraz w pracy [8] w przypadku syntezy regulatora z obiektem
inercyjnym pierwszego rzedu z calkowaniem i opoznieniem. Proponowana metoda jest
rozszerzeniem metody podanej w pracach [2, 8] na klas¢ ukladéw regulacji z obiektami
bedacymi cztonami catkujacymi rzeczywistymi z opoznieniem.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wezmy pod uwage uklad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na
rys. 1, skladajacy si¢ z obiektu o transmitancji operatorowej
k e—sh

s(1+s7)

G(s)= (1)

1 szeregowego regulatora utamkowego rzgdu o transmitancji C(s).

yids) 4 C(s)

Rys. 1. Rozpatrywany uktad regulacji automatycznej

Celem pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora utamkowego rzedu,
zapewniajacego zadany zapas stabilnosci (tj. zapas modulu 4,, 1 zapas fazy ¢, ) ukladu
zamknigtego.

Przy syntezie regulatora wykorzystamy podejScie, polegajace na takim dobraniu transmitancji
utamkowego regulatora, aby transmitancja operatorowa uktadu otwartego rzedu utamkowego
miata tzw. idealng posta¢ Bodego [1, 2, 8]

B
K(s) =(“’—j @)

s
gdzie w, jest pulsacja odcigcia modutu, tj. | K(jw,)|=1 za$ P jest liczba rzeczywista.

Szersza analiza uktadu otwartego o idealnej postaci Bodego (w tym w dziedzinie czasu) jest
podana w pracy [1]. Synteza ukladu automatycznej regulacji wykorzystujaca powyzsze
podejécie zostala przedstawiona w pracach [2, 8]. Istotna réznica w obecnej pracy jest
zatozenie uproszczonej transmitancji obiektu na etapie projektowania i wybodr takiej postaci
regulatora utamkowego, aby uzyskac¢ posta¢ zblizona do (2).

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

W celu uzyskania transmitancji operatorowej uktadu otwartego o postaci (2) (bez
uwzgledniania cztonu opdzniajacego) zastosowano uproszczenie:

k —sh k —sh

G(s)= e~ e 3
() s(l+s7) s°T ®)
otrzymujac transmitancje regulatora postaci:
2
C(S)=kcs—a=kcs2‘“ @
s

gdzie a jest liczba rzeczywista.
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Transmitancja uktadu otwartego:

—sh
K(s)=C(s)G(s) = kfc ¢

: 6))
S(l

Zauwazmy, ze uzyskana posta¢ transmitancji uktadu otwartego (5) rézni si¢ od idealnej
transmitancji Bodego (2) czlonem opdzniajacym. Uklad regulacji, ktorego transmitancja
uktadu otwartego ma posta¢ (2), ma staty zapas fazy. Dzigki temu jest on niewrazliwy na

zmiany warto$ci wzmocnienia w uktadzie otwartym.

Uwzgledniajac wzor (jo)* = @ |* ¢/*®'? obliczamy modul i faze transmitancji (5):
. kk, 1 . T
| K(jo)|= TC — ¢(a))=argK(]a))=—ha)—a3. (6)
®

Przeanalizujmy teraz proces projektowania regulatora utamkowego rzgdu o transmitancji (4).
Ze wzgledu na zadany zapas modutu 4,, i zadany zapas fazy ¢, , wyznaczmy warto$ci

wzmocnienia k. regulatora oraz parametru « .

Dla pulsacji odcigeia modutu @, oraz fazy @, zachodza nastepujace zaleznosci

| K(jog) =1, ¢w,)=argK(jo,)=-7. (7)
Uwzgledniajac wzér (6) mozemy napisac:
Rk ~ho,-a%=-r. (8)
Ty 2

Po przeksztalceniu wzordéw (8) otrzymujemy:
/4
2-a)—
&7
T P h

Z drugiego wzoru (9) wynika, ze aby pulsacja @, byla liczba dodatnia, musi by¢ spetniony

©)

warunek o < 2.

Przy zadanym zapasie stabilnoSci, tj. zapasie modulu 4, 1 zapasie fazy ¢, zachodza

ponizsze zaleznoSci:

Mk _ 1 b =7 —hoy -aZ. (10)
tw, Ay 2

Po przeksztatceniu wzoréw (10) mamy:

T
la (2—&)*—¢
A, kk, o M
w0, =< g9 =—™° 11
e 1)
Uwzgledniajac pierwsze wzory (9) 1 (10) otrzymamy:
(24
1)
Ay =L (12)
g
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Podstawiajac drugie z wzordéw (9) 1 (11) do (12), otrzymamy:
P 24
2-a)
4, = —”2 : (13)
(2 - CZ) 5 - ¢m

Otrzymali$my nieliniowe rownanie (13) wigzace ze soba zapasy modutu i fazy (4,, 1 ¢,,)
z ulamkowym rz¢gdem o regulatora (4). Warto$¢ parametru «, ktéra nie moze by¢ wigksza
niz 2, mozemy obliczy¢ rozwiazujac nieliniowe rownanie (13).

Warto$¢ wzmocnienia k, regulatora wyznaczamy z pierwszych wzordw (8) lub (10)

w10
go= e (14)
ko kA,

na podstawie znajomosci wzmocnienia k obiektu 1 obliczonej pulsacji odcigcia modutu lub
pulsacji odcigcia fazy (drugie z wzordéw (9) 1 (11)).

Godnym zauwazenia jest fakt, ze do wyznaczenia warto$ci parametru o potrzebna jest
znajomos¢ tylko zadanego zapasu stabilnosci, tj. zapasu modutu 4,, i zapasu fazy ¢,,.
Wzmocnienie k, regulatora wymaga natomiast znajomos$ci dodatkowo pulsacji odcigcia
modutu @, (lub pulsacji odcigceia fazy @),) 1 wzmocnienia k obiektu oraz stalej czasowej .

Z powyzszych rozwazan wynika metoda postgpowania przy projektowaniu regulatora
utamkowego rzedu opisanego transmitancja operatorowa (4) przy zadanym zapasie modutu
A,, 1zapasie fazy ¢,,.

m

Metoda postepowania:

1) Majac zadany zapas stabilnosci (tj. A4

. 1 @, ) rozwigzujemy nieliniowe réwnanie (13)

1 wyznaczamy liczbg rzeczywista o.

2) Obliczamy pulsacje odcigcia fazy z drugiego wzoru (9) lub obliczamy pulsacje odcigcia
modutu z drugiego wzoru (11). Wyznaczamy wzmocnienie k. regulatora ze wzoru (14),

3) Wyznaczamy transmitancj¢ operatorowa projektowanego regulatora zgodnie z wzorem (4).

3.1. Przyklad

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rys. 1, przy
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancja operatorowa

_ 055 _ios
s(1+625) '

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (4) tak, aby uktad zamknigty miat

G(s) (15)

zapas modutu 4,, =4 (ok. 12 dB) i zapas fazy ¢, =55°. W rozpatrywanym przypadku
mamy: k =0,55; 7=62; h=10.
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Postepujac zgodnie z podana metoda postepowania otrzymujemy:

1) Po rozwiazaniu rownania (13) otrzymujemy o =1,13385
2) Obliczamy pulsacjg odcigcia modutu z drugiego wzoru (11) otrzymujac @, =0,0401.
Ze wzoru (14) mamy £, =2,9358
3) Transmitancja operatorowa projektowanego regulatora, zgodnie z (4), jest postaci:
C(s) = 2,9358s"%", (16)

Na rys. 2 pokazano charakterystyki skokowe uktadu regulacji automatycznej z regulatorem
C(s) opisanym (16) oraz regulatorem zaprojektowanym w pracy [8] o postaci

1+62s C , .
C(s)= e (przy syntezie ktorego zaktadano rownos$¢ 7=T).
Charakterystyki skokowe
1.4 ‘
1.2+ -
1 -
>
N 0.8F -
2
3
3 06F 1
o
0.4+ E
02l Regulator C1(s) i
Regulator C(s)
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Rys. 2. Charakterystyki skokowe uktadu zamknigtego z obiektem (15)
1 regulatorem C(s) oraz C(s)

Uktad regulacji z obiektem (15) i regulatorem (16), w poroéwnaniu z regulatorem C(s),
charakteryzuje si¢ o ok. 100 s krétszym czasem regulacji, za$ charakterystyka skokowa nie
ma przeregulowania. Regulator wyznaczony zostat dla wartosci k£ = 0,55 oraz 7 =62, s3 to
wartosci nominalne. Na rys. 3 przedstawiono przebiegi charakterystyk skokowych dla
wyznaczonego regulatora, obiektu nominalnego oraz kilku wartosci wzmocnienia obiektu &
oraz stalych czasowych 7. Wyznaczona nominalna charakterystyka skokowa nie ma
przeregulowania, za$ czas regulacji wynosi ok. 50 s. Wigksze warto$ci wzmocnienia uktadu
otwartego powoduja wzrost przeregulowania, dla & =1,1 nawet do ok. 30 %. Nie
obserwujemy natomiast przeregulowania dla warto§ci wspdtczynnika wzmocnienia uktadu
otwartego mniejszych od warto$ci nominalnej (badano zmiang warto$ci wzmocnienia do
k=0,3), przy czym wydtuza si¢ czas regulacji. Wzrost stalej czasowej T obiektu do 300 s

powodowatl wzrost przeregulowania do ok. 21 % 1 wydtuzenie czasu regulacji do 420 s. Przy
7 =18 zarejestrowano przeregulowanie ok. 30 % 1 czas regulacji ok. 200 s.
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Charakterystyki skokowe Charakterystyki skokowe
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Rys. 3. Charakterystyki skokowe UAR z obiektem (15) dla wyznaczonego regulatora (16)
oraz réznych warto$ci wzmocnienia obiektu k oraz stalych czasowych 7

Przeanalizujmy teraz zaprojektowany uklad regulacji w dziedzinie czgstotliwosci.
Wyznaczajac transmitancj¢ operatorowa oraz transmitancj¢ widmowa uktadu otwartego
otrzymamy odpowiednio:

kk s> _, 16147

K(s)=C(s)G(s) = e = 17
(s) (5)6(s) s(l+sr) s°’134(l+62s) {17
1,6147 4 4 4
K ‘(0 — 4 e—]lOa):K -a) e]argK(](u)’ 18
(o) (ja))o’134(1+62ja)) | K(jow) | (18)
gdzie:
1,6147

| K(jo)|=

T
., argK(jo)=-0134"—arctg(62m)—100. (19)
0" 1+ (620) 2

1,6147 ~
a)g’”“\/l +(62w,)}

T
7 =-01347 arcig(620,)-100,, I, (20)

Dla obliczonych pulsacji odcigcia modutu i1 fazy, wyznaczonych na podstawie réwnan (20)
odpowiednio otrzymamy:

w,=01469, w,=0,0372. (20a)
0,1+ (620,)°
4, =l/1K(jo,) = Lela =43884, ¢, =r+argK(jw,)=80,0651"  (21)

Wartos$ci zapasu modutu i1 fazy obliczone dla obiektu nominalnego (15) sa wigksze niz
zakladane, pomimo uproszczenia zastosowanego podczas syntezy regulatora. Otrzymano

warto$ci 4, = 4,3884 oraz ¢, =80.0651".
Na rys. 4 przedstawiono charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu otwartego z wyznaczonym

regulatorem, obiektem nominalnym (1) — Obiekt 1 — oraz obiektem uproszczonym (3) —
Obiekt 2, dla ktérego przeprowadzono syntezg¢ regulatora. Pomimo zastosowanego
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uproszczenia wartosci zapasu fazy 1 modutlu sa wigksze od =zalozonych. Na rys.5
przedstawiono charakterystyki czgstotliwo$ciowe ukladu otwartego z obiektem nominalnym
dla kilku warto§ci wzmocnienia k obiektu. Wzrost wzmocnienia k& spowodowat spadek
warto$ci zapasu modutu i fazy , natomiast zmniejszenie wzmocnienia k obiektu wzrost zapasu

Charakterystyki czestotliwosciowe
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Rys. 4. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadu otwartego z wyznaczonym regulatorem

(16) 1 obiektem nominalnym (15) — Obiekt 1 — oraz uproszczonym (3) — Obiekt 2

Charakterystyki czestotliwosciowe

]

10" Pulsacja logw)

10
I
E
s OF | —— 055
5 2 | —— k=03
8
By =11
40
10°
200
_ 100k
o
2
5
2
I =
a
s
5
00
200

&

&

10°

1 :
107 Pulsacia [logiw)]

10"

Rys. 5. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu otwartego z wyznaczonym regulatorem

(16) oraz obiektem (15) dla r6znych warto$ci wzmocnienia obiektu k&

4. OBIEKTY NIESTABILNE

Zaproponowana metodg przeanalizujmy jeszcze raz, tym razem dla uktadu automatycznej

regulacji, przedstawionego na rys. 1, z obiektem opisanym transmitancja operatorowa:

1 szeregowego regulatora C(s).

k —sh

G(s) = s(1—s7) ¢

(22)
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Ponownie, w celu uzyskania transmitancji operatorowej uktadu otwartego o postaci (2)
stosujemy uproszczenie:

k —sh k —sh

G(s)=——e " m———c¢ 23
(s) RS 2 (23)
otrzymujac transmitancje regulatora postaci:
2
C(s) = —k, - =—k,s>% (24)
s

gdzie a jest liczba rzeczywista.

Istotna roznica w stosunku do transmitancji (4) jest uyjemna warto§¢ wzmocnienia regulatora,
warto$¢ ta wplynie na zmiang sprz¢zenia zwrotnego na dodatnie ukladu automatycznej
regulacji przedstawionego na rys. 1.

Otrzymujemy transmitancje ukladu otwartego

kkc e—Sh

o "
S

K(s)=C(s)G(s) =

(25)
.

identyczna z (5), co gwarantuje nam identyczny sposob postepowania. Dla obiektu (22)
obowiazuja zatem rownania (5)-(14), oraz podana metoda postgpowania.

4.1. Przyklad

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rys. 1, przy
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancja operatorowa

G(s)= 0,55 e,

 s(1-62s) (26)

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (24) tak, aby ukfad zamknigty miat
zapas modutu A =4 (ok. 12 dB) i zapas fazy ¢,, =55°.

W rozpatrywanym przypadku mamy: k£ =0,55; 7=62; h=10.

Postepujac zgodnie z podana metoda postgpowania otrzymamy transmitancje regulatora
0 postaci:

C(s) = —2,93585"%". 27)

Na rys. 6 pokazano charakterystyki skokowe zaprojektowanego ukladu regulacji
automatycznej z wyznaczonym regulatorem (27) dla kilku wartosci wspolczynnika
wzmocnieni k& obiektu oraz kilku wartosciach statej czasowej 1 obiektu. Regulator
wyznaczono dla k£ =0,55 oraz 7 =62, sa to wartosci nominalne. Wyznaczona nominalna
charakterystyka skokowa ma przeregulowanie 100 % oraz czas regulacji ok. 300 s. Wigksze
warto$ci wzmocnienia k obiektu nie powoduja duzego wzrostu przeregulowania, natomiast
powoduja skrécenie czasu regulacji, dla k= 1,1 nawet do ok. 200 s. Zmniejszenie wartosci
wzmocnienia (do £ = 0,4) spowodowato znaczny wzrost przeregulowania i czasu regulacji.
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Wzrost statej czasowej 7 obiektu do 200 s spowodowal zmniejszenie przeregulowania do ok.
85 % 1 blisko trzykrotne wydtuzenie czasu regulacji. Przy = 30 obserwujemy znaczny
wzrost przeregulowania i dwukrotne wydtuzenie czasu regulacji.

Charakterystyki skokowe Charakterystyki skokowe
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Rys. 6. Charakterystyki skokowe uktadu zamknigtego
dla r6znych warto$ci wzmocnienia k obiektu

W dziedzinie czgstotliwosci zaprojektowany uktad, ze wzgledu na identyczne postacie
transmitancji uktadu otwartego (5) 1 (25), ma taki sam zapas stabilnosci, zgodny z (21).

Zaproponowana metoda syntezy regulatora zapewnia stabilno§¢ uktadéw regulacji
z obiektami niestabilnymi. Metoda syntezy regulatora polegajaca na zakladaniu réwnosci
7=T zastosowana w [2] i1 [8] daje zadowalajace rezultaty jedynie w przypadku obiektéw
stabilnych.
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