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SYNTEZA REGULATORA U AMKOWEGO RZ DU 
ZAPEWNIAJ CEGO ZADANY ZAPAS STABILNO CI UK ADU 

ZAMKNI TEGO Z OBIEKTEM INERCYJNYM PIERWSZEGO RZ DU 
Z CA KOWANIEM I OPÓ NIENIEM 

Rozwa ono problem projektowania regulatora u amkowego rz du zapewniaj cego 
zadany zapas stabilno ci uk adu regulacji z obiektem inercyjnym pierwszego rz du 
z ca kowaniem i opó nieniem oraz uk adu regulacji z obiektem niestabilnym. 
Zaproponowana metoda projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej 
transmitancji Bodego jako wzorca dla uk adu otwartego z regulatorem. Podano 
komputerow  metod  syntezy regulatora u amkowego rz du. Rozwa ania 
zilustrowano przyk adem liczbowym i wynikami bada  symulacyjnych. 

 

DESIGN OF FRACTIONAL ORDER CONTROLLER SATISFYING GAIN 
AND PHASE MARGIN OF THE CLOSED LOOP SYSTEM WITH TIME-

DELAY INERTIAL PLANT WITH INTEGRAL TERM 

The paper considers the design problem of fractional order controller satisfying gain 
and phase margin of the closed loop system with time-delay inertial plant with 
integral term and closed loop system with unstable plant. The proposed method is 
based on using Bode's ideal transfer function as a reference transfer function for the 
open loop system. Computer method for synthesis of fractional controller is given. 
The considerations are illustrated by numerical example and results of computer 
simulation. 

 

1. WST P  

Ostatnie lata przynios y intensywny rozwój teorii analizy i syntezy liniowych uk adów 
u amkowego rz du, patrz np. monografie [9, 11, 13,  15, 16] i cytowana tam literatura. 
Problem badania stabilno ci oraz odpornej stabilno ci liniowych uk adów u amkowych by  
rozpatrywany w pracach [3-7, 18]. Problemowi doboru nastaw regulatorów u amkowych 
rz dów s  po wi cone prace [2, 8, 10, 12, 14, 17, 19]. Podano w nich ró ne metody syntezy 
regulatorów, m.in. bazuj ce na klasycznej metodzie Zieglera-Nicholsa, np. [17], jak i inne 
metody, np. optymalizacyjne [10]. Do pierwszych prac naukowych, w których zacz to 
rozpatrywa  regulatory rz du u amkowego, nale  prace Podlubnego [12, 14].  
Celem pracy jest rozpatrzenie problemu projektowania regulatora u amkowego rz du 
zapewniaj cego zadany zapas stabilno ci (tj. zapas modu u i zapas fazy) uk adu regulacji 
z obiektem ca kuj cym rzeczywistym z opó nieniem oraz uk adu regulacji z obiektem 
niestabilnym. Zaproponowana metoda projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej 
transmitancji Bodego (np. [1, 8]) jako wzorca dla uk adu otwartego z regulatorem. Takie 
podej cie zastosowano w pracy [1] w przypadku syntezy klasycznego regulatora 
(tj. naturalnego rz du), w pracy [2] w przypadku syntezy u amkowego regulatora dla obiektu 
jednoinercyjnego z opó nieniem oraz w pracy [8] w przypadku syntezy regulatora z obiektem 
inercyjnym pierwszego rz du z ca kowaniem i opó nieniem. Proponowana metoda jest 
rozszerzeniem metody podanej w pracach [2, 8] na klas  uk adów regulacji z obiektami 
b d cymi cz onami ca kuj cymi rzeczywistymi z opó nieniem. 
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2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 

We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na  
rys. 1, sk adaj cy si  z obiektu o transmitancji operatorowej 

 she
ss

ksG
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)(  (1) 

i szeregowego regulatora u amkowego rz du o transmitancji C s( ).  

 
 
 
 

 

Rys. 1. Rozpatrywany uk ad regulacji automatycznej 
 

Celem pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora u amkowego rz du, 
zapewniaj cego zadany zapas stabilno ci (tj. zapas modu u mA  i zapas fazy m ) uk adu 
zamkni tego. 
Przy syntezie regulatora wykorzystamy podej cie, polegaj ce na takim dobraniu transmitancji 
u amkowego regulatora, aby transmitancja operatorowa uk adu otwartego rz du u amkowego 
mia a tzw. idealn  posta  Bodego [1, 2, 8] 

 
s

sK c)(  (2) 

gdzie c  jest pulsacj  odci cia modu u, tj. 1|)(| cjK  za   jest liczb  rzeczywist .  

Szersza analiza uk adu otwartego o idealnej postaci Bodego (w tym w dziedzinie czasu) jest 
podana w pracy [1]. Synteza uk adu automatycznej regulacji wykorzystuj ca powy sze 
podej cie zosta a przedstawiona w pracach [2, 8]. Istotn  ró nic  w obecnej pracy jest 
za o enie uproszczonej transmitancji obiektu na etapie projektowania i wybór takiej postaci 
regulatora u amkowego, aby uzyska  posta  zbli on  do (2).  
 
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU  

W celu uzyskania transmitancji operatorowej uk adu otwartego o postaci (2) (bez 
uwzgl dniania cz onu opó niaj cego) zastosowano uproszczenie: 

 shsh e
s
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otrzymuj c transmitancje regulatora postaci: 

 2
2

)( sk
s
sksC cc  (4) 

gdzie  jest liczb  rzeczywist . 

C(s) G(s) y(s) +yr(s) 
_ 
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Transmitancja uk adu otwartego: 

 .)()()(
s

ekksGsCsK
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c  (5) 

Zauwa my, e uzyskana posta  transmitancji uk adu otwartego (5) ró ni si  od idealnej 
transmitancji Bodego (2) cz onem opó niaj cym. Uk ad regulacji, którego transmitancja 
uk adu otwartego ma posta  (2), ma sta y zapas fazy. Dzi ki temu jest on niewra liwy na 
zmiany warto ci wzmocnienia w uk adzie otwartym. 

Uwzgl dniaj c wzór 2/||)( jej  obliczamy modu  i faz  transmitancji (5): 

 ,1|)(| ckkjK    .
2

)(arg)( hjK  (6) 

Przeanalizujmy teraz proces projektowania regulatora u amkowego rz du o transmitancji (4). 
Ze wzgl du na zadany zapas modu u mA  i zadany zapas fazy m , wyznaczmy warto ci 
wzmocnienia kc  regulatora oraz parametru .  

Dla pulsacji odci cia modu u g  oraz fazy p  zachodz  nast puj ce zale no ci 

 ,1|)(| gjK    .)(arg)( pp jK  (7) 

Uwzgl dniaj c wzór (6) mo emy napisa : 

 ,1
g

ckk     .
2ph  (8) 

Po przekszta ceniu wzorów (8) otrzymujemy: 

 ,c
g

kk  .2
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hp  (9) 

Z drugiego wzoru (9) wynika, e aby pulsacja p  by a liczb  dodatni , musi by  spe niony 
warunek .2   
Przy zadanym zapasie stabilno ci, tj. zapasie modu u mA  i zapasie fazy m  zachodz  
poni sze zale no ci:  
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Po przekszta ceniu wzorów (10) mamy:  
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Uwzgl dniaj c pierwsze wzory (9) i (10) otrzymamy: 

 .
g

p
mA  (12) 
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Podstawiaj c drugie z wzorów (9) i (11) do (12), otrzymamy: 

 .

2
)2(

2
)2(

m

mA  (13) 

Otrzymali my nieliniowe równanie (13) wi ce ze sob  zapasy modu u i fazy ( mA  i m ) 
z u amkowym rz dem  regulatora (4). Warto  parametru ,  która nie mo e by  wi ksza 
ni  2, mo emy obliczy  rozwi zuj c nieliniowe równanie (13). 
Warto  wzmocnienia ck  regulatora wyznaczamy z pierwszych wzorów (8) lub (10)  

 
m

pg
c kAk
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na podstawie znajomo ci wzmocnienia k obiektu i obliczonej pulsacji odci cia modu u lub 
pulsacji odci cia fazy (drugie z wzorów (9) i (11)). 
Godnym zauwa enia jest fakt, e do wyznaczenia warto ci parametru  potrzebna jest 
znajomo  tylko zadanego zapasu stabilno ci, tj. zapasu modu u mA  i zapasu fazy .m  
Wzmocnienie kc  regulatora wymaga natomiast znajomo ci dodatkowo pulsacji odci cia 
modu u g  (lub pulsacji odci cia fazy p ) i wzmocnienia k obiektu oraz sta ej czasowej . 

Z powy szych rozwa a  wynika metoda post powania przy projektowaniu regulatora 
u amkowego rz du opisanego transmitancj  operatorow  (4) przy zadanym zapasie modu u 

mA  i zapasie fazy .m  
 

Metoda post powania: 
1) Maj c zadany zapas stabilno ci (tj. mA  i m ) rozwi zujemy nieliniowe równanie (13) 
i wyznaczamy liczb  rzeczywist  .  
2) Obliczamy pulsacj  odci cia fazy z drugiego wzoru (9) lub obliczamy pulsacj  odci cia 
modu u z drugiego wzoru (11). Wyznaczamy wzmocnienie ck  regulatora ze wzoru (14), 

3) Wyznaczamy transmitancj  operatorow  projektowanego regulatora zgodnie z wzorem (4). 
 
3.1. Przyk ad 

We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rys. 1, przy 
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancj  operatorow  

 .
)621(

55.0)( 10se
ss

sG  (15) 

Nale y wyznaczy  parametry transmitancji regulatora (4) tak, aby uk ad zamkni ty mia  
zapas modu u 4mA  (ok. 12 dB) i zapas fazy 55m . W rozpatrywanym przypadku 
mamy: ;55,0k  ;62  h 10.  
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Post puj c zgodnie z podan  metod  post powania otrzymujemy: 
1) Po rozwi zaniu równania (13) otrzymujemy 1,13385  

2) Obliczamy pulsacj  odci cia modu u z drugiego wzoru (11) otrzymuj c 0,0401g . 

Ze wzoru (14) mamy 2,9358ck  

3) Transmitancja operatorowa projektowanego regulatora, zgodnie z (4), jest postaci: 

 .2,9358s)( 0,8661sC  (16) 
 

Na rys. 2 pokazano charakterystyki skokowe uk adu regulacji automatycznej z regulatorem 
C(s) opisanym (16) oraz regulatorem zaprojektowanym w pracy [8] o postaci 

134,01
621)(

s
ssC (przy syntezie którego zak adano równo  T ). 

0 100 200 300 400 500 600
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

czas [s]

od
po

w
ie

dz
 y

Charakterystyki skokowe

Regulator C1(s)
Regulator C(s)

 
Rys. 2. Charakterystyki skokowe uk adu zamkni tego z obiektem (15) 

i regulatorem C(s) oraz C1(s) 
 

Uk ad regulacji z obiektem (15) i regulatorem (16), w porównaniu z regulatorem C1(s), 
charakteryzuje si  o ok. 100 s krótszym czasem regulacji, za  charakterystyka skokowa nie 
ma przeregulowania. Regulator wyznaczony zosta  dla warto ci 55,0k  oraz 62 , s  to 
warto ci nominalne. Na rys. 3 przedstawiono przebiegi charakterystyk skokowych dla 
wyznaczonego regulatora, obiektu nominalnego oraz kilku warto ci wzmocnienia obiektu k 
oraz sta ych czasowych . Wyznaczona nominalna charakterystyka skokowa nie ma 
przeregulowania, za  czas regulacji wynosi ok. 50 s. Wi ksze warto ci wzmocnienia uk adu 
otwartego powoduj  wzrost przeregulowania, dla k =1,1 nawet do ok. 30 %. Nie 
obserwujemy natomiast przeregulowania dla warto ci wspó czynnika wzmocnienia uk adu 
otwartego mniejszych od warto ci nominalnej (badano zmian  warto ci wzmocnienia do 

3,0k ), przy czym wyd u a si  czas regulacji. Wzrost sta ej czasowej  obiektu do 300 s 
powodowa   wzrost przeregulowania do ok. 21 % i wyd u enie czasu regulacji do 420 s. Przy 

18 zarejestrowano przeregulowanie ok. 30 % i czas regulacji ok. 200 s. 
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Rys. 3. Charakterystyki skokowe UAR z obiektem (15) dla wyznaczonego regulatora (16) 

oraz ró nych warto ci wzmocnienia obiektu k oraz sta ych czasowych  
 

Przeanalizujmy teraz zaprojektowany uk ad regulacji w dziedzinie cz stotliwo ci. 
Wyznaczaj c transmitancj  operatorow  oraz transmitancj  widmow  uk adu otwartego 
otrzymamy odpowiednio: 
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Dla obliczonych pulsacji odci cia modu u i fazy, wyznaczonych na podstawie równa  (20) 
odpowiednio otrzymamy: 

 1469,0p ,   0,0372g . (20a) 

,4.3884
6147.1

)62(1
|)(|/1

2134.0
pp

pm jKA   .80,0651)(arg gm jK  (21) 

 

Warto ci zapasu modu u i fazy obliczone dla obiektu nominalnego (15) s  wi ksze ni  
zak adane, pomimo uproszczenia zastosowanego podczas syntezy regulatora. Otrzymano 
warto ci 3884,4mA  oraz .80.0651m   

Na rys. 4 przedstawiono charakterystyki cz stotliwo ciowe uk adu otwartego z wyznaczonym 
regulatorem, obiektem nominalnym (1) – Obiekt 1 – oraz obiektem uproszczonym (3) – 
Obiekt 2, dla którego przeprowadzono syntez  regulatora. Pomimo zastosowanego 
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uproszczenia warto ci zapasu fazy i modu u s  wi ksze od za o onych. Na rys. 5 
przedstawiono charakterystyki cz stotliwo ciowe uk adu otwartego z obiektem nominalnym 
dla kilku warto ci wzmocnienia k obiektu. Wzrost wzmocnienia k spowodowa  spadek 
warto ci zapasu modu u i fazy , natomiast zmniejszenie wzmocnienia k obiektu wzrost zapasu 
modu u i fazy. 

 
Rys. 4. Charakterystyki cz stotliwo ciowe uk adu otwartego z wyznaczonym regulatorem 

(16) i obiektem nominalnym (15) – Obiekt 1 – oraz uproszczonym (3) – Obiekt 2 
 

 
Rys. 5. Charakterystyki cz stotliwo ciowe uk adu otwartego z wyznaczonym regulatorem 

(16) oraz obiektem (15) dla ró nych warto ci wzmocnienia obiektu k 
 

4. OBIEKTY NIESTABILNE 
Zaproponowan  metod  przeanalizujmy jeszcze raz, tym razem dla uk adu automatycznej 
regulacji, przedstawionego na rys. 1, z obiektem opisanym transmitancj  operatorow : 

  she
ss

ksG
)1(

)(  (22) 

i szeregowego regulatora C(s). 
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Ponownie, w celu uzyskania transmitancji operatorowej uk adu otwartego o postaci (2) 
stosujemy uproszczenie: 

 shsh e
s
ke

ss
ksG 2)1(

)(  (23) 

otrzymuj c transmitancje regulatora postaci: 

 2
2

)( sk
s
sksC cc  (24) 

gdzie  jest liczb  rzeczywist . 
 
Istotn  ró nic  w stosunku do transmitancji (4) jest ujemna warto  wzmocnienia regulatora, 
warto  ta wp ynie na zmian  sprz enia zwrotnego na dodatnie uk adu automatycznej 
regulacji przedstawionego na rys. 1. 
Otrzymujemy transmitancje uk adu otwartego  

 .)()()(
s

ekksGsCsK
sh

c  (25) 

identyczn  z (5), co gwarantuje nam identyczny sposób post powania. Dla obiektu (22) 
obowi zuj  zatem równania (5)-(14), oraz podana metoda post powania. 
 
4.1. Przyk ad 

We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rys. 1, przy 
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancj  operatorow  

 .
)621(

55,0)( 10se
ss
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Nale y wyznaczy  parametry transmitancji regulatora (24) tak, aby uk ad zamkni ty mia  
zapas modu u Am 4  (ok. 12 dB) i zapas fazy 55m . 

W rozpatrywanym przypadku mamy: ;55,0k  ;62  .10h  

 
Post puj c zgodnie z podan  metod  post powania otrzymamy transmitancje regulatora 
o postaci: 

 .2,9358s)( 0,8661sC   (27) 

Na rys. 6 pokazano charakterystyki skokowe zaprojektowanego uk adu regulacji 
automatycznej z wyznaczonym regulatorem (27) dla kilku warto ci wspó czynnika 
wzmocnieni k obiektu oraz kilku warto ciach sta ej czasowej  obiektu. Regulator 
wyznaczono dla  55,0k  oraz 62 , s  to warto ci nominalne. Wyznaczona nominalna 
charakterystyka skokowa ma przeregulowanie 100 % oraz czas regulacji ok. 300 s. Wi ksze 
warto ci wzmocnienia k obiektu nie powoduj  du ego wzrostu przeregulowania, natomiast 
powoduj  skrócenie czasu regulacji, dla k = 1,1 nawet do ok. 200 s. Zmniejszenie warto ci 
wzmocnienia (do k = 0,4) spowodowa o znaczny wzrost przeregulowania i czasu regulacji. 
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Wzrost sta ej czasowej  obiektu do 200 s spowodowa  zmniejszenie przeregulowania do ok. 
85 % i blisko trzykrotne wyd u enie czasu regulacji. Przy  = 30 obserwujemy znaczny 
wzrost przeregulowania i dwukrotne wyd u enie czasu regulacji. 
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Rys. 6. Charakterystyki skokowe uk adu zamkni tego  

dla ró nych warto ci wzmocnienia k obiektu 
 

W dziedzinie cz stotliwo ci zaprojektowany uk ad, ze wzgl du na identyczne postacie 
transmitancji uk adu otwartego (5) i (25), ma taki sam zapas stabilno ci, zgodny z (21).  
Zaproponowana metoda syntezy regulatora zapewnia stabilno  uk adów regulacji 
z obiektami niestabilnymi. Metoda syntezy regulatora polegaj ca na zak adaniu równo ci 

T  zastosowana w [2] i [8] daje zadowalaj ce rezultaty jedynie w przypadku obiektów 
stabilnych.  
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