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WP YW PO O ENIA CZUJNIKÓW I ELEMENTÓW 
WYKONAWCZYCH NA STABILNO  UK ADU 

WIRNIK- O YSKA MAGNETYCZNE 
Z punktu widzenia teorii sterowania, drgania wirników s  szybkimi procesami 
wysokiego rz du, a wirnik obiektem o wielu wej ciach i wielu wyj ciach (MIMO). 
Dlatego stosuje si  lokalne p tle regulacyjne. W artykule, rozwa anym obiektem 
jest sztywny wirnik podparty przez dwa promieniowe o yska magnetyczne.  
Przedstawiono metod  redukcji modelu wirnika na potrzeby projektowania 
lokalnych uk adów regulacji. Przedstawiona metoda redukcji jest u yteczna dla 
ka dej metody projektowania praw sterowania, a zw aszcza dla systemów 
sterowania odpornego Pokazano wyniki bada  wp ywu niekolokacji (gdy czujniki 
i elementy wykonawcze nie le  w tych samych p aszczyznach) na dynamik  uk adu 
zamkni tego. Zaproponowano mo liwo ci przeciwdzia ania negatywnym skutkom 
niekolokacji. 

INFLUENCE OF NONCOLLOCATION OF SENSORS AND ACTUATORS 
ON THE STABILITY OF MAGNETIC BEARING-ROTOR SYSTEM 

Magnetic bearing-rotor system is a fast high-order multi-input multi-output 
(MIMO) system. Therefore, local control loops are used. The rigid rotor with two 
radial magnetic bearings is considered in the paper. The sensors are shifted from 
the magnetic bearing planes what leads to the non-collocated local closed-loops. 
The stability of full closed-loop system is analyzed for different locations of 
sensors. Proposed is a method to reduce the influence of non-collocation on 
dynamic behavior of closed-loop full system. 

1.WST P 
Zgodnie z teori  sterowania, ka dy z o ony uk ad dynamiczny mo e zosta  podzielony na 
mniejsze poduk ady lub wr cz podstawowe cz ony. Poszczególne poduk ady s  stabilne b d  
niestabilne. Poduk ady s  sprz one ze sob , a sprz enia mog  stabilizowa  b d  
destabilizowa  ca y uk ad. Zatem analiza poduk adów i ich po cze  daje nam  opis 
zachowania dynamicznego ca ego uk adu. Ponadto, wskazuje na dynam iczne zjawiska 
odpowiedzialne za niestabilno  ruchu lub niskie t umienie drga  uk adu. Analiza ta jest 
równie  wa na dla projektowania uk adu sterowania drganiam i uk adów mechanicznych. 
Dostarcza wiedz , gdzie i jak powinni my doprowadzi  energi  si  steruj cych, aby 
stabilizowa  i t umi  drgania.   
W niniejszym artykule rozwa ane jest sterowanie drganiam i sztywnego wirnika 
z wykorzystaniem czterech lokalnych regulatorów typu PD. Dla dwóch p aszczyzn 
prostopad ych do siebie i przecinaj cych o  wirnika buduje si  niezale nie dwa poduk ady 
sterowania sprz one ze sob  przez jeden parametr, którym jest pr dko  obrotowa. Przyj to, 
e p aszczyzny pomiarowe i p aszczyzny steruj ce nie pokrywaj  si . Tak  sytuacj  

nazywamy niekolokacj . Jak wiadomo [7], niekolokacja prowadzi do niem inimalnofazowego 
modelu obiektu, co utrudnia projektowanie uk adów sterowania. Zbadano stabilno  ca ego 
uk adu z wykorzystaniem metody linii pierwiastkowych Evansa.  Badania te przeprowadzone 
s  zarówno dla kolokowanych jak i niekolokowanych p aszczyzn pomiarowych i steruj cych 
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w szerokim zakresie pr dko ci obrotowych wirnika. Przeprowadzona analiza pozwala 
wskaza  drog  do przeciwdzia ania negatywnym skutkom niekolokacji p aszczyzn.  

2. PE NY MODEL OBIEKTU  
Rozpatrzymy sterowanie obiektem  przedstawionym na rys. 1. Ruch wirnika m o na opisa  
przy pomocy wspó rz dnych modalnych [1], tj. opisuj cych translacyjny ruch rodka masy 
wirnika – x, y oraz ruch obrotowy ( nachylenie wa u ) - , . Równania ruchu, wyprowadzone 
na podstawie prawa Newtona i równa  Euler’a, s  nast puj ce:  

                                
,
,

ax bx

ay by

mx F F
my F F

&&
&&                                               (1a) 

                           
,

.
x z ax bx

x z ay by

I I aF bF

I I aF bF

&& &
&&&

                               (1b) 

W powy szym równaniu mamy: F- si y elektromagnetyczne gdzie indeksy (a,b,) (x,y) wskazuj  
odpowiedni  p aszczyzn  o yska oraz odpowiedni  o  na p aszczy nie, m – m asa, a, b, – 
odleg o  rodka masy wirnika oraz p aszczyzn o yska, odpowiednio, gdzie: a+b=l,  – 
pr dko  k towa wirnika, Ix=Iy, Iz- momenty bezw adno ci odpowiednio wzgl dem osi x,y i z.  

ba
c d

O

p aszczyzny o ysk
(x a, y a), (x b, y b)

p aszczyzny czujników
(x c, y c), (x d, y d)

z

y
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Rys 1. Schemat uk adu wirnikowego  z dwiema  p aszczyznami promieniowych o ysk 

magnetycznych oraz dwiema p aszczyznami czujników.  
 
Wspó rz dne modalne s  zawarte w wektorze: Tx yp . Ruch wirnika 

mo e by  równie  wyra ony poprzez wspó rz dne wirnika w p aszczyznach o ysk 
T

b a b a bx x y yp [1] lub poprzez wspó rz dne w p aszczyznach czujników 
T

m c d c dx x y yp . Aby transform owa  zmienne z jednego uk adu wspó rz dnych do 
innego, mog  zosta  u yte nast puj ce zale no ci:  

 

                              1

2
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                                                                       (2) 

gdzie: 1 2

1 1
,  ,   ,  .

1 1
b m

b m
b m

a c
b d

T 0 T 0
T T T T

0 T 0 T
     

Si y generowane przez elektromagnesy s  nieliniowymi funkcjami pr du oraz po o enia wa u. 
Po linearyzacji, si y, dla poszczególnych par cewek, przyjmuj  posta : 
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,   ,
,   ,

ax iax ax sax a bx ibx bx sbx b

ay iay ay say a by iby by sby b

F k i k x F k i k x
F k i k y F k i k y

                                             (3) 

 
Zazwyczaj oba o yska magnetyczne s  identyczne i symetryczne. W tym przypadku mamy:  

,   i iax ibx iay iby s sax sbx say sbyk k k k k k k k k k .                                                       
Aby upro ci  obliczenia na pocz tek za o ono, e p aszczyzny czujników oraz o ysk 
pokrywaj  si . Transformata Laplace’a zosta a zastosowana dla równa  ruchu (1) i si  (3). 
Równania w postaci operatorowej umieszczono poni ej: 
 

( )( ) 0 0( ) ( ) 0 0
( )( ) 0 0( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) 0 00 0 ( ) ( )
( )( ) 0 0( ) ( ) ( ) ( )

xaa i i

xbb i i

yaa i i

ybb i i

i sx s k kB s A s
i sx s ak bkC s D s G s G s
i sy s k kB s A s
i sy s ak bkG s G s C s D s

                  (4) 

gdzie: 
2 2

2 2

( ) ,     ( ) ,

( ) ,     ( ) ,   ( ) .

s s

x x z
s s

ma mbA s s k B s s k
l l

I I IC s s ak D s s bk G s s
l l l

                                                         (5) 

Na podstawie zale no ci (2) mo emy obliczy : 1
2 1m bp T T p , co w p aszczy nie xz  prowadzi 

do transformacji: 

 11 12

21 22

a c c

b d d

d a c a
x x xt td c d c
x x xt td b c b

d c d c

.           (6) 

Identyczn   transformacj  wspó rz dnych mamy w p aszczy nie yz. Obiekt (4) posiada cztery 
wej cia oraz cztery wyj cia i jest obiektem 8-rz du zmiennej zespolonej s. Bior c pod uwag  
dwa pierwsze równania uk adu (4) oraz wspó rz dne mierzone w p aszczyznach czujników 
mamy dla p aszczyzny xz: 

11 12 11 12

21 22 21 22

c c xa
i

d d xb

x y it t t tA A D aA D bA
G k

x y it t t tB B C aB C bB
,   (7a) 

A na podstawie dwóch ostatnich równa  w (4), dla p aszczyzny yz, mamy: 
11 12 11 12

21 22 21 22

yac c
i

ybd d

iy xt t t tA A D aA D bA
G k

iy xt t t tB B C aB C bB
.   (7b)  

gdzie: 4 2 2 2 2 21( ) ( ) ( ) ( ) [2 ( )]x x s sB s D s C s A s mI s I m a b k s l k
l

, 

 jest wielomianem charakterystycznym ka dego z  poduk adów. Zmienna s jest pomini ta w 
powy szych równaniach.  
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3. REGULATORY PD DLA PODUK ADÓW 
 
Dla celów sterowania u yjemy schemat z rys. 2, gdzie sumowane s  si y dzia aj ce na wirnik.
Jest to rysunek poduk adu si  w p aszczy nie xz. 
 

Rys. 2. Poduk ad ze sprz eniami pomi dzy p aszczyznami yz do xz. Podobnie wygl da 
schemat dla sprz enia mi dzy tymi p aszczyznami w przeciwnym kierunku – jedynie 

macierz G(s) zmienia znak. 
 
Po czenie odpowiednich wej  i wyj  w obu poduk adach prowadzi do pe nego modelu
uk adu zamkni tego (rys. 3). Lokalne sprz enia steruj ce z regulatorami PD s  pokazane na
tym schemacie.  

 
Rys 3. Schemat  uk adu zamkni tego z lokalnymi regulatorami PD.  

 
Prawo sterowania z lokaln  regulacj  PD opisane jest macierz  transmitancji: 

( ) ( ) 0 ( )
( ) 0 ( ) ( )

xa a c

xb b d

i s R s x s
i s R s x s

,            (8) 

gdzie: ( ) ,  ( ) .a da pa b db pbR s k s k R s k s k Sterowanie jest realizowane w p aszczyznach
o yskowych, podczas gdy pom iar jest realizowany w p aszczyznach czujników, które ni e

pokrywaj  si  z p aszczyznami o ysk (uk ad niekolokowany). Dla zapewnienia poprawne j

Schemat z 
rys.3  

Schemat z 
rys. 3 -
macierz G 
ze znakiem 
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pracy uk adu zamkni tego, jako param etry pocz tkowe u yto: 1.5 /p pa pb s ik k k k k , 
0.001 .d da db pk k k k  S  to param etry, które zapewniaj  poprawn  prac  uk adu 

zamkni tego w przypadku kolokowanych czujników i o ysk [2].  
Rozpatrzymy obiekt w jednej p aszczy nie xz, z sprz eniami pomi dzy dwoma wej ciami 
i dwoma wyj ciami (TITO). Zgodnie z  modelu obiektu z równania (7a) mamy:  

a aai abi a

b bai bbi bz

x G G yA AG
x G G yB B

,           (9) 

gdzie: 

22

12

21

11

11 22 21 12

( ) ,
( ) ,
( ) ,
( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,

.

aai i b

abi i b

bai i a

bb i a

z i a i b i a i b

G t k C bB R
G t k D bA R
G t k C aB R
G t k D aA R

t k D aA R t k C bB R t k C aB R t k D bA R
BD CA

(10) 

Wymno enie macierzy we wzorze (9) prowadzi do pe nego modelu uk adu zamkni tego dla 
p aszczyzny xz:  

a aai abi aai abi a

b bai bbi bai bbi bz

x G A G B G A G B yG
x G A G B G A G B y

.          (11) 

W podobny sposób znajdziemy zale no ci dla p aszczyzny yz: 
( ) ( )
( ) ( )

a aai abi aai abi a

b bai bbi bai bbi bz

y G A G B G A G B xG
y G A G B G A G B x

.          (12) 

Po przeliczeniu mianowników i liczników tran smitancji w równaniach operatorowych (11) i 
(12) otrzymamy: 

22 12 22 12

21 11 21 11

22 12 22 12

21 11 21 11

( ) ( )( ) ,
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

a i b i b a

b i a i a bz

a i b i b

b i a i az

x t A t B k R t A t B k R yd c G
x t A t B k R t A t B k R y

y t A t B k R t A t B k Rd c G
y t A t B k R t A t B k R

,a

b

x
x

      (13) 

gdzie: 

 11 22 12 21 11 21

2
22 12

( ) ( ) ( )
.

                       ( ) ( )
i b

z zm
i a i a b

t t t t k t C bB t D bA R

k t D aA t C aB R k lR R
     

Redukuj c z transm itancji wielomian charakterystyczny uk adu otwartego  otrzymamy 
minimaln  realizacj  poduk adów zamkni tych: 

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( )( ) ( )( ) ,
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) .
( ) ( )( ) ( )( )

a a

b bzm

a a

b bzm

x s y sD s D sG s
x s y sD s D ss

y s x sD s D sG s
y s x sD s D ss

           (14) 

gdzie: 
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2

2 2

2
1

2
2

( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( 2 ) ( ) ,

( ) ( 2 ) ( ) .

zm i x s a

i x s b i a b

s i b

s i a

s a b k I mac s c b lk R

k I mbd s a d lk R d c k R R l

D s mcs c a b k d c k R

D s mds d a b k d c k R

       (15) 

Transmitancje uk adu zamkni tego w obu p aszczyznach xz i yz ró ni  si  tylko znakiem . 
Wielomian zm porównywany do zera stanowi równanie charakterystyczne poduk adu 
zamkni tego.  
 
4. PE NY ZAMKNI TY UK AD 
 
Pe ny uk ad posiada cztery wej cia i cztery wyj cia, jak jest to ukazane na rys. 4. 
 

 
Rys. 4. Pe ny zamkni ty uk ad.  
 
Na podstawie powy szych rozwa a  pe ny uk ad mo e zosta  zast piony poprzez dwa uk ady 
o dwóch wej ciach i dwóch wyj ciach. Aby uzyska  pe ny system modele (13) s  czone 
sprz eniem zwrotnym w uk ad pokazany na rys. 5.  
                              a)                                                                                  b) 

          
Rys. 5. Otwarty i zam kni ty uk ad po rozprz eniu dla: a) wej  i wyj  na p aszczy nie xz,  
b) wej  i wyj  na p aszczy nie yz.  
 
Przerywano sprz enie, w m iejscach oznaczonych falkam i, aby uzyska  uk ad otwarty. 
Transmitancja uk adu otwartego powsta a w wyniku wymno enia macierzy: 
     

1 1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 2 1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )o

H s H s D D D D D D
H s H s D D D D D D

H ,             (16) 

gdzie:  
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2
1 22 12 21 11 22 12

2
2 21 11 22 12 21 11

( ) ( )( ) ,

( )( ) ( ) ,

i b i a i b
z

i a i b i a
z

GH t A t B k R t A t B k R t A t B k R

GH t A t B k R t A t B k R t A t B k R
    (17)  

Uk ad zamkni ty, na podstawie rys. 5a, jest nast puj cy: 
 

01 1

02 2

( ) ( ) ( )( ) ( )
,

( ) ( ) ( )( ) ( )
a a a

b b b

x s x s x sH s H s
x s x s x sH s H s

                  (18) 

Po obliczeniach uzyskujemy:  
02 1 1 1

02 1 2 2

11 ,
1

a a

b bzc

x xH H H H
x xH H H H

                  (19) 

gdzie:  
2 1 1 2 1 2

22 2 2 2
22 12 21 11

1 1 1

     ( ) ( ) / ,

zc

zm i b i a zm

H H H H H H

G t A t B k R t A t B k R
       (20  

jest wielomianem charakterystycznym uk adu zamkni tego. Ostatecznie, relacje wej cia 
wyj cia zapisujemy: 

2 2 2
22 12 21 11 22 12

22 2 2
22 12 21 11

2 2 2
21 11 22 12

2 2 2
22 12 21 11

( ) ( )( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) (

i b i a i b

zm i b i aa

b i a i b i a

zm i b

G t A t B k R t A t B k R t A t B k R

G t A t B k R t A t B k Rx
x G t A t B k R t A t B k R B k R

G t A t B k R t A t B 2

2 2 2
21 11 22 12 21 11

22 2 2
22 12 21 11

2 2 2
22 12 21 11 22 12

2 2 2

)

( )( ) ( )

( ) ( )
                

( ) ( )( )

(

i a

i a i b i a

zm i b i a

i b i a i b

zm

k R

G t A t B k R t A t B k R t A t B k R

G t A t B k R t A t B k R

G t A t B k R t A t B k R t A t B k R

G

0

0

2
21 11) ( )

a

b

i b i a

x
x

A k R t A t B k R

    (21) 

 
Z powy szych równa  widocznym jest, e uk ad zamkni ty jest 8-rz du,  a równanie (21) jest 
minimaln  realizacj  uk adu pe nego. W podobny sposób m o emy uzyska  macierz 
transmitancji dla uk adu na rys. 5b:  

01 1

02 21 2

1 1 2 1 1 2
2 2

1 2 1 2 0 33 34 0

0 43 44 02 2 1 2 2 1
2 2

1 2 1 2

1
1

( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

       ,
( ) ( )

1 ( ) 1 ( )

a a

b b

a a

b b

y yH H
y yH HH H

G G G G G G
G G G G y G G y

y G G yG G G G G G
G G G G

                 (22) 

Transmitancje drugiego poduk adu (równania (22) i rys. 5b) s  takie sam e jak pierwszego 
poduk adu (równania (21) i rys. 5a), ale posiadaj  przeciwny znak.  
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5. STABILNO  
Pe ny zamkni ty poduk ad b dzie stabilny, kiedy cz ci rzeczywiste biegunów b d  mia y 
warto  ujemn . Zgodnie z równaniem  (15) wielom ian charakterystyczny dla ka dego z 
zamkni tych poduk adów b dzie mia  posta : 

4 2 2 2 2 2 2

2 2

1( ) [2 ( )] ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .

zm x x s s i x s da pa

i x s db pb i da pa db pb

a b mI s I m a b k s l k k I mac s c b lk k s k
l

k I mbd s d a lk k s k d c k k s k k s k l
 

Tym samym równanie charakterystyczne mo na zapisa  jako: 
4 3 2

4 3 2 1 0 0zm a s a s a s a s a ,            (23) 
gdzie: 

4

3

2 2 2
2

2
1

2 2
0

,
( ) ( ) ,

[2 ( )] ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) (

x

i x da i x db

x s i x pa i x pb i da db

i s da i s db i da pb db pa

s i s pa i s pb

a mI
a k I mac k k I mbd k

a I m a b k k I mac k k I mbd k d c k k k l

a k c b lk k k d a lk k d c k k k k k l

a l k k c b lk k k d a lk k d 2) .i pa pbc k k k l

  (24) 

5.1. Uk ad kolokowany 
W przypadku kolokowanego uk adu mamy: ,    c a d b  i wówczas: 

 

4

2 2
3

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2
1

2 2 2 2 2
0

,

,

[2 ( )] ,

( ) ( ) ,

( ) .

x

i x da i x db

x s i x pa i x pb i da db

i s db da i da pb pa db

s i s pb pa i pa pb

a mI

a k I ma k k I mb k

a I m a b k k I ma k k I mb k k k k l

a k l k k k k k k k k l

a l k k l k k k k k k l

  (25) 

Z koniecznych warunków kryterium Hurwitza wynika, i  dla identycznych praw sterowania 

p pa pbk k k , d da dbk k k , uk ad jest stabilny dla nastaw regulatora: ;     0s
p d

i

kk k
k

 . Dla 

zapewnienia odpowiedniej pracy uk adu zamkni tego, jako parametry pocz tkowe regulatora 
PD przyj to: 1.5 /p s ik k k , 0.001 .d pk k  Dostateczne warunki kryterium Hurwitza prowadz  

do nierówno ci: 2 2
3 2 1 4 3 2 1 3 0 1 40,  0,a a a a a a a a a a a  które s  spe nione dla uk adu 

kolokowanego. 
Analiza stabilno ci pe nego modelu mo e zosta  wykonana poprzez rozwi zanie równania 
charakterystycznego uk adu zamkni tego:  
 

22 2 2 ( ) ( ) 0zc zm i b i aG A k R B k RoI H                     (26) 
Metoda Evansa (root locus) mo e zosta  u yta do sprawdzenia stabilno ci uk adu. Z równania 
(26) wida , i : K = 

2 mo e zosta  u yte jako wzm ocnienie Evansa. Równanie 
charakterystyczne uk adu zamkni tego (26) mo e zosta  zapisane w postaci:  
 
1 ( ) 0oKG s ,                           (27) 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2010

434 automation 2010automation 2010

gdzie:   
22

2

( ) ( )
( ) i b i a

o
zm

G A k R B k R
G s ,                      (28) 

jest modelem uk adu otwartego z pojedynczym  wej ciem i pojedynczym  wyj ciem. 
Stabilno  takiego prostego system u mo e zosta  w prosty sposób sprawdzona poprzez 
zastosowanie kryterium Nyquista b d  metody linii pierwiastkowych Evansa.  

5.2. Uk ad niekolokowany 
Zbadamy zmiany, jakie wprowadza niekolokacja p aszczyzn pomiarowych i p aszczyzn 
steruj cych ( o yskowych). Niech jedna z p aszczyzn pomiarowych (prawa) oddala si  od 
prawej podpory o yskowej. Tym samym zak adami, e:  ,    c a d b , i wówczas 
wspó czynniki równania charakterystycznego przyjm  posta : 

4

2
3

2 2 2 2
2

2 2
1

2 2 2
0

,

( ) ( ( ) ,

[2 ( )] ( ) ( ( )) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) (

x

i x da i x db

x s i x pa i x pb i da db

i s da i s db i da pb db pa

s i s pa i s pb

a mI

a k I ma k k I mb b k

a I m a b k k I ma k k I mb b k b a k k k l

a k l k k k l lk k l k k k k k l

a l k k l k k k l lk k l 2) .i pa pbk k k l

(29) 

Gdy p aszczyzna ta oddala si , to równanie charakterystyczne mo na zapisa  w postaci: 

4 3 2
4 3 2 1 0

3 2
3 2 1 0

' " 0,

' ' ' ' ' ' 0,

" " " " " 0.

zm

a s a s a s a s a

a s a s a s a

           (30) 

Wspó czynniki wielomianu '  s  identyczne z wspó czynnikami wielomianu 
charakterystycznego uk adu kolokowanego (25), podczas gdy wielom ian ’’ ma nast puj ce 
wspó czynniki: 

3

2
2

2
1

2
0

" ,

" ,

" ( ) ,

" .

i db

i pb i da db

i s db i da pb db pa

i s pb i pa pb

a k mbk

a k mbk k k k l

a k lk k k k k k k l

a k lk k k k k l

             (31) 

Równanie (30) dla rosn cych  (p aszczyzna pomiarowa przemieszcza si  w prawo - dodatni 
kierunek osi z) mo e by  przedstawione w postaci: 

"1 0,
'zm                 (32) 

podczas gdy dla m alej cych  (p aszczyzna pomiarowa przemieszcza si  w lewo – ujem ny 
kierunek osi z) w postaci: 

"1 0.
'zm                 (33) 

 Taka prezentacja równania charakterystycznego u atwi analiz  wp ywu po o enia 
p aszczyzny pomiarowej na stabilno  uk adu. 
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Rys. 6. Charakterystyki cz stotliwo ciowe ( amplituda i faza) dla a) poduk adu zamkni tego 

na p aszczy nie xz, b) poduk adu zamkni tego na p aszczy nie yz 
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Rys. 7. Odpowiedzi impulsowe a) poduk adu xz, b) poduk adu yz. 
 

6. SYMULACJE NUMERYCZNE 
Symulacje komputerowe zosta y przeprowadzone dla nast puj cych parametrów wirnika oraz 
o yska: m = 18,5 kg, Jz = 0,0115 kgm 2, Jx = 0,6525 kgm 2, ks = 1,6024e + 06 N/m , 

ki = 100,1483  A/m, l = 0,902 m, a = 0,6 l, b = -a. Takie param etry ma wirnik na stanowisku 
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laboratoryjnym. Symulacje zostan  przeprowadzone dla zamkni tych uk adów kolokowanych 
i niekolokowanych z regulatorami PD.  

6.1. Uk ad kolokowany 
Oba prawa sterowania maj  te same nastawy: kp=2,4e+04 N/A, kD = 24 Ns/m. Charakterystyki 
Bodego zamkni tych poduk adów opisanych równaniam i (14) pokazane s  na rys. 6. 
Odpowiedzi impulsowe uk adu zamkni tego s  stabilne, jak widzim y na rys. 7. W szystkie 
warunki kryterium Hurwitza zosta y spe nione, co potwierdza stabilno  poduk adów. Aby 
sprawdzi  stabilno  pe nego systemu zamkni tego, cz ci rzeczywiste i urojone zosta y 
obliczone dla pr dko ci k towej wirnika w zakresie od 0 do 3000 [rad/s] (0-31400[obr/m in]), 
a rezultaty zosta y przedstawione na rys. 8. 
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Rys. 8. Rzeczywiste i urojone cz ci biegunów pe nego uk adu  zam kni tego w zakresie 

 = 0÷3000 rad/s. 
Uzyskane rezultaty zosta y potwierdzone metod  Evansa dla uk adu (28) z wspó czynnikiem 
wzmocnienia K = 2 jak pokazano na rys. 9. Uk ad zamkni ty jest stabilny dla wszystkich 
pr dko ci k towych . 

-1500 -1000 -500 0
-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000
Root Locus

Real Axis

Im
a
gin
ar
y A
xi
s

 
Rys. 9. Linie pierwiastkowe pe nego uk adu zamkni tego - 2 jako wzmocnienie Evansa.  
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Sprawdzono odpowied  impulsow  dla pe nego uk adu zamkni tego dla pr dko ci k towej 
 = 3000 rad/s. Ze wzgl du na skro n  symetri  obu sterowanych p aszczyzn, obliczono 

tylko odpowiedzi im pulsowe dla sygna ów wej cia/wyj cia w p aszczy nie xz. Rezultaty 
ukazano na rys. 10.  
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Rys. 10. Odpowiedzi im pulsowe uk adu zamkni tego w p aszczy nie xz dla wirnika 
obracaj cego si  z pr dko ci  k tow  =3000[rad/s]. 
 
Odpowiedzi impulsowe wirnika wiruj cego z wysok  pr dko ci  k tow  (rys. 10) m aj  
znacznie wi ksze warto ci ni  odpowiedzi impulsowe wirnika w stanie spoczynku (rys. 9). 
Czas stabilizacji tak e si  wyd u y . Jest to wynikiem oddzia ywania efektu gyroskopowego.  
WNIOSEK. Lokalne regulatory PD w uk adzie kolokowanym nie destabilizuj  pe nego 
uk adu sterowania 

6.2. Uk ad niekolokowany 
Zbadamy uk ad niekolokowany, gdy prawa p aszczyzna pomiarowa (odleg o  od rodka 
masy wynosi d b ) oddala si  od prawej p aszczyzny steruj cej ( o yskowej). 
Przypomnijmy, e b=0.36[m]. W przypadku oddalania si  w prawo korzystam y z zale no ci 
(32), aby wyznaczy  warto  parametru , dla której uk ad jest na granicy stabilno ci. 
Wykorzystamy do tego m etod  linii pierwiastkowych. W yniki dla nieobracaj cego si  
wirnika pokazane s  na rys. 11. Jak wynika z rys. 11 uk ad nigdy nie utraci stabilno ci, wi c 
mo emy przesun  t  p aszczyzn  dowolnie daleko. 

Korzystaj c z zale no ci (33) wyznaczym y obecnie granic  stabilno ci w przypadku 
przesuwania tej samej p aszczyzny pomiarowej na lewo od p aszczyzny sterowania (odleg o  
od rodka masy wynosi d b ). Wyniki dla nieobracaj cego si  wirnika pokazane s  na 
rys. 12. W ramce tekstowej podano warto  wzmocnienia Evansa na granicy stabilno ci, czyli 

0.302[ ]m . Przyczyn  utraty stabilno ci jest zbli anie si  elementu pomiarowego do w z a 
postaci rotacyjnej, który w przypadku wirnika sztywnego pokrywa si  ze rodkiem masy 
wirnika.  
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Nast pnie zbadano po o enie biegunów uk adu zamkni tego dla obracaj cego si  wirnika i 
przesuni tej p aszczyzny pomiarowej  w lewo, odpowiednio o warto ci:  0.2[ ]m (rys. 13), 

0.4[ ]m (rys. 14). W arto  odleg o ci p aszczyzny pomiarowej od rodka masy wynosi 
odpowiednio 0.16[ ]d m  i 0.04[ ]d m . Znak minus oznacza, e p aszczyzna pomiarowa 
przesz a na drug  stron  wzgl dem p aszczyzny rodka masy. 

-1800 -1600 -1400 -1200 -1000 -800 -600 -400 -200 0
-300

-200

-100

0

100

200

300
Root Locus

Real Axis

Im
a
gin
ar
y A
xi
s

 
Rys.11. Linie pierwiastkowe uk adu zamkni tego (wirnik nie obraca si ), gdy p aszczyzn  
pomiarow  oddalamy w kierunku dodatnim osi z. 
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Rys.12. Linie pierwiastkowe uk adu zamkni tego (wirnik nie obraca si ), gdy p aszczyzn  
pomiarow  oddalamy w kierunku ujemnym osi z. 
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Rys. 13. Lokalizacja biegunów pe nego zamkni tego uk adu, gdy odleg o  pomi dzy 
p aszczyzn  steruj c  i pomiarow  wynosi 0.2[ ]m ( 0.16[ ]d m ). Pr dko  obrotowa 2 
jest wzmocnieniem Evansa. 
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Rys. 14. Lokalizacja biegunów pe nego zamkni tego uk adu, gdy odleg o  pomi dzy 
p aszczyzn  steruj c  i pom iarow  wynosi 0.4[ ]m  ( 0.04[ ]d m ). Pr dko  obrotowa 

2 jest wzmocnieniem Evansa.  
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Okazuje si , e dla uk adów niekolokowanych o utracie stabilno ci decyduje wzajem ne 
po o enie p aszczyzn pomiarowych i steruj cych. Zbli anie si  do w z a postaci prowadzi do 
pogorszenia jako ci uk adu, a nast pnie do utraty stabilno ci. Pr dko  obrotowa wp ywa 
stabilizuj co w przypadku zastosowania lokalnych regulatorów typu PD.  

7. MODYFIKACJA SYGNA ÓW POMIAROWYCH NA POTRZ EBY 
STEROWANIA UK ADAMI NIEKOLOKOWANYMI 
Jak wiadomo [7], w przypadku konstrukcji m echanicznych nie pokrywanie si  p aszczyzn 
pomiarowych i p aszczyzn steruj cych prowadzi do sytuacji, e z punktu widzenia teorii 
sterowania taki obiekt jest uk adem nieminimalnofazowym. Jak wy ej wykazano, o 
stabilno ci uk adu decyduje po o enie p aszczyzn. W p aszczy nie o yskowej przy o one s  
si y steruj ce – dlatego w tych p aszczyznach nale y przyj  wspó rz dne uk adu. Pozostaje 
wi c oszacowa  przemieszczenia wirnika w tych p aszczyznach na podstawie pom iarów 
dokonanych w innych p aszczyznach, a wi c dokona  transformacji przemieszcze  ( )cx s , 

( )dx s  do przemieszcze  rodka wa u ( )ax s , ( )bx s  w p aszczyznach o yskowych. W tym celu 
na podstawie równa  (2) znajdziemy:  

1
2 1m b bp T T p Pp ,                (34) 

co w p aszczy nie yz prowadzi do transformacji:  

11 12

21 22

c a a

d b b

b c a c
y y yp pb a b a
y y yp pb d a d

b a b a

.           (35) 

Mo na teraz przekszta ci  prawo sterowania do postaci:  

11 12

21 22

( ) ( ) 0 ( )
( ) 0 ( ) ( )

xa a a

xb b b

i s R s x sp p
i s R s x sp p

           (36) 

ale o wiele wygodniej jest zastosowa  bezpo rednio przekszta cenie sygna ów pomiarowych 
wed ug schematu pokazanego na rys. 15.  

  
Rys. 15. Przekszta cenie sygna ów pomiarowych w uk adzie niekolokowanym. 
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Taki uk ad (rys. 15) w przypadku wirników sztywnych jest wystarczaj cy, aby uk ad 
niekolokowany przekszta ci  w uk ad kolokowany. 

8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI 

Jak wynika z powy szych rozwa a , powinno d y  si  do minimalizacji pr du sterowania 
aby zredukowa  konsumpcj  energii zu ytej przez uk ad sterowania m agnetycznym 
zawieszeniem wirnika. Zm niejszenie pr du sterowania pozwoli na redukcj  pr du punktu 
pracy oraz wp ynie na redukcj  strat sprz towych powodowanych przez wzm acniacze 
pr dowe, histerezy magnetyczne oraz pr dy wirowe.  

W celu zapewnienia w a ciwej pracy uk adu zamkni tego, jako param etry pocz tkowe 
regulatorów typu PD powinny zosta  uwzgl dnione nast puj ce parametry: 1.5 /P s ik k k , 

0.001 .D Pk k Taki uk ad sterowania jest stabilny i m a odpowiedni  jako , gdy  
przeregulowanie nie przekracza 20%. Pr d sterowania zale y równie  od zewn trznych 
obci e .  

W artykule potwierdzono fakt, e kolokacja p aszczyzn pomiarowych i o yskowych 
(wykonawczych) u atwia zapewnienie m inimalnofazowo ci uk adu, co z kolei u atwia 
projektowanie prawa sterowania. Co wi cej, lokalne dobrze dobrane regulatory typu PD nie 
destabilizuj  pe nego uk adu zamkni tego dla wszystkich pr dko ci obrotowych wirnika.  

Gdy bada si  stabilno  uk adu i jego wra liwo  na zm ian  dowolnego param etru, to 
wygodnie jest sprowadzi  równanie charakterystyczne do postaci typowej dla m etody linii 
pierwiastkowych. W ten sposób wykazano, wykorzystuj c metod  Evansa, e wzrost 
pr dko ci obrotowej stabilizuje ruch wirnika, natomiast przesuwanie p aszczyzny pomiarowej 
w kierunku w z a postaci destabilizuje ruch.  
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