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BADANIE METODAMI FUNKCJI TESTUJ CYCH ODPORNEJ 
STABILNO CI CI G YCH UK ADÓW U AMKOWEGO RZ DU 

WSPÓ MIERNEGO O FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ 
ZALE NEJ LINIOWO OD NIEPEWNYCH PARAMETRÓW 

W pracy podano komputerowe metody (zwane metodami funkcji testuj cych)  
badania odpornej stabilno ci ci g ych liniowych uk adów dynamicznych, których 
wielomian charakterystyczny jest wielomianem u amkowego stopnia wspó mier-
nego o wspó czynnikach liniowo zale nych od niepewnych parametrów. Propo-
nowane metody s  uogólnieniem metod znanych z teorii odpornej stabilno ci 
uk adów naturalnego rz du. Rozwa ania zilustrowano przyk adem liczbowym. 

TESTING FUNCTIONS METHODS FOR ROBUST STABILITY 
ANALYSIS OF CONTINUOUS-TIME FRACTIONAL SYSTEMS OF 

COMMENSURATE ORDER WITH CHARACTERISTIC FUNCTION 
LINEARLY DEPENDENT ON UNCERTAIN PARAMETERS 

The paper gives simple computational methods (called the testing function  
methods) for robust stability checking of continuous-time linear fractional sys-
tems with linearly dependent coefficient perturbations in characteristic polyno-
mial of fractional commensurate order. The proposed methods are generaliza-
tions of the method known from the robust stability theory of natural order sys-
tems. The considerations are illustrated by a numerical example. 

1. WST P 
W ostatnich latach teoria analizy i syntezy liniowych uk adów u amkowego rz du (nazywa-
nych ta  uk adami nieca kowitego rz du) jest intensywnie rozwijana w literaturze wiatowej, 
patrz np. monografie [8 - 13] i cytowan  tam literatur .  
Problem badania stabilno ci oraz odpornej stabilno ci liniowych uk adów u amkowych by  
rozpatrywany w wielu pracach, patrz np. prace [2 - 7] i cytowan  tam literatur .  
W pracy [7] zosta o pokazane, e do badania odpornej stabilno ci uk adów u amkowych rz -
du wspó miernego, których funkcja charakterystyczna zale y liniowo od niepewnych parame-
trów mo na stosowa  tzw. twierdzenie kraw dziowe, znane z teorii odpornej stabilno ci 
uk adów naturalnego rz du. Twierdzenie kraw dziowe sprowadza zadanie badania odpornej 
stabilno ci rodziny wielomianów charakterystycznych do badania odpornej stabilno ci sko -
czonej liczby wielomianów kraw dziowych (wypuk ych liniowych kombinacji dwóch zna-
nych wielomianów). Liczba tych wielomianów szybko ro nie wraz ze wzrostem liczby nie-
pewnych parametrów. Z tego powodu bezpo rednie stosowanie twierdzenia kraw dziowego 
jest trudnym i z o onym obliczeniowo problemem przy du ej liczbie niepewnych  
parametrów. 
Aby unikn  tej niedogodno ci, w przypadku wielomianów naturalnego stopnia stosuje si  
metody funkcji testuj cych [1]. Pozwalaj  one na jednoczesne badanie odpornej stabilno ci 
wszystkich wielomianów kraw dziowych.  
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Celem niniejszej pracy jest podanie metod funkcji testuj cych s u cych do badania odpornej 
stabilno ci uk adu dynamicznego, którego wielomian charakterystyczny stopnia u amkowego 
wspó miernego zale y liniowo od niepewnych parametrów. 
2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 
We my pod uwag  liniowy dynamiczny uk ad ci g y u amkowego rz du wspó miernego, 
którego wielomian charakterystyczny ma wspó czynniki liniowo zale ne od niepewnych pa-
rametrów, o postaci 

 ,,)(),(
0

Qsasw i
n

i
i qqq  (1) 

gdzie ]1,0( , T
21 ],...,,[ mqqqq  jest wektorem odchy ek kq  ( mk ...,2,1 ) niepewnych 

parametrów od ich warto ci nominalnych, m jest liczb  niepewnych parametrów, ),(qia  
,,...,1,0 ni  s  liniowymi ci g ymi funkcjami swoich argumentów za   

 },...,2,1,0,0],,[:{ mkcbcbqQ kkkkkq  (2) 

jest zbiorem warto ci odchy ek niepewnych parametrów od ich warto ci nominalnych.  
Nie zmniejszaj c ogólno ci rozwa a  b dziemy przyjmowa , e ,0)(qna  .Qq  Oznacza 
to, e ),( qsw  jest wielomianem sta ego stopnia .n  

Rodzin  wielomianów (1) mo na zapisa  w równowa nej postaci 

 , ,)(...)()(),( 110 Qswqswqswsw mm qq  (3) 

gdzie ),(swi  ,,...,1,0 ni  s  to znane wielomiany, przy czym )0,()(0 swsw  jest wielomia-
nem nominalnym.  
Twierdzenie 1 ([7]). U amkowy uk ad dynamiczny, którego wielomian charakterystyczny ma 
posta  (1) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian (1) u amkowego stopnia 
jest stabilny dla ka dego q Q,  tzn. jest spe niony warunek  

 w s( , )q 0  dla Re ,s 0  .Qq  (4) 

Zbiór (2) jest m-wymiarowym hiperprostopad o cianem. Ma on mK 2  wierzcho ków 
i 12mmL  kraw dzi. Ka demu wierzcho kowi kq  ( mk ...,2,1 ) zbioru Q  odpowiada wie-
lomian wierzcho kowy ).,()( kk swsp q  Ka dej kraw dzi ],1,0[, )1( krrk qqq  
zbioru (2), cz cej wierzcho ki rq  i kq  odpowiada wielomian kraw dziowy  

 ],1,0[ ),( )()1(),( spspsp krrk  (5) 

gdzie ),()( rr swsp q  i ),()( kk swsp q  s  to wielomiany wierzcho kowe. 

W pracy [7] pokazano, e do badania odpornej stabilno ci rodziny wielomianów (1) (lub 
równowa nie rodziny wielomianów (3)) mo na stosowa  twierdzenie kraw dziowe, znane 
z teorii odpornej stabilno ci rodzin wielomianów naturalnego stopnia.  
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Twierdzenie 2 (twierdzenie kraw dziowe) [7]. Niech wielomian nominalny w s0( )  b dzie 
stabilny. Rodzina (1) wielomianów u amkowych sta ego stopnia o wspó czynnikach liniowo 
zale nych od niepewnych parametrów jest odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy s  od-
pornie stabilne wszystkie jej wielomiany kraw dziowe (5), odpowiadaj ce poszczególnym 
kraw dziom zbioru Q, tzn. dla ka dego wielomianu kraw dziowego (5) jest spe niony 
warunek: 

 0),(sprk  dla Re ,s 0  ].1,0[  (6) 

Do badania odpornej stabilno ci wielomianu kraw dziowego (5) mo emy wykorzysta  poni -
szy lemat. 
Lemat 1 [7]. Niech wielomian wierzcho kowy p sr ( )  b dzie stabilny. Wielomian kraw -
dziowy (5) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji  

 ,)()()( jpjpj rkrk   ),,0[  (7) 

nie przecina niedodatniej pó osi rzeczywistej ( , ].0  
Do badania stabilno ci znanego wielomianu (np. )(0 sw  lub p sr ( ) ) mo emy stosowa  kom-
puterow  metod  podan  w pracach [3, 5, 7].  
Twierdzenie kraw dziowe 5 sprowadza zadanie badania odpornej stabilno ci rodziny wielo-
mianów (1) do badania odpornej stabilno ci sko czonej liczby wielomianów kraw dziowych, 
których jest L m m2 1.  Liczba tych wielomianów szybko ro nie wraz ze wzrostem liczby 
niepewnych parametrów. Je eli np. ,4m  to wtedy .3224 3L  Je eli natomiast ,5m  

to .8025 4L  Z tego powodu bezpo rednie stosowanie twierdzenia kraw dziowego przy 
4m  jest trudnym i z o onym obliczeniowo problemem.  

Aby unikn  tej niedogodno ci, w przypadku wielomianów naturalnego stopnia 
o wspó czynnikach liniowo zale nych od niepewnych parametrów stosuje si  metody funkcji 
testuj cych [1]. Pozwalaj  one na jednoczesne badanie odpornej stabilno ci wszystkich wie-
lomianów kraw dziowych.  
Celem niniejszej pracy jest podanie metod funkcji testuj cych s u cych do badania odpornej 
stabilno ci uk adu u amkowego rz du wspó miernego o wielomianie charakterystycznym (1). 
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU 
Obszarem stabilno ci ci g ych uk adów u amkowego rz du (podobnie jak rz du naturalnego) 
jest otwarta lewa pó p aszczyzna, której brzeg ma opis parametryczny ,js  ).,(  
Nie zmniejszaj c ogólno ci rozwa a  mo emy przyj  ).,0[  

Dla ka dego ustalonego  zbiorem warto ci rodziny wielomianów (1) jest wypuk y wie-
lobok na p aszczy nie zmiennej zespolonej 

 )},(),...,({conv),( 1 jpjpQjw K  (8) 

rozpi ty na punktach ),( jpk  ,2,...,2,1 mKk  b d cych dla ustalonego js  warto-
ciami wielomianów wierzcho kowych ).,()( kk swsp q   
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Uwzgl dniaj c rozwa ania podane w monografii [1], podamy trzy metody funkcji testuj -
cych, które mog  by  wykorzystane do badania odpornej stabilno ci rodziny wielomianów 
(1) u amkowego stopnia.  
3.1. Metoda funkcji testuj cej )(d  

Niech )(R  b dzie dla ka dego ustalonego  najmniejszym prostok tem o bokach rów-
noleg ych do osi uk adu wspó rz dnych p aszczyzny zmiennej zespolonej, w którym le y 
zbiór warto ci (8).  
Oznaczmy przez  

 ))(),(( VU ;  ))(),(( VU ;  ))(),(( VU ;  ))(),(( VU  (9) 

wspó rz dne wierzcho ków prostok ta ).(R  

Z definicji prostok ta )(R  oraz ze wzoru (8) wynika, e  

 },,...,2,1),(min{Re)( KijpU i    },,...,2,1),(max{Re)( KijpU i  (10) 

 },,...,2,1),(min{Im)( KijpV i    }.,...,2,1),(max{Im)( KijpV i  (11) 

Twierdzenie 3. Niech wielomian nominalny )(0 sw  b dzie stabilny. Rodzina  wielomianów 
(1) sta ego stopnia u amkowego o wspó czynnikach zale nych liniowo od niepewnych para-
metrów jest odpornie stabilna, je eli 

 ,,0)(d  (12) 

gdzie funkcj  testuj c  )(d  wyznacza si  ze wzoru 

 )}(),(),(),(max{)( VVUUd . (13) 

Dowód. Je eli warunek (12) jest spe niony, to dla ka dego  prostok t )(R  nie obej-
muje pocz tku p aszczyzny zmiennej zespolonej. Poniewa  zbiór warto ci (8) zawsze le y 
wewn trz tego prostok ta, powy sze zachodzi te  dla tego zbioru warto ci. Je eli zatem za-
chodzi (12) i wielomian nominalny )(0 sw  jest stabilny, to jest spe niony warunek wyklucze-
nia zera (np. [7]) i rodzina wielomianów (1) jest odpornie stabilna.  
3.2. Metoda funkcji testuj cej )(T  

Rozpatrzmy unormowany (wzgl dem wielomianu nominalnego) zbiór warto ci  

 )},(~),...,(~{conv),(~
1 jpjpQjw K  (14) 

gdzie  

,)()()(~
0 jwjpjp kk   ,2,...,2,1 mKk    (15) 

a )(0 sw  jest stabilnym wielomianem nominalnym. 
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Wprowad my funkcj  testuj c  ),(B  któr  dla ka dego ustalonego  oblicza si  ze 
wzoru 

 }.,...,2,1),(~min{Re)( KkjpB k  (16) 

Zauwa my, e  

 },:),(~min{Re)( QjwB qq  (17) 

gdzie zgodnie ze wzorem (3) 

 ),(~...)(~1),(~
11 jwqjwqjw mmq  (18) 

przy czym  

 .,...,2,1  ,)()()(~
0 mkswswsw kk  (19) 

Ze wzoru (18) wynika, e unormowany zbiór warto ci (14) zawsze zawiera w swoim wn trzu 
punkt ),0,1( j  a wi c le y on cz ciowo lub ca kowicie w otwartej prawej  pó p aszczy nie. 
Je eli dla ka dego  le y on ca kowicie w otwartej prawej pó p aszczy nie, to jest spe -
niony warunek wykluczenia zera [7] i rodzina wielomianów (1) jest odpornie stabilna. 
Lemat 2. Niech wielomian nominalny w s0( )  b dzie stabilny. Rodzina wielomianów (1) sta-
ego stopnia u amkowego o wspó czynnikach zale nych liniowo od niepewnych parametrów 

jest odpornie stabilna, je eli jest spe niony warunek 

 ,,0)(B  (20) 

gdzie funkcja testuj ca )(B  jest zdefiniowana wzorem (16) (lub (17)). 

Za ó my, e dla ustalonego  warto  minimalna (17) zasta a osi gni ta dla ,q̂q  
tj. )ˆ),(~Re)( qjwB  i wprowad my oznaczenie 

 ).ˆ),(~Im)( qjwC   (21) 

Wprowad my zespolon  funkcj  testuj c  

 ),()()( jCBT  (22) 

gdzie )(B  i )(C  s  zdefiniowane wzorami 16 (lub (17)) i (21), odpowiednio (dla ka dego 
ustalonego ).  
Wykres zespolonej funkcji testuj cej )(T  tworzy si  w ten sposób, e (dla ka dego ustalo-

nego ) ze zbioru punktów ,2,...,2,1),(~ m
k Kkjp  wybiera si  punkt o najmniejszej 

cz ci rzeczywistej. Wykres funkcji )(T  sk ada si  wi c z fragmentów wykresów funkcji 
(15). Jest on kawa kami ci g y i g adki. Mog  w nim wyst pi  przeskoki od warto ci )(~ jpk  
do warto ci ),(~ jpr  k r . 

Funkcj  testuj c  )(T  mo na wyznaczy  bezpo rednio ze wzoru (16) lub (17). Mo na j  te  
wyznaczy  w ten sam sposób jak w przypadku rodziny wielomianów naturalnego stopnia [1], 
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tj. ze wzoru  

 ),()(1)( 1 mttT  (23) 

gdzie (dla mk ,...,2,1 )  

 ),(~)( jwbt kkk    je eli   ,0)(~Re jwk   (24) 

 ),(~)( jwct kkk    je eli   .0)(~Re jwk  (25) 

Wyznaczanie funkcji testuj cej )(T  na postawie powy szych wzorów wymaga znajomo ci 
tylko (m+1) wielomianów )(swk , k m0 1, ,..., ,  wyst puj cych we wzorze (3). Znajomo  
wielomianów wierzcho kowych ,,...,2,1),( Kkspk  nie jest konieczna. 

Uwzgl dniaj c lemat 2 i post puj c podobnie jak w przypadku rodziny wielomianów natural-
nego stopnia o wspó czynnikach liniowo zale nych od niepewnych parametrów mo emy udo-
wodni  nast puj ce twierdzenie. 
Twierdzenie 4. Niech wielomian nominalny w s0( )  b dzie stabilny.  

1) Je eli  

 ,,0)(Re)( TB  (26) 

to rodzina wielomianów (1) sta ego stopnia u amkowego o wspó czynnikach zale nych li-
niowo od niepewnych parametrów jest odpornie stabilna.  

2) Je eli wykres funkcji )(T  ma ci g y kawa ek, który przecina niedodatni  cz  osi rze-
czywistej, to rodzina (1) nie jest odpornie stabilna. 

Metoda funkcji testuj cej ),(T  podobnie jak i metoda funkcji testuj cej ),(d  bazuje na 
warunku dostatecznym odpornej stabilno ci. S  to metody bardzo proste w stosowaniu 
(szczególnie metoda funkcji testuj cej )(T ). Je eli jednak e na podstawie tych metod nie 
uzyskamy zadowalaj cego wyniku, nale y skorzysta  z metody bazuj cej na warunku ko-
niecznym i wystarczaj cym odpornej stabilno ci. Tak  metod  jest metoda funkcji testuj cej 

).(F  

3.3. Metoda funkcji testuj cej )(F  

Metoda funkcji testuj cej )(F  s u y do po redniego sprawdzenia, czy dla ka dego  
pocz tek p aszczyzny zmiennej zespolonej le y na zewn trz wypuk ego wieloboku (14). 
Uogólniaj c metod  podan  w pracy [1] otrzymamy nast puj ce twierdzenie. 
Twierdzenie 5. Niech wielomian nominalny )(0 sw  b dzie stabilny. Rodzina wielomianów 
(1) sta ego stopnia u amkowego o wspó czynnikach zale nych liniowo od niepewnych para-
metrów jest odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy  

 ,,0)(F  (27) 

gdzie )(F  jest funkcj  testuj c , któr  dla ustalonego  oblicza si  ze wzoru 
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 |},)(~arg)(~arg{|max)(
,

jpjpF kr
kr

 (28) 

przy czym )(~ jpk  jest zdefiniowane wzorem (15), maksimum liczy si  uwzgl dniaj c 
wszystkie wielomiany kraw dziowe (5), odpowiadaj ce poszczególnym kraw dziom zbioru 
Q, za  ),[arg z  jest argumentem liczby zespolonej z.  

4. PRZYK AD 
Stosuj c metody funkcji testuj cych nale y zbada  stabilno  uk adu regulacji automatycznej, 
którego wielomian charakterystyczny ma posta  [7] 

 ),()()(),( 22110 swqswqswsw q   ,Qq  (29) 

gdzie  

 5.215.07343.38.0)( 9.015.12.2
0 ssssw  (30) 

jest stabilnym wielomianem nominalnym za   

 ,25.01.0)( 2.2
1 ssw   ,1.02.0)( 9.0

2 ssw  (31) 

przy czym  

 ]}.1,4.0[],1,5.0[:],[{ 21
T

21 qqqqQ q  (32) 

Zbiór (32) jest prostok tem na p aszczy nie ( q1 , q2 ) o wierzcho kach  

 q1
05
0 4
.
.

,  q2
1
1

,  q3
05
1
.

,  .
4.0

1
4q  (33) 

Kraw dzie ],1,0[, )1( krrk qqq  zbioru (32) tworz  pary wierzcho ków 
o indeksach (1,3), (3,2), (2,4) i (1,4). 
Wielomiany wierzcho kowe odpowiadaj ce poszczególnym wierzcho kom (33) zbioru (32) 
wyznacza si  ze wzorów 

 ),(4.0)(5.0)()( 2101 swswswsp    p s w s w s w s2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ),  

 p s w s w s w s3 0 1 205( ) ( ) . ( ) ( ),      p s w s w s w s4 0 1 20 4( ) ( ) ( ) . ( ). 

Wielomianami kraw dziowymi s  wielomiany ),(sprk  o postaci (5), przy czym  
( , )r k  (1,3), (3,2), (2,4) i (1,4). 

Wykres funkcji testuj cej ),(d  wyznaczony ze wzorów (13), (10), (11) dla warto ci parame-
tru ]10,0[  zmieniaj cego si  z krokiem 05.0  jest pokazany na rysunku 1. 
Z rysunku 1 wynika, e warunek (12) jest spe niony i rozpatrywany uk ad jest odpornie sta-
bilny, zgodnie z twierdzeniem 3.  
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Rys. 1. Wykres funkcji testuj cej )(d  

 

Na rysunku 2 jest pokazany wykres funkcji testuj cej ).(B  Zosta  on wyznaczony ze wzoru 
(16) przy ]15,0[  zmieniaj cego si  z krokiem 05.0 . Poniewa  warunek (20) jest 
spe niony, rozpatrywany uk ad jest odpornie stabilny, zgodnie z lematem 2. Ze wzgl du na 
spe nienie warunku (20) (i te  (26)) wyznaczanie funkcji testuj cej )(T  nie jest konieczne.  

 

 
Rys. 2. Wykres funkcji testuj cej )(B  
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Wykres funkcji testuj cej ),(F  wyznaczony ze wzoru (28) dla warto ci parametru 
]20,0[  zmieniaj cego si  z krokiem 05,0  jest pokazany na rysunku 3. Z tego ry-

sunku wynika, e warunek (27) jest spe niony i rozpatrywany uk ad jest odpornie stabilny, 
zgodnie z twierdzeniem 5.  
 

 
Rys. 3. Wykres funkcji testuj cej )(F  

 

5. UWAGI KO COWE 
W pracy rozpatrzono problem badania odpornej stabilno ci liniowego ci g ego uk adu u am-
kowego rz du wspó miernego, którego wielomian charakterystyczny (1) zale y liniowo od 
niepewnych parametrów.  
Podano trzy metody funkcji testuj cych, s u ce do badania odpornej stabilno ci. S  to do-
godne do oblicze  komputerowych metody cz stotliwo ciowe. Ich stosowanie mo e znacznie 
u atwi  badanie odpornej stabilno ci rozpatrywanej klasy uk adów u amkowych przy du ej 
liczbie niepewnych parametrów.  
Proponowane metody badania odpornej stabilno ci s  uogólnieniem na klas  uk adów u am-
kowych rz du wspó miernego metod podanych w monografii [1] w przypadku uk adów rz du 
naturalnego.  
 

Praca naukowa finansowana ze rodków Komitetu Bada  Naukowych w latach 2007-2010 
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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