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BADANIE METODAMI FUNKCJI TESTUJACYCH ODPORNEJ
STABILNOSCI CIAGLYCH UKEADOW ULAMKOWEGO RZEDU
WSPOLMIERNEGO O FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ
ZALEZNEJ LINIOWO OD NIEPEWNYCH PARAMETROW

W pracy podano komputerowe metody (zwane metodami funkcji testujqcych)
badania odpornej stabilnosci ciqgtych liniowych uktadow dynamicznych, ktorych
wielomian charakterystyczny jest wielomianem utamkowego stopnia wspotmier-
nego o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow. Propo-
nowane metody sq uogolnieniem metod znanych z teorii odpornej stabilnosci
uktadow naturalnego rzedu. Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym.

TESTING FUNCTIONS METHODS FOR ROBUST STABILITY
ANALYSIS OF CONTINUOUS-TIME FRACTIONAL SYSTEMS OF
COMMENSURATE ORDER WITH CHARACTERISTIC FUNCTION
LINEARLY DEPENDENT ON UNCERTAIN PARAMETERS

The paper gives simple computational methods (called the testing function
methods) for robust stability checking of continuous-time linear fractional sys-
tems with linearly dependent coefficient perturbations in characteristic polyno-
mial of fractional commensurate order. The proposed methods are generaliza-
tions of the method known from the robust stability theory of natural order sys-
tems. The considerations are illustrated by a numerical example.

1. WSTEP

W ostatnich latach teoria analizy i1 syntezy liniowych uktadéw utamkowego rz¢du (nazywa-
nych taz uktadami niecatkowitego rzg¢du) jest intensywnie rozwijana w literaturze §wiatowej,
patrz np. monografie [8 - 13] 1 cytowana tam literaturg.

Problem badania stabilno$ci oraz odpornej stabilno$ci liniowych uktadow utamkowych byt
rozpatrywany w wielu pracach, patrz np. prace [2 - 7] i cytowana tam literaturg.

W pracy [7] zostato pokazane, ze do badania odpornej stabilno$ci uktadow utamkowych rze-
du wspdimiernego, ktorych funkcja charakterystyczna zalezy liniowo od niepewnych parame-
trow mozna stosowac tzw. twierdzenie krawedziowe, znane z teorii odpornej stabilnosci
uktadow naturalnego rzedu. Twierdzenie krawedziowe sprowadza zadanie badania odpornej
stabilno$ci rodziny wielomianéw charakterystycznych do badania odpornej stabilno$ci skon-
czonej liczby wielomiandw krawedziowych (wypuktych liniowych kombinacji dwoch zna-
nych wielomianow). Liczba tych wielomianow szybko ro$nie wraz ze wzrostem liczby nie-
pewnych parametréw. Z tego powodu bezposrednie stosowanie twierdzenia krawedziowego
jest trudnym i ztozonym obliczeniowo problemem przy duzej liczbie niepewnych
parametrow.

Aby unikna¢ tej niedogodnosci, w przypadku wielomiandéw naturalnego stopnia stosuje si¢
metody funkcji testujacych [1]. Pozwalaja one na jednoczesne badanie odpornej stabilnosci
wszystkich wielomiandéw krawgdziowych.
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Celem niniejszej pracy jest podanie metod funkcji testujacych stuzacych do badania odporne;j
stabilno$ci uktadu dynamicznego, ktérego wielomian charakterystyczny stopnia utamkowego
wspotmiernego zalezy liniowo od niepewnych parametrow.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wezmy pod uwage liniowy dynamiczny uktad ciagly utamkowego rzedu wspodtmiernego,
ktorego wielomian charakterystyczny ma wspotczynniki liniowo zalezne od niepewnych pa-
rametréw, o postaci

wis.g) = Y a(@s®, qe0, (1)

i=0
gdzie ae(0,1], ¢ =[q1,q2,...,qm]T jest wektorem odchytek ¢, (k=12...,m) niepewnych

parametrow od ich warto$ci nominalnych, m jest liczba niepewnych parametrow, a;(q),

i=0,,...,n, saliniowymi ciaglymi funkcjami swoich argumentéw za$
Q = {q “qi € [bkack]s bk < Oa Ck 2 Oa k= 1,2,...,1’)’1} (2)

jest zbiorem wartosci odchytek niepewnych parametrow od ich warto$ci nominalnych.
Nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan bgdziemy przyjmowac, ze a,(q) >0, Vq € Q. Oznacza
to, ze w(s,q) jest wielomianem statego stopnia na.

Rodzing wielomianéw (1) mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci
W(S,q):Wo(S)+qlW1(S)+...+qum(S), qEQ: (3)

gdzie w;(s), i=0,1,...,n, sa to znane wielomiany, przy czym wy(s)= w(s,0) jest wielomia-
nem nominalnym.

Twierdzenie 1 ([7]). Utamkowy uktad dynamiczny, ktorego wielomian charakterystyczny ma
postac (1) jest odpornie stabilny wtedy i1 tylko wtedy, gdy wielomian (1) utamkowego stopnia
jest stabilny dla kazdego ¢ €0, tzn. jest spetniony warunek

w(s,q)#0 dla Res>0, VgqeQ. 4

Zbior (2) jest m-wymiarowym hiperprostopadio$cianem. Ma on K =2" wierzchotkdw
i L=m2"" krawedzi. Kazdemu wierzchotkowi q, (k=12...,m) zbioru Q odpowiada wie-
lomian wierzchotkowy p,(s) =w(s,q;). Kazdej krawedzi ¢q,, =(1-B)q, +Bq;, B<[0.1],
zbioru (2), taczacej wierzcholki ¢, 1 g, odpowiada wielomian krawgdziowy

Pric(5,B) = A=P)p.(s) +B py (5), P [0.1], )

gdzie p,(s)=w(s,q,) 1 p;(s)=w(s,q;) sato wielomiany wierzchotkowe.

W pracy [7] pokazano, ze do badania odpornej stabilnosci rodziny wielomiandéw (1) (lub
rownowaznie rodziny wielomianéw (3)) mozna stosowac twierdzenie krawegdziowe, znane
z teorii odpornej stabilnosci rodzin wielomiandw naturalnego stopnia.
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Twierdzenie 2 (twierdzenie krawgdziowe) [7]. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie

stabilny. Rodzina (1) wielomianéw utamkowych statego stopnia o wspdiczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametrow jest odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa od-
pornie stabilne wszystkie jej wielomiany krawedziowe (5), odpowiadajace poszczegdlnym
krawedziom zbioru @, tzn. dla kazdego wielomianu krawedziowego (5) jest spetniony
warunek:

P4 (s,B) %0 dla Res>0, VB e[0,1]. (6)

Do badania odpornej stabilno$ci wielomianu krawgdziowego (5) mozemy wykorzysta¢ poniz-
szy lemat.

Lemat 1 [7]. Niech wielomian wierzchotkowy p,(s) begdzie stabilny. Wielomian krawg-
dziowy (5) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji

lgrk(‘]a))=pk(]60)/pr(]60)') (,OEQZ[O, OO)’ (7)

nie przecina niedodatniej pétosi rzeczywistej (—oo, 0].
Do badania stabilno$ci znanego wielomianu (np. wy(s) lub p,(s)) mozemy stosowa¢ kom-
puterowa metod¢ podana w pracach [3, 5, 7].

Twierdzenie krawedziowe 5 sprowadza zadanie badania odpornej stabilnosci rodziny wielo-
miandw (1) do badania odpornej stabilnos$ci skonczonej liczby wielomianow krawedziowych,

ktorych jest L = m2™ !, Liczba tych wielomianow szybko ro$nie wraz ze wzrostem liczby
niepewnych parametrow. Jezeli np. m =4, to wtedy L=4- 23 =32. Jezeli natomiast m =5,
to L=5-2=80.Z tego powodu bezposrednie stosowanie twierdzenia krawegdziowego przy
m >4 jest trudnym i ztozonym obliczeniowo problemem.

Aby unikna¢ tej niedogodnosci, w przypadku wielomianéw naturalnego stopnia
o wspoélczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow stosuje si¢ metody funkc;ji
testujacych [1]. Pozwalaja one na jednoczesne badanie odpornej stabilnos$ci wszystkich wie-
lomianéw krawedziowych.

Celem niniejszej pracy jest podanie metod funkcji testujacych stuzacych do badania odpornej
stabilno$ci uktadu utamkowego rz¢du wspdtmiernego o wielomianie charakterystycznym (1).

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Obszarem stabilnosci ciagltych uktadow utamkowego rzedu (podobnie jak rzedu naturalnego)
jest otwarta lewa potplaszczyzna, ktérej brzeg ma opis parametryczny s = jo, © € (—o0, o).
Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan mozemy przyja¢ o € Q =[0, ).

Dla kazdego ustalonego ® € Q zbiorem warto$ci rodziny wielomianow (1) jest wypukly wie-
lobok na ptaszczyznie zmiennej zespolonej

w(jo,Q) = convip, (jo),..., px (j®)}, ®)

rozpiety na punktach p,(jo), k=12,.,K =2", bedacych dla ustalonego s= jo warto-

sciami wielomianow wierzchotkowych p; (s) = w(s,q; ).
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Uwzgledniajac rozwazania podane w monografii [1], podamy trzy metody funkcji testuja-
cych, ktére moga by¢ wykorzystane do badania odpornej stabilno$ci rodziny wielomianow
(1) utamkowego stopnia.

3.1. Metoda funkcji testujgcej d(w)

Niech R(w) bedzie dla kazdego ustalonego ® € Q2 najmniejszym prostokatem o bokach roéw-

nolegtych do osi ukladu wspoirzednych ptaszczyzny zmiennej zespolonej, w ktorym lezy
zbior wartosci (8).

Oznaczmy przez
U™ (0),V (@)); U (@),V (@); U (@), (0); U (o),/ (o) (€]

wspotrzedne wierzchotkéw prostokata R(w).

Z definicji prostokata R(w) oraz ze wzoru (8) wynika, ze

U (o)=min{Re p;(jw),i=12,...,K}, U+(03) =max{Rep;(jo),i=12,.,K}, (10)

V() =min{Im p;(jo),i =1,2,....K}, V' (w)=max{Imp,(jo),i=12,.,K}. (11)

Twierdzenie 3. Niech wielomian nominalny wy(s) bgdzie stabilny. Rodzina wielomianow

(1) statego stopnia utamkowego o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-
metréw jest odpornie stabilna, jezeli

d(®m)>0,VoeQ, (12)
gdzie funkcjg testujaca d(w) wyznacza si¢ ze wzoru
d(®) =max{U (®), ~U" (@), V" (o), - V" (0)}. (13)

Dowdd. Jezeli warunek (12) jest spetniony, to dla kazdego € Q prostokat R(w) nie obej-

muje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Poniewaz zbidr wartosci (8) zawsze lezy
wewnatrz tego prostokata, powyzsze zachodzi tez dla tego zbioru wartosci. Jezeli zatem za-
chodzi (12) 1 wielomian nominalny wy(s) jest stabilny, to jest spetniony warunek wyklucze-

nia zera (np. [7]) 1 rodzina wielomianow (1) jest odpornie stabilna.
3.2. Metoda funkcji testujgcej 7'(o)

Rozpatrzmy unormowany (wzgledem wielomianu nominalnego) zbiér wartosci
w(jo,Q) = conv{p|(jo),..., px (j©)}, (14)
gdzie
o) =p,(jo)/w,(jo), k=12,.,K=2", (15)

a wy(s) jest stabilnym wielomianem nominalnym.
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Wprowadzmy funkcje testujaca B(w), ktoéra dla kazdego ustalonego e 2 oblicza si¢ ze
wzoru

B(o®) =min{Re p; (jo), k =1,2,....K}. (16)
Zauwazmy, 7€
B(®w) =min{Rew(jm,q): q € O}, (17)
gdzie zgodnie ze wzorem (3)
w(jo,q) =1+ W (jo) +...+ ¢, W, (jo), (18)
przy czym
W, () =w, (8)/wy(s), k=12,....m. (19)

Ze wzoru (18) wynika, ze unormowany zbior wartosci (14) zawsze zawiera w swoim wngtrzu
punkt (1,70), a wiec lezy on czg$ciowo lub calkowicie w otwartej prawej potptaszczyznie.

Jezeli dla kazdego o € Q) lezy on catkowicie w otwartej prawej potplaszczyznie, to jest spet-
niony warunek wykluczenia zera [7] 1 rodzina wielomianow (1) jest odpornie stabilna.

Lemat 2. Niech wielomian nominalny w(s) bedzie stabilny. Rodzina wielomianéw (1) sta-

fego stopnia ulamkowego o wspodiczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw
jest odpornie stabilna, jezeli jest spelniony warunek

B(®)>0,VoeQ, (20)

gdzie funkcja testujaca B(w) jest zdefiniowana wzorem (16) (lub (17)).
Zaloézmy, ze dla ustalonego ®e Q warto$¢ minimalna (17) zastata osiagnicta dla ¢ =4¢,
tj. B(w)=Rew(jw),q) i wprowadzmy oznaczenie

C(w) = Imw(jw),q). 21

Wprowadzmy zespolona funkcje testujaca
T'(w) = B(0)+ jC(w), (22)

gdzie B(w) i C(w) sa zdefiniowane wzorami 16 (lub (17)) i (21), odpowiednio (dla kazdego
ustalonego w e Q).

Wykres zespolonej funkcji testujacej 7(w) tworzy si¢ w ten sposob, ze (dla kazdego ustalo-
nego ) ze zbioru punktdw p;(jo), k =1,2,..,K =2, wybiera si¢ punkt o najmniejszej
czesci rzeczywistej. Wykres funkcji 7'(w) sklada si¢ wigc z fragmentow wykreséw funkcji
(15). Jest on kawatkami ciagly i gtadki. Moga w nim wystapi¢ przeskoki od wartosci p; (jo)
do wartosci p,(jo), k#r.

Funkcje testujaca 7'(®w) mozna wyznaczy¢ bezposrednio ze wzoru (16) lub (17). Mozna ja tez
wyznaczy¢ w ten sam sposob jak w przypadku rodziny wielomianéw naturalnego stopnia [1],
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tj. ze wzoru
T(o)=1+{(®)+ -+, (0), (23)
gdzie (dla £k =1,2,...,m)
t(0) =bwy (jo), jezeli Rew;(jm) =0, (24)
t(0) =W (o), jezeli Rew(jo)<O. (25)

Wyznaczanie funkcji testujacej 7'(w) na postawie powyzszych wzoré6w wymaga znajomosci
tylko (m+1) wielomiandw wy(s), k=0,1,...,m, wystgpujacych we wzorze (3). Znajomos¢
wielomianow wierzchotkowych p, (s), k =1,2,...,K, nie jest konieczna.

Uwzgledniajac lemat 2 i postepujac podobnie jak w przypadku rodziny wielomianéw natural-

nego stopnia o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow mozemy udo-
wodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. Niech wielomian nominalny w(s) bedzie stabilny.
1) Jezeli
B(w)=ReT(w)>0, Vo e, (26)

to rodzina wielomianéw (1) statego stopnia utamkowego o wspotczynnikach zaleznych li-
niowo od niepewnych parametrow jest odpornie stabilna.

2) Jezeli wykres funkcji 7'(w) ma ciagly kawatek, ktory przecina niedodatnia czg$¢ osi rze-
czywistej, to rodzina (1) nie jest odpornie stabilna.
Metoda funkcji testujacej 7'(w), podobnie jak i metoda funkcji testujacej d(w), bazuje na

warunku dostatecznym odpornej stabilnosci. Sa to metody bardzo proste w stosowaniu
(szczegblnie metoda funkcji testujacej 7(w)). Jezeli jednakze na podstawie tych metod nie

uzyskamy zadowalajacego wyniku, nalezy skorzysta¢ z metody bazujacej na warunku ko-
niecznym 1 wystarczajacym odpornej stabilno$ci. Taka metoda jest metoda funkcji testujace;j
F(w).

3.3. Metoda funkcji testujgcej F ()

Metoda funkcji testujacej F(w) shuzy do posredniego sprawdzenia, czy dla kazdego e Q
poczatek ptaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na zewnatrz wypukiego wieloboku (14).
Uogolniajac metode podana w pracy [1] otrzymamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Niech wielomian nominalny wy(s) bgdzie stabilny. Rodzina wielomiandéw

(1) stalego stopnia utamkowego o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-
metrow jest odpornie stabilna wtedy 1 tylko wtedy, gdy

F(0)>0,VoeQ, 27)

gdzie F(®) jest funkcja testujaca, ktora dla ustalonego m € Q oblicza si¢ ze wzoru

a1
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F(w) = n-max{|arg p,(jo) - arg p (jo) |}, (28)

przy czym p,(jo) jest zdefiniowane wzorem (15), maksimum liczy si¢ uwzgledniajac

wszystkie wielomiany krawedziowe (5), odpowiadajace poszczegdlnym krawedziom zbioru
0, za$§ argz €[—n,m) jest argumentem liczby zespolonej z.

4. PRZYKLAD

Stosujac metody funkcji testujacych nalezy zbadac¢ stabilno$¢ uktadu regulacji automatyczne;,
ktérego wielomian charakterystyczny ma postac [7]

w(s,q) =wy(s)+gwi(s) +gamy(s), qe€0, (29)
gdzie

wo(s) = 0.85%2 +3.7343s"1° +0.55%% +21.5 (30)

jest stabilnym wielomianem nominalnym za$

wi(s)=0.15*% +0.25, w,(s)=0.25"7+0.1, (31)

przy czym

0=1{q=1q1, 41" : ¢ €[-0.5,1], g, €[-0.4, 1]}. (32)

Zbior (32) jest prostokatem na ptaszczyznie (¢q;,q,) o wierzchotkach

B -0.5 B 1 B -05 B 1
ql__0.4:q2_ 1,‘13— 1 >q4__0.4' (33)

Krawedzie ¢, =(1-B)q, +Bq;, B€[0,1], zbioru (32) tworza pary wierzchotkéw
o indeksach (1,3), (3,2), (2,4) 1 (1,4).

Wielomiany wierzchotkowe odpowiadajace poszczegdlnym wierzchotkom (33) zbioru (32)
wyznacza si¢ ze Wzorow

Pi(s) =wy(s) = 0.5wi () = 0.4w,(s),  pa(s) = wp(s) + wi(s) + wyp (),

P3(8) = wy(s) = 05wy () + wy(s),  pal(s) = wy(s) + wi(s) — 04w, ().

Wielomianami krawgdziowymi sq wielomiany p,, (s,8) o postaci (5), przy czym
(r,k) = (1,3), (3,2), (24) i (1,4).

Wykres funkcji testujacej d(w), wyznaczony ze wzoréw (13), (10), (11) dla wartosci parame-
tru we[0,10] zmieniajacego si¢ z krokiem Aw@w=0.05 jest pokazany na rysunku 1.

Z rysunku 1 wynika, ze warunek (12) jest spetniony 1 rozpatrywany uktad jest odpornie sta-
bilny, zgodnie z twierdzeniem 3.
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Przebieg funkeji testujace] Diw)

20 40 G0 80 100 120 140 160 180 200
Rys. 1. Wykres funkcji testujacej d(w)
Na rysunku 2 jest pokazany wykres funkcji testujacej B(w). Zostal on wyznaczony ze wzoru

(16) przy o €[0,15] zmieniajacego si¢ z krokiem Aw =0.05. Poniewaz warunek (20) jest

spetniony, rozpatrywany uktad jest odpornie stabilny, zgodnie z lematem 2. Ze wzgledu na
spetlienie warunku (20) (i tez (26)) wyznaczanie funkcji testujacej 7'(®) nie jest konieczne.

Przehieg funkcji testujace] Biw)

091 L I R R
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Rys. 2. Wykres funkcji testujacej B(w)
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Wykres funkcji testujacej F(w), wyznaczony ze wzoru (28) dla wartosci parametru
w €0, 20] zmieniajacego si¢ z krokiem Aw = 0,05 jest pokazany na rysunku 3. Z tego ry-
sunku wynika, ze warunek (27) jest spetlniony i rozpatrywany uktad jest odpornie stabilny,
zgodnie z twierdzeniem 5.

Whykres funkcji testujace] Flw)

31

3.09

- | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Rys. 3. Wykres funkcji testujacej F'(m)

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem badania odpornej stabilnosci liniowego ciagltego uktadu utam-
kowego rzgdu wspdtmiernego, ktorego wielomian charakterystyczny (1) zalezy liniowo od
niepewnych parametrow.

Podano trzy metody funkcji testujacych, sluzace do badania odpornej stabilnosci. Sa to do-
godne do obliczen komputerowych metody czestotliwosciowe. Ich stosowanie moze znacznie
utatwi¢ badanie odpornej stabilnosci rozpatrywanej klasy uktadéw utamkowych przy duzej
liczbie niepewnych parametréw.

Proponowane metody badania odpornej stabilnosci sa uogélnieniem na klas¢ uktadow utam-
kowych rzedu wspoétmiernego metod podanych w monografii [1] w przypadku uktadow rzedu
naturalnego.

Praca naukowa finansowana ze $§rodkow Komitetu Badan Naukowych w latach 2007-2010
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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