
Pomiary Automatyka Robotyka  2/2010

396 automation 2010automation 2010

prof. dr hab. in . Miko aj Bus owicz 
Politechnika Bia ostocka 
Wydzia  Elektryczny 
 

KOMPUTEROWE METODY BADANIA STABILNO CI MODELI 
OGÓLNYCH LINIOWYCH UK ADÓW CI G O-DYSKRETNYCH  

Rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilno ci liniowych uk adów 
dynamicznych ci g o-dyskretnych. Podano proste komputerowe metody badania 
asymptotycznej stabilno ci dwóch modeli ogólnych takich uk adów. Rozwa ania 
zilustrowano przyk adami liczbowymi.  

COMPUTER METHODS FOR STABILITY ANALYSIS OF GENERAL 
MODELS OF LINEAR CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS 

The problem of asymptotic stability of linear dynamic continuous-discrete systems 
is considered. Simple computer methods for asymptotic stability analysis of two 
general models of such systems are given. The considerations are illustrated by 
numerical examples.  

1. WST P  
Uk adami ci g o-dyskretnymi (hybrydowymi) nazywamy takie uk ady dynamiczne, 
w których modelu matematycznym jedna cz  zmiennych stanu jest z czasem ci g ym za  
druga cz  jest z czasem dyskretnym, przy czym nie da si  rozdzieli  równa  dynamiki 
opisuj cych cz  ci g  oraz cz  dyskretn .  
Uk adami hybrydowymi nazywa si  te  takie uk ady, których dynamika jest opisywana za 
pomoc  sko czonego zbioru modeli ci g ych, odpowiadaj cych np. poszczególnym stanom 
pracy uk adu. W trakcie pracy uk adu nast puj  prze czenia pomi dzy modelami ci g ymi, 
przy czym prze czenia nast puj  w chwilach dyskretnych w sposób zale ny lub te  
niezale ny od aktualnego stanu procesu [4, 12]. 
Problemy modelowania oraz realizacji liniowych dodatnich uk adów ci g o-dyskretnych by y 
analizowane w pracach [6 – 11, 13].  
Problemowi badania stabilno ci oraz odpornej stabilno ci liniowych uk adów ci g o-
dyskretnych s  po wi cone prace [1, 2, 3, 14, 15, 16].  
W pracy [2] zosta y podane komputerowe metody badania asymptotycznej stabilno ci modelu 
Fornasiniego-Marchesiniego oraz modelu typu Roessera uk adów ci g o-dyskretnych. 
Wymagaj  one obliczania warto ci w asnych macierzy o zespolonych elementach (lub zer 
wielomianów o zespolonych wspó czynnikach) i z tego powodu nie s  dogodne 
w stosowaniu. 
W niniejszej pracy zostan  podane nowe komputerowe metody badania asymptotycznej 
stabilno ci dwóch modeli ogólnych liniowych uk adów ci g o-dyskretnych. Proponowane 
metody wymagaj  obliczania warto ci wielomianów charakterystycznych o zespolonych 
wspó czynnikach i dlatego s  proste w stosowaniu. Metody te mog  by  wykorzystane do 
badania asymptotycznej stabilno ci modelu Fornasiniego-Marchesiniego oraz modelu typu 
Roessera. 

W pracy b dziemy stosowa  nast puj ce oznaczenia: n m  - zbiór macierzy o wymiarach 
n m , przy czym ,1nn  Z -  zbiór liczb ca kowitych nieujemnych, [ , ].0  
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2. WPROWADZENIE I SFORMU OWANIE PROBLEMU  

We my pod uwag  model ogólny uk adu ci g o-dyskretnego [6, 7] 

 ),1,(),(),()1,(),(),()1,( 210210 ituBituBituBitxAitxAitxAitx  (1a) 

 ),,(),(),( itDuitCxity  ],,0[t  ,Zi  (1b) 

gdzie ,/),(),( titxitx  ,),( nitx  ,),( mitu  pity ),(  za  ,nn
kA  mn

kB  

( 2,1,0k ), ,npC .mpD  

Warunki brzegowe dla modelu (1) s  nast puj ce  
 ),()0,( txtx  ),()0,( txtx  ,t  (2a) 

 ),(),0( ixix   .Zi  (2b) 

Stosuj c do obu stron równa  (1) przekszta cenie Laplace'a ze wzgl du na zmienn  t oraz 
przekszta cenie Z ze wzgl du na zmienn  i, przy zerowych warunkach brzegowych (2) 
otrzymamy 

 ),,(),(),(),(),(),(),( 210210 zsUzBzsUsBzsUBzsXzAzssXAzsXAzsszX  (3a) 

 ),(),(),( zsDUzsCXzsY  (3b) 

oraz  

 Y s z C szI A sA zA B sB zB U s z DU s zn( , ) [ ] [ ] ( , ) ( , ).0 1 2
1

0 1 2  (4) 

Ze wzoru (4) wynika, e macierz charakterystyczna modelu ogólnego (1) wyra a si  wzorem 
 H s z szI A sA zAn( , ) 0 1 2  (5) 

za  funkcja charakterystyczna tego modelu 
 ]det[),(det),( 210 zAsAAszIzsHzsw n  (6) 

jest wielomianem dwóch zmiennych niezale nych s i z. Mo na j  napisa  w ogólnej postaci  

 w s z a s zkj
k j

j

n

k

n
( , ) ,

00
 ann 1.  (7) 

Nowy model 2D (hybrydowy) uk adu ci g o-dyskretnego, zaproponowany w pracy [8], ma 
posta  (dla ,t  Zi ) 

 ),,(),(),(),( 12121111 ituBitxAitxAitx  (8a) 

 ),,(),(),()1,( 22221212 ituBitxAitxAitx  (8b) 

 ),,(),(),(),( 2211 itDuitxCitxCity  (8c) 

gdzie ,/),(),( titxitx  ,),( 1
1

nitx  ,),( 2
2

nitx  ,),( mitu  pity ),(  za  sta e 
macierze ,11A  ,12A  ,21A  ,22A  ,1B  ,2B  ,1C  2C  i D maj  odpowiednie wymiary. 

Warunki brzegowe dla równa  (8a) i (8b) maj  posta  
 ),(),0( 11 ixix  Zi  oraz ),()0,( 22 txtx  .t  (9) 
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Model (8) mo na napisa  w postaci  
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Macierz charakterystyczn  H s z( , )  modelu ogólnego (8) wyra a si  wzorem 

 H s z
sI A A

A zI A
n

n
( , ) ,1

2

11 12

21 22
 (11) 

za  funkcja charakterystyczna tego modelu ma ogóln  posta   

 w s z H s z a s zkj
k j

j

n

k

n
( , ) det ( , ) ,

00

21
 an n1 2

1.  (12) 

Funkcj  charakterystyczn  (12) mo na obliczy  korzystaj c z jednego z poni szych wzorów, 
wynikaj cych z dwóch metod obliczania wyznacznika macierzy blokowej [5],  
 },))((adj)det()det{(),( 1211211122 112 AAsIAAsIAzIzsw nnn  (13a) 

 }.))((adj)det()det{(),( 2122122211 221 AAzIAAzIAsIzsw nnn  (13b) 

Definicje stabilno ci rozpatrywanych modeli uk adów ci g o-dyskretnych mo na 
sformu owa  w sposób podany poni ej. 
Definicja 1. Model ogólny (1) uk adu ci g o-dyskretnego b dziemy nazywa  asymptotycznie 
stabilnym, je eli przy 0),( itu  oraz ograniczonych warunkach brzegowych (2) zachodzi 
zale no  ,0||),(||lim , itxti  przy czym ||),(|| itx  oznacza norm  wektora ).,( itx   

Definicja 2. Model ogólny (8) uk adu ci g o-dyskretnego b dziemy nazywa  asymptotycznie 
stabilnym, je eli przy 0),( itu  oraz ograniczonych warunkach brzegowych (9) zachodz  
zale no ci 0||),(||lim 1, itxti  i .0||),(||lim 2, itxti  

Uwzgl dniaj c rozwa ania podane w pracy [2] mo emy sformu owa  poni sze twierdzenie. 
Twierdzenie 1. Model ogólny (1) (lub (8)) uk adu ci g o-dyskretnego jest asymptotycznie 
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny (6) (lub wielomian 
charakterystyczny (13)) spe nia warunek  
 ,0),( zsw  ,0Re s  .1|| z  (14) 

Wielomian w s z( , )  dwóch zmiennych niezale nych spe niaj cy warunek (14) b dziemy 
nazywa  wielomianem asymptotycznie stabilnym (w sensie Hurwitza-Schura). 
Bezpo rednie sprawdzenie warunku (14) nie jest mo liwe, poniewa  nie ma metod 
wyznaczania zer wielomianów wielu zmiennych. Warunek ten mo na sprawdzi  po rednio 
z wykorzystaniem m. in. oblicze  komputerowych. 
Metody sprawdzania spe nienia warunku (14) dla modeli Fornasiniego-Marchesiniego oraz 
Roessera uk adów ci g o-dyskretnych zosta y podane w pracy [2]. Wymagaj  one obliczania 
zer wielomianów o zespolonych wspó czynnikach (lub warto ci w asnych odpowiednich 
macierzy o zespolonych elementach) i z tego powodu s  trudne w stosowaniu. 
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Celem pracy jest podanie nowych komputerowych metod badania asymptotycznej stabilno ci 
modeli ogólnych (1) oraz (8) uk adów ci g o-dyskretnych. Metody te wymagaj  obliczania 
tylko warto ci odpowiednich funkcji i z tego powodu s  proste w stosowaniu. 
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU  
Twierdzenie 2 [2]. Uk ad ci g o-dyskretny o wielomianie charakterystycznym ),( zsw  jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 
 ,0))exp(,( jsw  ,0Re s  ],2,0[  (15) 

czyli dla ka dego ustalonego ]2,0[  wielomian zespolony ))exp(,( jsw  ma tylko zera o 
ujemnych cz ciach rzeczywistych.  
Sprawdzenie warunku (15) dla modeli (1) i (8) mo na przeprowadzi  stosuj c obliczeniowe 
algorytmy podane w pracy [2]. Wymagaj  one obliczania zer wielomianów o zespolonych 
wspó czynnikach (lub warto ci w asnych macierzy o zespolonych elementach). Z tego 
powodu stosowanie tych algorytmów mo e by  utrudnione w przypadku z ego 
uwarunkowania numerycznego macierzy oraz wysokiego rz du analizowanych modeli. Aby 
unikn  wy ej wymienionej niedogodno ci, do badania stabilno ci modeli ogólnych uk adów 
ci g o-dyskretnych zastosujemy metody cz stotliwo ciowe, wymagaj ce obliczania warto ci 
wielomianów o zespolonych wspó czynnikach. 
Dla )exp( jz  macierz charakterystyczn  (5) modelu (1) napiszemy w postaci  
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n  jest nieosobliwa dla ka dego ].2,0[  Wtedy  
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i ze wzoru (6) dla z jexp( ) mamy  
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j eSsIAeIesw  (17) 

gdzie  
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Z powy szego wynika, e w przypadku modelu (1) zerami wielomianu ),( jesw  s  warto ci 
w asne macierzy (18). S  one miejscami zerowymi wielomianu charakterystycznego  

 )).(det(),(~
11

j
n

j eSsIesw  (19) 

Oznacza to, je eli A In1 , to przy badaniu stabilno ci modelu ogólnego (1) mo emy 
rozpatrywa  wielomian (19) zamiast wielomianu (17).  
S uszne jest wi c poni sze twierdzenie. 
Twierdzenie 3. Model ogólny (1) przy A In1  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla ka dego ustalonego ]2,0[  wielomian zespolony (19) ma tylko zera 
o ujemnych cz ciach rzeczywistych, czyli  
 ,0))exp(,(~

1 jsw  ,0Re s  ].2,0[  (20) 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2010

400 automation 2010automation 2010

Rozpatrzymy teraz model ogólny (8). 
Podstawiaj c )exp( jz  do wzoru (11) otrzymamy 

 .))exp(,(
2221

1211

2

1

AeIA
AAsI

jsH j
n

n  (21) 

Je eli ,
222 nIA  to macierz 222

AeI j
n  jest nieosobliwa dla ka dego ].2,0[  W takim 

przypadku [2] 

 )),(det()det(),(det),( 222 12
j

n
j

n
jj eSsIAeIesHesw  (22) 

gdzie 

 .)()( 21
1

2212112 2
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n
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Zatem w przypadku modelu ogólnego (8) zerami wielomianu ))exp(,( jsw  s  warto ci 
w asne macierzy (23). S  one miejscami zerowymi wielomianu charakterystycznego  

 )).(det(),(~
22

j
n

j eSsIesw  (24) 

Z powy szego wynika, e je eli ,
222 nIA  to przy badaniu stabilno ci modelu ogólnego (8) 

mo emy rozpatrywa  wielomian (24) zamiast wielomianu (22). 
Udowodnili my wi c poni sze twierdzenie. 
Twierdzenie 4. Model ogólny (8) przy 

222 nIA  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla ka dego ustalonego ]2,0[  wielomian zespolony (24) ma tylko zera 
o ujemnych cz ciach rzeczywistych, czyli  
 ,0))exp(,(~

2 jsw  ,0Re s  ].2,0[  (25) 

Podamy teraz komputerowe metody sprawdzania warunków (20) i (25). 
Warunek (20) dla 0  przyjmuje posta   
 ~ ( , ) ,w s1 1 0  Re .s 0  (26) 

Warunek (26) jest spe niony wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera wielomianu  

 ),det()1,(~
11 SsIsw n  S I A A An1 1

1
0 2( ) ( ),  (27) 

maj  ujemne cz ci rzeczywiste (wielomian (27) jest stabilny w sensie Hurwitza). 
Do sprawdzenia warunku (26) mo emy stosowa  np. kryterium stabilno ci Hurwitza lub 
kryterium Michaj owa. 
Je eli zachodzi (26), to warunek (20) jest spe niony wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian 
zespolony (19) nie ma zer na osi urojonej dla ka dego ].2,0[  Wynika to z ci g ej 
zale no ci zer wielomianu (19) od parametru .  
Z powy szych rozwa a  wynika zatem, e model ogólny (1) przy A In1  jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (26) i jest spe niony warunek  
 0))exp(,(~ jjw  dla  i ],2,0[  (28) 

tj. wielomian zespolony ))exp(,(~
1 jsw  dla ka dego ustalonego ]2,0[  nie ma zer na osi 

urojonej. 
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Je eli jest spe niony warunek (26), to zgodnie z zasad  argumentu, wykres funkcji )1,(~
1 jw  

przy  zmieniaj cym si  od 0 do niesko czono ci (hodograf Michaj owa), nie trafiaj c 
w pocz tek p aszczyzny zmiennej zespolonej, okr a go n/2 razy w kierunku matematycznie 
dodatnim, gdzie n jest stopniem wielomianu ).1,(~

1 sw  

Na bazie powy szych warunków mo emy sformu owa  nast puj ce twierdzenie.  
Twierdzenie 5. Je eli wielomian (27) jest stabilny w sensie Hurwitza, to model ogólny (1) 
przy A In1  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka dego ustalonego 

0  wykres funkcji  

 ,
)1,(~

))exp(,(~
))exp(,(

1

1
1 jw

jjwjj  ],2,0[  (29) 

nie obejmuje pocz tku p aszczyzny zmiennej zespolonej ani te  nie przechodzi przez niego, 
przy czym ))exp(,(~

1 jjw  oraz )1,(~
1 jw  maj  postaci (19) i (27), odpowiednio, dla .js  

Dowód. Dla ka dego ustalonego  wykres funkcji ))exp(,(~
1 jjw  sporz dzony 

w funkcji parametru ),,0[  obejmuje tyle samo razy pocz tek p aszczyzny zmiennej 
zespolonej co wykres funkcji )1,(~

1 jw  wtedy i tylko wtedy, gdy  

 .0))exp(,(arg 1
),0[

jj  (30) 

Je eli zatem wielomian )1,(~
1 sw  jest stabilny w sensie Hurwitza, to (30) jest warunkiem 

koniecznym i wystarczaj cym stabilno ci w sensie Hurwitza wielomianu zespolonego (19) 
dla ka dego .  Dowód wynika zatem z twierdzenia 3.  
Zauwa my, e dla ka dego ustalonego ),0[  wykresem funkcji (29) jest krzywa 
zamkni ta. Rozpoczyna si  ona przy 0  i ko czy si  przy 2  w punkcie .1)1,(1 j  

Z twierdzenia 5 wynika nast puj ca metoda post powania przy badaniu asymptotycznej 
stabilno ci modelu ogólnego (1) przy .1 nIA  

Metoda post powania 1.  
Krok 1. Badamy stabilno  w sensie Hurwitza wielomianu (27) (macierzy )1S . Je eli jest on 
stabilny, przechodzimy do kroku 2. W przeciwnym przypadku model ogólny (1) nie jest 
asymptotycznie stabilny. 
Krok 2. Przyjmujemy odpowiednio du y przedzia  ],0[ kon  warto ci parametru .  Dla 
ka dego ustalonego ,  wyznaczonego z odpowiednio ma ym krokiem ,  sporz dzamy 
wykres funkcji (29). Dokonujemy w tym celu dyskretyzacji przedzia u ]2,0[  
z odpowiednio ma ym krokiem  i dla ka dego ustalonego  obliczamy warto  
funkcji (29). Warto  kon  nale y przyj  odpowiedni  du , tak  aby na podstawie 
wyznaczonych wykresów stwierdzi  spe nienie (lub niespe nienie) warunku (30) dla 
wszystkich 0.  
Krok 3. Je eli na podstawie sporz dzonych wykresów stwierdzimy spe nienie (niespe nienie) 
warunku (30), to model ogólny (1) jest asymptotycznie stabilny (niestabilny).  
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Przejdziemy teraz do rozwi zania problemu badania asymptotycznej stabilno ci modelu 
ogólnego (8). Post puj c podobnie w przypadku modelu ogólnego (1) otrzymamy poni sze 
twierdzenie. 

Twierdzenie 6. Je eli wielomian  

 ),det()1,(~
22 SsIsw n  ,)( 21

1
2212112 2 AAIAAS n  (31) 

jest stabilny w sensie Hurwitza, to model ogólny (8) przy 
222 nIA  jest asymptotycznie 

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka dego ustalonego 0  wykres funkcji  

 ,
)1,(~

))exp(,(~
))exp(,(

2

2
2 jw

jjwjj  ],2,0[  (32) 

nie obejmuje pocz tku p aszczyzny zmiennej zespolonej ani te  nie przechodzi przez niego, 
przy czym ))exp(,(~

2 jjw  oraz )1,(~
2 jw  maj  postaci (24) i (31), odpowiednio, dla .js  

Do sprawdzenia warunku twierdzenia 6, który mo na napisa  w postaci  
 ,0))exp(,(arg 2

),0[
jj  (33) 

mo emy wykorzysta  Metod  post powania 1 uwzgl dniaj c poni sz  uwag . 
Uwaga 1. Stosuj c Metod  post powania 1 do badania stabilno ci modelu ogólnego (8) 
nale y przyj  wielomian (31) zamiast wielomianu (27), warunek (33) zamiast (30) oraz 
funkcj  (32) zamiast funkcji (29). 
Podobnie jak w przypadku modelu ogólnego (1), dla ka dego ustalonego ),0[  wykresem 
funkcji (32) jest krzywa zamkni ta. Rozpoczyna si  ona przy 0  i ko czy si  przy 2  
w punkcie .1)1,(2 j  

4. PRZYK ADY 
Przyk ad 1. Nale y zbada  asymptotyczn  stabilno  modelu ogólnego (1) uk adu ci g o-
dyskretnego o macierzach  

 ,
102

24.00
213

0A  ,
22.00
21.00
015

1A  .
120
3.000

142

2A  (34) 

Do badania stabilno ci zastosujemy twierdzenie 5 i Metod  post powania 1. 

Krok 1. Obliczaj c macierz )()( 20
1

11 AAAIS n  i jej wielomian charakterystyczny 
otrzymamy  

 .4667.135667.1442.2)det()1,(~ 23
11 sssSsIsw n  (35) 

atwo sprawdzi  stosuj c np. kryterium Hurwitza, e wielomian (35) jest stabilny. 
Krok 2. Wykresy funkcji (29) s  pokazane na rysunku 1. Zosta y one sporz dzone dla 
warto ci parametru ]10,0[],0[ kon  zmieniaj cego z krokiem .1.0  Dla ka dego 
ustalonego  przyjmowano dyskretyzacj  przedzia u ]2,0[  z krokiem .05.0  
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Krok 3. Z rysunku 1 wynika, e warunek (30) jest spe niony dla ka dego ustalonego 
].2,0[  Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 5, e rozpatrywany model ogólny (1) 

o macierzach (34) jest asymptotycznie stabilny. 
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Rys 1. Wykresy funkcji (29) 
 

Przyk ad 2. Nale y zbada  asymptotyczn  stabilno  modelu ogólnego (8) uk adu ci g o-
dyskretnego o macierzach 

 A11
0 1

01 1.
,  A12

15 1
1 0
.

,  A21
0 3 01
2 1
. .

,  A22
05 0
5 2 4
.

.
.  (36) 

Do badania stabilno ci zastosujemy twierdzenie 6 oraz Metod  post powania 1 i uwag  1. 

Krok 1. Obliczaj c macierz 21
1

2212112 )( 2 AAIAAS n  i jej wielomian 
charakterystyczny otrzymamy  

 .1414.38714.3)det()1,(~ 2
22 2 ssSsIsw n  (37) 

Wszystkie wspó czynniki wielomianu (37) drugiego stopnia s  dodatnie, co oznacza, zgodnie 
z twierdzeniem Hurwitza, e wielomian (37) jest stabilny. 
Krok 2. Wykresy funkcji (32) s  pokazane na rysunku 2. Zosta y one sporz dzone dla 
warto ci parametru ]10,0[],0[ kon  zmieniaj cego z krokiem .5.0  Dla ka dego 
ustalonego  przyjmowano dyskretyzacj  przedzia u ]2,0[  z krokiem .01.0  

Krok 3. Z rysunku 2 wynika, e warunek (33) jest spe niony dla ka dego ustalonego 
].2,0[  Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 6, e rozpatrywany model ogólny (8) 

o macierzach (34) jest asymptotycznie stabilny. 
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Rys 2. Wykresy funkcji (32) 

 

4. UWAGI KO COWE 
W pracy rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilno ci liniowych uk adów 
hybrydowych ci g o-dyskretnych. Podano komputerowe metody badania asymptotycznej 
stabilno ci (w sensie Hurwitza-Schura) dwóch modeli ogólnych uk adów ci g o-dyskretnych.  
W szczególno ci pokazano, e:  

model ogólny (1) przy A In1  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy gdy dla 
ka dego ustalonego 0  wykres funkcji (29) nie obejmuje pocz tku p aszczyzny 
zmiennej zespolonej ani te  nie przechodzi przez niego (twierdzenie 5), 
model ogólny (8) przy A In22 2  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla ka dego ustalonego 0  wykres funkcji (32) nie obejmuje pocz tku p aszczyzny 
zmiennej zespolonej ani te  nie przechodzi przez niego (twierdzenie 6). 

Proponowane metody mog  by  wykorzystane do badania asymptotycznej stabilno ci innych 
modeli uk adów ci g o-dyskretnych, takich jak model Fornasiniego-Marchesiniego oraz 
model typu Roessera [6, 7]. 
 

Praca naukowa finansowana ze rodków Komitetu Bada  Naukowych w latach 2007-2010 
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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