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KOMPUTEROWE METODY BADANIA STABILNOSCI MODELI
OGOLNYCH LINIOWYCH UKLADOW CIAGLO-DYSKRETNYCH

Rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilnosci liniowych uktadow
dynamicznych ciqglo-dyskretnych. Podano proste komputerowe metody badania
asymptotycznej stabilnosci dwoch modeli ogolnych takich uktadow. Rozwazania
zilustrowano przyktadami liczbowymi.

COMPUTER METHODS FOR STABILITY ANALYSIS OF GENERAL
MODELS OF LINEAR CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS

The problem of asymptotic stability of linear dynamic continuous-discrete systems
is considered. Simple computer methods for asymptotic stability analysis of two
general models of such systems are given. The considerations are illustrated by
numerical examples.

1. WSTEP

Uktadami ciagto-dyskretnymi (hybrydowymi) nazywamy takie uklady dynamiczne,
w ktorych modelu matematycznym jedna czg$¢ zmiennych stanu jest z czasem ciaglym za$
druga cze$¢ jest z czasem dyskretnym, przy czym nie da si¢ rozdzieli¢ rownan dynamiki
opisujacych czg$¢ ciagla oraz czes$¢ dyskretna.

Uktadami hybrydowymi nazywa si¢ tez takie uktady, ktorych dynamika jest opisywana za
pomoca skonczonego zbioru modeli ciaglych, odpowiadajacych np. poszczegdlnym stanom
pracy uktadu. W trakcie pracy uktadu nastepuja przetaczenia pomigdzy modelami ciaglymi,
przy czym przelaczenia nastepuja w chwilach dyskretnych w sposéb zalezny lub tez
niezalezny od aktualnego stanu procesu [4, 12].

Problemy modelowania oraz realizacji liniowych dodatnich uktadéw ciaglo-dyskretnych byty
analizowane w pracach [6 — 11, 13].

Problemowi badania stabilno$ci oraz odpornej stabilnosci liniowych uktadéw ciaglo-
dyskretnych sa poswigcone prace [1, 2, 3, 14, 15, 16].

W pracy [2] zostaty podane komputerowe metody badania asymptotycznej stabilno$ci modelu
Fornasiniego-Marchesiniego oraz modelu typu Roessera ukladow ciagto-dyskretnych.
Wymagaja one obliczania warto$ci wlasnych macierzy o zespolonych elementach (lub zer
wielomianow o zespolonych wspolczynnikach) i z tego powodu nie sa dogodne
W stosowaniu.

W niniejszej pracy zostang podane nowe komputerowe metody badania asymptotycznej
stabilnosci dwoch modeli ogolnych liniowych uktadéw ciaglo-dyskretnych. Proponowane
metody wymagaja obliczania warto$ci wielomiandw charakterystycznych o zespolonych
wspotczynnikach i1 dlatego sa proste w stosowaniu. Metody te moga by¢ wykorzystane do
badania asymptotycznej stabilno$ci modelu Fornasiniego-Marchesiniego oraz modelu typu
Roessera.

W pracy bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia: R"*™ - zbidr macierzy o wymiarach

nxm,przy czym R" =R, Z, - zbiér liczb calkowitych nieujemnych, R, =[0, o],
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2. WPROWADZENIE I SFORMULOWANIE PROBLEMU
WezZmy pod uwageg model ogdlny uktadu ciaglo-dyskretnego [6, 7]
x(t,i+1) = Ayx(t,i) + A4x(t,1) + Ayx(t,i +1) + Bou(t,i) + Byu(t,i) + Bou(t,i +1), (1a)
y(t,i) = Cx(t,i) + Du(t,i), teR, =[0,], ieZ,, (1b)
gdzie x(t,i) = ox(t,i)/0t, x(t,i)eR", u(t,i)eR", y(t,i)eR? za§ 4, e R"", B, e R""
(k=0,12), CeRP* DeRP",
Warunki brzegowe dla modelu (1) sa nastgpujace
x(2,0) = x(¢), x(¢,0)=x(¢), teR,, (2a)
x(0,i)=x(i), ieZ,. (2b)

Stosujac do obu stron réwnan (1) przeksztalcenie Laplace'a ze wzgledu na zmienna ¢ oraz
przeksztalcenie Z ze wzgledu na zmienng i, przy zerowych warunkach brzegowych (2)
otrzymamy

szX (8,z) = Ay X (8,2)+ AjsX (8,2) + zA, X (s,2) + BoU (s,2) + sBlU (s,z) + zB,U(s,z), (3a)
Y(s,2)=CX(s,2)+ DU(s,2) (3b)
oraz

Y(s,z) = C[szl,, — Ay — s4; — ZAZ]_l[BO +sB; +zB, |U(s,z) + DU(s,z2). (4)

Ze wzoru (4) wynika, ze macierz charakterystyczna modelu ogdlnego (1) wyraza si¢ wzorem

H(S,Z):SZ.[n _AO_SAI —ZA2 (5)
za$ funkcja charakterystyczna tego modelu
w(s,z) =det H(s,z) =det[szl, — Ay — s4; — 24, ] (6)
jest wielomianem dwoch zmiennych niezaleznych s 1 z. MozZna ja napisa¢ w og6lnej postaci
w(s,z)= Y X ays 2/, a,, =1 @)
k=0j=0

Nowy model 2D (hybrydowy) uktadu ciaglo-dyskretnego, zaproponowany w pracy [8], ma
postac (dla teR,, ieZ,)

jCl (t,l) = Al 1*1 (t,l) + Alzxz(t,i) + BIU(t,i), (83)
X2 (t,l + 1) = A21x1(t,i) + A22.X'2 (t,l) + Bzu(t,i), (8b)
V(i) = Cix1(t,0) + Cyx, (¢,0) + Du(t,i), (8¢)

gdzie x(t,i)=0x(t,i)/0t, x(t,i)eR™, x,(t,i)eR", u(t,i)eR", y(t,i)eR? za$ stale
macierze Ay, Ay, 4y, Ay, B, By, €, C, i D maja odpowiednie wymiary.

Warunki brzegowe dla réwnan (8a) 1 (8b) maja postac
x1(0,0) =x(i), i€ Z, oraz x,(t,0)=x,(t), t €R,. 9)
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Model (8) mozna napisa¢ w postaci

(1 A, A t,i B
xl(.l) _ A Al l‘) o B b, (10a)

NEi+D | |4y Ap || D] [ B

. X (tal) .
v =[G C) T+ Du(t,i), (10b)

X, (2,7)
Macierz charakterystyczna H(s,z) modelu ogélnego (8) wyraza si¢ wzorem
sl — 4y —Ap

H(s,z)=| : (11)

[ —dyy 2y, — Ay

za$ funkcja charakterystyczna tego modelu ma ogo6lna postac

nony P
w(s,z) =detH(s,z)= 3 ¥ ays z/, a
k=0=0

. (12)

}’llnz =

Funkcje charakterystyczna (12) mozna obliczy¢ korzystajac z jednego z ponizszych wzorow,
wynikajacych z dwoch metod obliczania wyznacznika macierzy blokowej [5],

w(s,z) =det{(zl,, — Ayy)det(sl, — A1) — Ay (adj(sl,, — A4 )) A}, (13a)
w(s,z) =det{(sl,, —dj;)det(zl,, — Ay)— Ap(adj(z,, — 4x)) 41} (13b)

Definicje stabilnosci rozpatrywanych modeli ukladéw ciaglo-dyskretnych mozna
sformutowac w sposob podany ponize;j.

Definicja 1. Model ogdlny (1) uktadu ciagto-dyskretnego bedziemy nazywaé asymptotycznie
stabilnym, jezeli przy u(tz,i)=0 oraz ograniczonych warunkach brzegowych (2) zachodzi
zalezno$¢ 1im; 1« || X(2,0) [|= 0, przy czym || x(¢,7) || oznacza normg wektora x(z,7).

Definicja 2. Model ogolny (8) uktadu ciaglo-dyskretnego bedziemy nazywac asymptotycznie
stabilnym, jezeli przy u(¢,i)=0 oraz ograniczonych warunkach brzegowych (9) zachodza

zaleznosci lim; ;oo || ¥1(2,2) [[= 0 1 lim; 100 [| %2 (2,2) [|= 0.
Uwzgledniajac rozwazania podane w pracy [2] mozemy sformutowac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Model ogdlny (1) (lub (8)) uktadu ciagto-dyskretnego jest asymptotycznie
stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny (6) (lub wielomian
charakterystyczny (13)) spetnia warunek

w(s,z)#0, Res >0, |z[>1. (14)

Wielomian w(s,z) dwoch zmiennych niezaleznych spelniajacy warunek (14) bedziemy
nazywa¢ wielomianem asymptotycznie stabilnym (w sensie Hurwitza-Schura).

Bezposrednie sprawdzenie warunku (14) nie jest mozliwe, poniewaz nie ma metod
wyznaczania zer wielomianéw wielu zmiennych. Warunek ten mozna sprawdzi¢ posrednio
z wykorzystaniem m. in. obliczen komputerowych.

Metody sprawdzania speinienia warunku (14) dla modeli Fornasiniego-Marchesiniego oraz
Roessera uktadow ciagto-dyskretnych zostaly podane w pracy [2]. Wymagaja one obliczania
zer wielomiandw o zespolonych wspdlczynnikach (lub wartosci wiasnych odpowiednich
macierzy o zespolonych elementach) i z tego powodu sa trudne w stosowaniu.
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Celem pracy jest podanie nowych komputerowych metod badania asymptotycznej stabilnosci
modeli ogdlnych (1) oraz (8) uktadow ciaglo-dyskretnych. Metody te wymagaja obliczania
tylko wartosci odpowiednich funkcji i z tego powodu sa proste w stosowaniu.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU
Twierdzenie 2 [2]. Uklad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym w(s,z) jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

w(s,exp(jm)) #0, Res>0, Vo e[O0, 2n], (15)
czyli dla kazdego ustalonego ® €[0, 2n] wielomian zespolony w(s,exp(j®)) ma tylko zera o
ujemnych czgsciach rzeczywistych.

Sprawdzenie warunku (15) dla modeli (1) i (8) mozna przeprowadzi¢ stosujac obliczeniowe
algorytmy podane w pracy [2]. Wymagaja one obliczania zer wielomianéw o zespolonych
wspotczynnikach (lub warto$ci wlasnych macierzy o zespolonych elementach). Z tego
powodu stosowanie tych algorytméw moze by¢ utrudnione w przypadku ztego
uwarunkowania numerycznego macierzy oraz wysokiego rzedu analizowanych modeli. Aby
unikna¢ wyzej wymienionej niedogodnosci, do badania stabilnosci modeli ogdlnych uktadow
ciaglo-dyskretnych zastosujemy metody czg¢stotliwosciowe, wymagajace obliczania wartosci
wielomianow o zespolonych wspotczynnikach.

Dla z = exp(jm) macierz charakterystyczna (5) modelu (1) napiszemy w postaci
H(s,e!®) = s(I,e’® — 4)) — 4y — A,e’®. (16)
Jezeli 4, #1,, to macierz [ nej ® — 4, jest niecosobliwa dla kazdego o €[0, 2n]. Wtedy
s(I,e”® = ) = dg = 4y’ =[1,€7® = A4][sL, — (1,e’® = 4) ' (Aye’® + 49)]
=[s1, — (e + Ag)(I,e” = 4) ' N[L,e" - 4]
1 ze wzoru (6) dla z = exp(j®) mamy
w(s,e’®) = det(1,e’® — 4,)det(sI, — S,(e’®)), (17)
gdzie
Si1(e7®) = (1,67 = 4) ™ (4 + dy)= (Ape’® + Ao )L, €’ — 4)7". (18)
Z powyzszego wynika, ze w przypadku modelu (1) zerami wielomianu w(s,e’®) sa wartosci
wlasne macierzy (18). Sa one miejscami zerowymi wielomianu charakterystycznego
W (s,e’®) = det(sI, — S;(e’®)). (19)

Oznacza to, jezeli A4, #1,, to przy badaniu stabilnos$ci modelu ogélnego (1) mozemy
rozpatrywaé¢ wielomian (19) zamiast wielomianu (17).
Stuszne jest wigc ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 3. Model ogolny (1) przy A4, # I, jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ustalonego ® €0, 2n] wielomian zespolony (19) ma tylko zera
o ujemnych czgsciach rzeczywistych, czyli

Wi (s,exp(jo)) #0, Res>0, Vo el[0, 2n]. (20)
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Rozpatrzymy teraz model ogolny (8).

Podstawiajac z = exp(jw) do wzoru (11) otrzymamy

sl, — A, -4

n
Jjo )
—Ay et — Ay

H(s,exp(jw)) = @2y

Jezeli Ay # 1, , to macierz I, e/ — A4,, jest nieosobliwa dla kazdego ® [0, 2n]. W takim
przypadku [2]
w(s,e’®) = det H(s,e’®) = det(I, ’® — dyy)det(sI, —S,(e’®)), (22)
gdzie
Sy(e/®) =4y, + Alz(]nzejco — Ap) ' 4y, (23)
Zatem w przypadku modelu ogoélnego (8) zerami wielomianu w(s,exp(jm)) sa wartosci
wlasne macierzy (23). Sa one miejscami zerowymi wielomianu charakterystycznego
Wy (s,e’®) = det(sl, — S, (e’®)). (24)
Z powyzszego wynika, ze jezeli 4, # 1, , to przy badaniu stabilnosci modelu ogélnego (8)
mozemy rozpatrywaé¢ wielomian (24) zamiast wielomianu (22).
Udowodnili$my wigc ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 4. Model ogolny (8) przy 4, #1,, jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ustalonego [0, 2n] wielomian zespolony (24) ma tylko zera
o ujemnych czgsciach rzeczywistych, czyli
Wy (s,exp(jw)) #0, Res >0, Vo e[0, 2n]. (25)
Podamy teraz komputerowe metody sprawdzania warunkow (20) 1 (25).
Warunek (20) dla @ =0 przyjmuje postac
wi(s,]) 0, Res>0. (26)
Warunek (26) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera wielomianu
() = det(sl, = S)), S = (L, = A) " (d + 4p), 27)
maja ujemne czesci rzeczywiste (wielomian (27) jest stabilny w sensie Hurwitza).

Do sprawdzenia warunku (26) mozemy stosowaé np. kryterium stabilnosci Hurwitza lub

kryterium Michajlowa.

Jezeli zachodzi (26), to warunek (20) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian

zespolony (19) nie ma zer na osi urojonej dla kazdego [0, 2n]. Wynika to z ciaglej

zalezno$ci zer wielomianu (19) od parametru .

Z powyzszych rozwazan wynika zatem, ze model ogélny (1) przy A4, #1, jest

asymptotycznie stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi (26) i jest spelniony warunek
w(jt,exp(jo)) #0 dla VT eR i Vo €[0, 2n], (28)

tj. wielomian zespolony w(s,exp(jm)) dla kazdego ustalonego ® €[0, 2n] nie ma zer na osi
urojone;.
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Jezeli jest spetniony warunek (26), to zgodnie z zasada argumentu, wykres funkcji w;(jt, 1)

przy t zmieniajacym si¢ od 0 do nieskonczonosci (hodograf Michajtowa), nie trafiajac
w poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej, okraza go n/2 razy w kierunku matematycznie
dodatnim, gdzie n jest stopniem wielomianu wj (s, 1).

Na bazie powyzszych warunkow mozemy sformutowac nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli wielomian (27) jest stabilny w sensie Hurwitza, to model ogolny (1)
przy A, # I, jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalonego

T >0 wykres funkcji

b1 (. exp(jo)) = AUEEXRUO) ) oy 10, 2n, 29)
Wl (.]T’ 1)

nie obejmuje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego,
przy czym w;(jt,exp(jm)) oraz w;(jt,1) maja postaci (19) i (27), odpowiednio, dla s = jt.
Dowéd. Dla kazdego ustalonego weQ wykres funkcji w(jt,exp(jm)) sporzadzony
w funkcji parametru t€[0,00), obejmuje tyle samo razy poczatek plaszczyzny zmiennej
zespolonej co wykres funkcji wy(jt,1) wtedy i tylko wtedy, gdy

Aarg ¢;(jT,exp(jo)) = 0. (30)
1€[0,0)

Jezeli zatem wielomian w;(s,1) jest stabilny w sensie Hurwitza, to (30) jest warunkiem

koniecznym 1 wystarczajacym stabilnosci w sensie Hurwitza wielomianu zespolonego (19)
dla kazdego ® € Q. Dowod wynika zatem z twierdzenia 3. B

Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego te€[0,00) wykresem funkcji (29) jest krzywa
zamknigta. Rozpoczyna si¢ ona przy o =0 1 konczy si¢ przy  =2n w punkcie ¢;(jt,1)=1.

Z twierdzenia 5 wynika nastgpujaca metoda postgpowania przy badaniu asymptotycznej
stabilnosci modelu ogolnego (1) przy 4, #1,,.

Metoda postepowania 1.

Krok 1. Badamy stabilno$¢ w sensie Hurwitza wielomianu (27) (macierzy S;). Jezeli jest on
stabilny, przechodzimy do kroku 2. W przeciwnym przypadku model ogdlny (1) nie jest
asymptotycznie stabilny.

Krok 2. Przyjmujemy odpowiednio duzy przedzial T =[O0, t;,,] wartosci parametru t. Dla
kazdego ustalonego t €T, wyznaczonego z odpowiednio matym krokiem At, sporzadzamy
wykres funkcji (29). Dokonujemy w tym celu dyskretyzacji przedzialu Q=][0, 2x]
z odpowiednio matym krokiem Aw® 1 dla kazdego ustalonego e ) obliczamy warto$¢
funkcji (29). Warto$¢ 1, nalezy przyja¢ odpowiednia duza, taka aby na podstawie
wyznaczonych wykreséw stwierdzi¢ spelnienie (lub niespeinienie) warunku (30) dla
wszystkich t > 0.

Krok 3. Jezeli na podstawie sporzadzonych wykresow stwierdzimy spetnienie (niespetnienie)
warunku (30), to model ogolny (1) jest asymptotycznie stabilny (niestabilny).
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Przejdziemy teraz do rozwiazania problemu badania asymptotycznej stabilno$ci modelu
og6lnego (8). Postgpujac podobnie w przypadku modelu ogélnego (1) otrzymamy ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 6. Jezeli wiclomian
Wy(s,1) =det(sl, = S,), Sy =4+ 4,1, - Ay Ay, (31

jest stabilny w sensie Hurwitza, to model ogolny (8) przy 4,, #1, jest asymptotycznie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalonego t >0 wykres funkcji
bo(rexpljo)) = 2UEERUOD o, 0 10, on), (32)
Wy (.]T’ 1)

nie obejmuje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego,
przy czym w,(jt,exp(jm)) oraz w,(jt,1) maja postaci (24) i (31), odpowiednio, dla s = jt.

Do sprawdzenia warunku twierdzenia 6, ktéry mozna napisa¢ w postaci

Aarg ¢, (jt,exp(jo)) =0, (33)
1€[0,0)

mozemy wykorzysta¢ Metode postgpowania 1 uwzgledniajac ponizsza uwagg.

Uwaga 1. Stosujac Metode postepowania 1 do badania stabilnosci modelu ogdlnego (8)
nalezy przyja¢ wielomian (31) zamiast wielomianu (27), warunek (33) zamiast (30) oraz
funkcjg (32) zamiast funkcji (29).

Podobnie jak w przypadku modelu ogolnego (1), dla kazdego ustalonego t €[0,00) wykresem
funkcji (32) jest krzywa zamknigta. Rozpoczyna sig ona przy o =0 1 konczy si¢ przy o =2n
w punkcie ¢,(jt,1)=1.

4. PRZYKLADY

Przyklad 1. Nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ modelu ogoélnego (1) uktadu ciagto-
dyskretnego o macierzach

-3 -1 2 -5 1 0 2 -4 1
Ay=| 0 04 2| 4=|0 01 2| 4=[0 0 -03| (34)
2 0 -1 0 -02 2 0o 2 -1

Do badania stabilno$ci zastosujemy twierdzenie 5 i Metodg postgpowania 1.

Krok 1. Obliczajac macierz S, =(/, —Al)_l(AO-‘rAz) 1 jej wielomian charakterystyczny

otrzymamy
Wi(s,)) = det(sl, — S;) = 5° +2.425% +14.5667s +13.4667. (35)

Latwo sprawdzi¢ stosujac np. kryterium Hurwitza, ze wielomian (35) jest stabilny.

Krok 2. Wykresy funkcji (29) sa pokazane na rysunku 1. Zostaly one sporzadzone dla
wartosci parametru te T =[0, t;,,]=[0,10] zmieniajacego z krokiem At =0.1. Dla kazdego

ustalonego 1€ T przyjmowano dyskretyzacj¢ przedziatu Q =[0, 2nt] z krokiem Aw = 0.057.
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Krok 3. Z rysunku 1 wynika, ze warunek (30) jest spetniony dla kazdego ustalonego
Q=[0, 2n]. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 5, Ze rozpatrywany model ogoélny (1)

o macierzach (34) jest asymptotycznie stabilny.

3

Im

-0.5 ‘ :
) Re

Rys 1. Wykresy funkcji (29)

Przyklad 2. Nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ modelu ogolnego (8) uktadu ciagto-
dyskretnego o macierzach

A_01 A_1.51A_0.30.1A_0.50 G6)
=001 =1 2721 o "2 2 172 |5 24

Do badania stabilno$ci zastosujemy twierdzenie 6 oraz Metodg postgpowania 1 i uwagg 1.
Krok 1. Obliczajac macierz S, =4y + 4,7, - A22)_1A21 1 Jjej wielomian
charakterystyczny otrzymamy

Wy (s,1) = det(sl,,, —8,) = s*+3.8714s +3.1414, 37)
Wszystkie wspodiczynniki wielomianu (37) drugiego stopnia sa dodatnie, co oznacza, zgodnie
z twierdzeniem Hurwitza, ze wielomian (37) jest stabilny.

Krok 2. Wykresy funkcji (32) sa pokazane na rysunku 2. Zostaly one sporzadzone dla
wartosci parametru te T =[0, t;,,]=[0,10] zmieniajacego z krokiem At =0.5. Dla kazdego
ustalonego t €T przyjmowano dyskretyzacje przedziatu Q =[0, 2n] z krokiem Aw = 0.01m.
Krok 3. Z rysunku 2 wynika, ze warunek (33) jest spelniony dla kazdego ustalonego
Q=[0,2r]. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 6, ze rozpatrywany model ogolny (8)
o macierzach (34) jest asymptotycznie stabilny.
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Rys 2. Wykresy funkcji (32)

4. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilnos$ci liniowych uktadow
hybrydowych ciaglo-dyskretnych. Podano komputerowe metody badania asymptotycznej
stabilnos$ci (w sensie Hurwitza-Schura) dwdoch modeli ogolnych uktadow ciagto-dyskretnych.

W szczegblnosci pokazano, ze:

e model ogoélny (1) przy 4, # I, jest asymptotycznie stabilny wtedy 1 tylko wtedy gdy dla
kazdego ustalonego t>0 wykres funkcji (29) nie obejmuje poczatku ptaszczyzny
zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego (twierdzenie 5),

e model ogolny (8) przy 4,, #I,, jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

dla kazdego ustalonego >0 wykres funkcji (32) nie obejmuje poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego (twierdzenie 6).

Proponowane metody moga by¢ wykorzystane do badania asymptotycznej stabilno$ci innych
modeli uktadow ciagto-dyskretnych, takich jak model Fornasiniego-Marchesiniego oraz
model typu Roessera [6, 7].

Praca naukowa finansowana ze §rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2007-2010
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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