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UPROSZCZONY MODEL MATEMATYCZNY  
POJAZDU PODWODNEGO I JEGO SYSTEMU STEROWANIA 
Wykorzystanie metod neuroewolucyjnych do sterowania pojazdem podwodnym 
wi e si  z przeprowadzeniem wielu czasoch onnych oblicze . Do symulowania 
ruchu pojazdu podwodnego stosuje si  najcz ciej model nieliniowy. 
Wykorzystanie tego typu modelu zwi zane jest z skomplikowanymi obliczeniami, 
co w po czeniu z czasoch onnymi obliczeniami neuroewolucyjnymi mo e 
uniemo liwi  otrzymanie rozwi zania w rozs dnym czasie. Dlatego te  
w niniejszej pracy proponuje si  zastosowanie modelu uproszczonego 
automatycznie sterowanego pojazdu podwodnego.  

SIMPLIFIED MATHEMATICAL MODEL OF 
UNDERWATER VEHICLE AND ITS CONTROL SYSTEM  

Using neuro-evolutionary methods to control of an underwater vehicle is 
connected with time consuming calculations. Usually a nonlinear mathematical 
model is used to simulate movement of the underwater vehicle. Using the 
nonlinear model is connected with complicated calculations, which in connection 
with time consuming neuro-evolutionary calculations can make impossible 
receiving a solution in reasonable time. Therefore, using the simplified model of 
the automatically controlled underwater vehicle is proposed in the paper.  

1. WPROWADZENIE 
Zbudowanie wieloagentowego systemu podwodnej inspekcji wymaga zaprojektowania 
i dostrojenia systemu decyzyjnego oraz jego elementów wykonawczych, czyli bloków 
steruj cych ruchem poszczególnych pojazdów podwodnych [7]. Dostrojenie systemu 
decyzyjnego opartego na sztucznej sieci neuronowej wytwarzanej przy u yciu algorytmów 
ewolucyjnych zwi zane jest z przeprowadzeniem wielu czasoch onnych oblicze  
numerycznych, w czasie których b d  testowane ró ne sieci neuronowe [4]. Du a liczba 
oblicze  wynika z tego, i  wektory zadanych stanów poszczególnych pojazdów podwodnych, 
wypracowane przez system decyzyjny s  przetwarzane przez bloki steruj ce na wektory 
wymusze  ich systemów nap dowych, które z kolei poprzez generowane napory p dników 
wp ywaj  na trajektorie poruszania si  poszczególnych pojazdów. Dodatkowo nale y 
nadmieni , i  trajektoria ruchu jest ci le zwi zana z dynamik  danego typu pojazdu, 
reprezentowan  najcz ciej przez jego nieliniowy model matematyczny. 
Dlatego te  istotne jest znalezienie modelu matematycznego pojazdu podwodnego i jego 
systemu steruj cego, który b dzie: z jednej strony dla potrzeb minimalizacji oblicze  jak 
najbardziej uproszczony, natomiast z drugiej strony dla wiarygodno ci uzyskanych wyników 
b dzie poprawnie odwzorowywa  trajektorie poruszania si  sterowanego automatycznie 
pojazdu podwodnego. W artykule przedstawiona zostanie propozycja takiego modelu. 
Na pocz tku przedstawiony zostanie nieliniowy model matematyczny pojazdu podwodnego, 
na bazie którego zbudowano symulator umo liwiaj cy zaprojektowanie i dostrojenie bloku 
steruj cego pojazdem [7]. Nast pnie przedstawiony zostanie uproszczony model 
matematyczny sterowanego automatycznie pojazdu, który zostanie zweryfikowany na 
podstawie porównania jego dzia ania w postaci wygenerowanych trajektorii ruchu 
z wynikami uzyskanymi z nieliniowego modelu matematycznego. 
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2. NIELINIOWY MODEL MATEMATYCZNY 
W celu zasymulowania ruchu pojazdu podwodnego przyj to jego model matematyczny  
o 6 stopniach swobody w dwóch uk adach odniesienia: 
1) ruchomy uk ad wspó rz dnych xoyozo zwi zany z obiektem podwodnym 
2) nieruchomy uk ad wspó rz dnych xyz zwi zany z Ziemi  [2]. 
Pocz tek ruchomego uk adu wspó rz dnych O odpowiada zazwyczaj rodkowi ci ko ci 
pojazdu, natomiast jego osie zdefiniowane s  jako: 
 xo – o  wzd u na skierowana od rufy do dziobu 
 yo – o  poprzeczna skierowana na praw  burt  
 zo – o  prostopad a skierowana od góry do dna. 

Zmiany po o enia ruchomego uk adu wspó rz dnych xoyozo opisywane s  wzgl dem 
przyj tego uk adu wspó rz dnych xyz, zwi zanego z Ziemi . Ze wzgl du na to, e obiekt 
porusza si  ze stosunkowo niewielk  pr dko ci , st d te  pomija si  przyspieszenie punktów 
na powierzchni Ziemi i uk ad xyz rozwa a si  jako nieruchomy. Daje to mo liwo  opisu 
po o enia pojazdu podwodnego w przestrzeni wzgl dem nieruchomego uk adu xyz oraz opisu 
jego pr dko ci liniowych i k towych wzgl dem ruchomego uk adu wspó rz dnych xoyozo. 
Do opisu ruchu pojazdu podwodnego wykorzystano tzw. równania ruchu, które w postaci 
macierzowej przyjmuj  nast puj c  posta  [2]: 

M  + D( )   + g( ) =  (1)
gdzie: 

 – wektor pr dko ci liniowych i k towych w uk adzie ruchomym, czyli =[u, v, w, p, q, r] 
  wektor wspó rz dnych pozycji pojazdu podwodnego oraz k tów Eulera w uk adzie 

zwi zanym z Ziemi , czyli =[x, y, z, , , ] 
M – macierz inercji (równa sumie macierzy cia a sztywnego i mas towarzysz cych) 
D( )– macierz t umienia hydrodynamicznego 
g( )– macierz si  przywracaj cych (si y ci ko ci i si y wyporu) 
 – wektor si  i momentów oddzia ywuj cych na pojazd, czyli =[X, Y, Z, K, M, N]T.  

W niniejszej pracy przyj to warto ci elementów macierzy równania (1) dla pojazdu 
podwodnego typu Ukwia . Ze wzgl du na niewielkie znaczenie liczbowe pomini to 
w równaniach ruchu pojazdu podwodnego macierz si  od rodkowych i do rodkowych 
Coriolisa. Dodatkowo przyj to, e obiekt sterowania to pojazd autonomiczny, dlatego te  
pomini to macierz t umienia generowanego przez kablolin . Dla opisu wielko ci ruchu 
pojazdu podwodnego przyj to oznaczenia wielko ci liniowych i k towych zgodnie z notacj  
SNAME (ang. The Society of Naval Architects and Marine Engineers) [3].  
Szerzej problem nieliniowego modelu matematycznego pojazdu podwodnego rozpatrzony 
zosta  w [2] i [5], a sposób obliczania elementów macierzy z równania (1) wraz 
z zale no ciami matematycznymi w sprawozdaniu z pracy badawczej [6]. Natomiast struktura 
bloku steruj cego pojazdu podwodnego Ukwia  zosta a przedstawiona w [7]. Dla celów 
regulacji poszczególnych parametrów ruchu wykorzystano regulatory PD z rozmytym 
przetwarzaniem danych [1].  
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2. UPROSZCZONY MODEL MATEMATYCZNY 
Ewolucyjna metoda wytwarzania sztucznych sieci neuronowych, tworz cych system 
decyzyjny, wymaga wielokrotnego odwo ywania si  do modelu matematycznego pojazdu 
podwodnego. Wynika to z tego, e tworzone sieci neuronowe podlegaj  ocenie jako ciowej 
na podstawie ich dzia ania, czyli sterowania pojazdem lub pojazdami podwodnymi. Dla 
zwi kszenia szybko ci oblicze , ruch automatycznie sterowanego pojazdu podwodnego 
zosta  zapisany w postaci tabel, zawieraj cych zdyskretyzowane wektory stanu pojazdu 
w odpowiedzi na zadane wektory stanu. Dodatkowo wektory stanu zosta y zredukowane do 
parametrów niezb dnych dla systemu decyzyjnego. 

Sygna y wypracowywane przez system decyzyjny dla poszczególnych pojazdów maj  
nast puj c  posta : 
1) w ruchu na p aszczy nie poziomej xy: 
  zmie  kurs do warto ci kurs_zadany 
  zmie  pr dko  ruchu post powego do warto ci pr dko _zadana 
2) w ruchu na p aszczy nie pionowej xz: 
  zmie  g boko  zanurzenia do warto ci g boko _zadana. 
Ze wzgl du na przedstawione wy ej czynniki przyj to, e parametry ruchu pojazdu 
podwodnego nale y stabelaryzowa  w nast puj cej postaci: 
1) w ruchu na p aszczy nie poziomej xy (zmiany kursu  i wspó rz dnych x i y 

w odpowiedzi na zadan  warto  kursu set dla ró nych zadanych pr dko ci ruchu 
post powego Vset): 

set

symset

V
t,  (2)

set

symset

V
tx ,  (3)

set

symset

V
ty ,  (4)

gdzie: 
Vset –  zadana pr dko  ruchu post powego (dla pojazdu Ukwia  przyj to pr dko ci od 

0,25 m/s do 1,5 m/s co 0,25 m/s – razem otrzymuje si  po 18 tabel dla 3 parametrów 
ruchu) 

set –  zadany kurs (przyj to warto ci od 5  do 180  co 5  – razem otrzymuje si  36 wierszy) 
tsym –  krok symulacji (przyj to czas od 0 s do 30 s co 0,5 s – razem otrzymuje si  61 

kolumn) 
2) w ruchu na p aszczy nie pionowej xz (zmiana wspó rz dnej z, czyli g boko  zanurzenia 

w odpowiedzi na zadan  warto  g boko ci zanurzenia zset dla ró nych zadanych 
pr dko ci ruchu post powego Vset): 

set

symset

V
tzz ,  (5)

gdzie: 
zset – zadana g boko  zanurzenia pojazdu (przyj to warto ci od +4 m do -4 m co 0,25 m – 

razem otrzymuje si  33 wiersze), 
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Elementy tabel zdefiniowanych w (2)-(5) uzyskano w wyniku symulacji nieliniowego modelu 
matematycznego pojazdu podwodnego i jego bloku steruj cego. Stabelaryzowane warto ci 
parametrów ruchu w p aszczy nie poziomej zosta y zarejestrowane w stosunku do niezerowej 
warto ci pocz tkowej po o enia i kursu (x = 0, y = 0,  = 0). W przypadku niezerowych 
warto ci pocz tkowych po o enia i kursu nale y do danych z tabel doda  te warto ci 
pocz tkowe. Dodatkowo w przypadku, gdy kurs pocz tkowy jest ró ny od zera ( o  0), to 
nale y pami ta  o dokonaniu obrotu punktów o dany k t kursowy. W tym celu mo na 
wykorzysta  nast puj ce zale no ci na odwzorowanie geometryczne: 

oo yxx sincos'  (6)

oo yxy cossin'  (7)

gdzie: 
x, y  – wspó rz dne punktu, 
x’, y’  – wspó rz dne punktu po obrocie, 

o – k t obrotu, czyli pocz tkowa warto  kursu. 

Standardowo w modelowaniu ruchu pojazdu podwodnego stosuje si  krok symulacji rz du 
dziesi tek milisekund, np. w symulatorze pojazdu podwodnego typu Ukwia  zastosowano 
krok symulacji równy 1/18 s. W przypadku wieloagentowego systemu przyj to, e minimalny 
czas, po jakim system decyzyjny wypracowuje kolejn  decyzj  jest równy 10 s. Wynika to 
z dynamiki pojazdu oraz w a ciwo ci jego sterowania w ruchu po p aszczy nie poziomej xy, 
tzn. po ok. 10 s pojazd jest w stanie osi gn  zadan  warto  kursu. Dlatego te  przyj to krok 
symulacji równy 0,5 s (w ci gu 0,5 s pojazd podwodny Ukwia  jest w stanie przeby  drog  
0,5 m). 
W wyniku zastosowanych uproszcze  zamiast skomplikowanych i mudnych oblicze  
zwi zanych z nieliniowym modelem pojazdu i jego blokiem steruj cym otrzymano 24 tablice, 
sk adaj ce si  z kilkudziesi ciu elementów, które pozwalaj  okre li  zmiany w czasie 
podstawowych parametrów ruchu sterowanego automatycznie pojazdu podwodnego dla 
zadanych parametrów ruchu.  

3. PORÓWNANIE MODELU UPROSZCZONEGO I NIELINIOWEGO 
Prezentowane modele ruchu pojazdu podwodnego – nieliniowy i uproszczony – zosta y 
zaimplementowane w rodowisku Matlab/Simulink wydanie 14, w systemie operacyjnym 
Windows XP Professional SP3. Do symulacji wykorzystano platform  sprz tow : procesor 
Intel Core2 DUO, wersja L7100 o cz stotliwo ci pracy 1,2 GHz, wspó pracuj cy z pami ci  
RAM 1,96 GB.  
Uzyskano nast puj ce czasy wykonywania si  skryptów Matlaba dla symulacji ruchu pojazdu 
podwodnego po p aszczy nie poziomej xy w czasie 60 s: 
1) dla modelu nieliniowego pojazdu podwodnego, sterowanego za pomoc  regulatorów 

rozmytych z wykorzystaniem zawartej w Matlabie struktury FIS (ang. Fuzzy Inferencje 
System): 35,2 s, 

2) dla modelu nieliniowego pojazdu podwodnego, sterowanego za pomoc  regulatorów 
rozmytych, dzia aj cych na podstawie samodzielnie napisanego skryptu: 7,43 s, 
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3) dla modelu nieliniowego pojazdu podwodnego sterowanego za pomoc  klasycznych 
regulatorów PD: 3,68 s, 

4) dla modelu uproszczonego pojazdu podwodnego: 0,141 s. 

Jak mo na zauwa y , czas wykonywania si  skryptu z modelem uproszczonym jest 
kilkadziesi t razy mniejszy od czasu wykonywania si  skryptu z modelem nieliniowym. Czas 
wykonywania si  skryptu z modelem uproszczonym zosta  jeszcze skrócony poprzez 
zmniejszenie liczby operacji odczytu danych z plików, zawieraj cych stabelaryzowane 
parametry ruchu. Przy za o eniu, e tablice parametrów zosta y odczytane z plików na 
pocz tku prowadzanych oblicze  neuroewolucyjnych, czyli s  dost pne w pami ci danych, to 
otrzymuje si  16.500 razy mniejszy czas wykonywania si  skryptu z modelem uproszczonym 
w stosunku do czasu wykonywania si  modelu nieliniowego pojazdu, sterowanego za pomoc  
klasycznych regulatorów PD. Sam proces odczytu stabelaryzowanych parametrów ruchu 
z plików trwa  0,125 s. 

W dalszej cz ci artyku u przedstawiono wybrane wyniki porównania trajektorii ruchu 
pojazdu podwodnego na p aszczy nie poziomej xy, otrzymanych z modelu nieliniowego 
i uproszczonego.  
Ca kowity ruch pojazdu podwodnego mo e by  opisany za pomoc  z o enia ruchu na 
p aszczy nie poziomej i pionowej. Sterowanie ruchem na p aszczy nie poziomej jest bardziej 
skomplikowane, gdy  system nap dowy pojazdu podwodnego, dzia aj cy w tej p aszczy nie 
musi rozdzieli  generowane napory na wektor wymusze  sk adaj cy si  z 3 elementów: si a 
X, dzia aj ca w wzd u nej osi symetrii, si a Y, dzia aj ca w poprzecznej osi symetrii i moment 
si y N, dzia aj cy wzgl dem pionowej osi symetrii. Natomiast w p aszczy nie pionowej 
system nap dowy sk ada si  zazwyczaj z 1 p dnika, który ma za zadanie wygenerowa  
odpowiedni napór dla si y steruj cej Z, dzia aj cej w pionowej osi symetrii. Ogólnie rzecz 
ujmuj c, ruch pojazdu w p aszczy nie poziomej b dzie bardziej lub tak samo skomplikowany 
jak ruch w p aszczy nie pionowej. Dlatego te  do dalszej analizy wybrano ruch 
w p aszczy nie poziomej. 

W trakcie bada  numerycznych porównano 2 ró ne trajektorie ruchu pojazdu podwodnego, 
otrzymane z modelu nieliniowego i uproszczonego (rys. 1 i rys. 2).  
Trajektoria nr 1 (rys. 1) zosta a okre lona przez nast puj ce punkty zwrotu: 
1) na pocz tku symulacji kurs zadany 10  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 0,5 m/s, 
2) w 20 s symulacji kurs zadany 30  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 0,75 m/s, 
3) w 40 s symulacji kurs zadany 180  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 1,5 m/s. 
Natomiast trajektoria nr 2 (rys. 2) zosta a okre lona przez nast puj ce punkty zwrotu: 
1) na pocz tku symulacji kurs zadany 30  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 0,5 m/s, 
2) w 20 s symulacji kurs zadany 90  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 1,5 m/s, 
3) w 40 s symulacji kurs zadany 180  i zadana pr dko  ruchu w osi xo 1 m/s. 
Obie trajektorie ko cz  si  w 60 s symulacji. 
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Rys. 1. Porównanie trajektorii nr 1 ruchu pojazdu podwodnego na p aszczy nie xy,  

(otrzymanych z modelu nieliniowego (1) i uproszczonego (2)):  
a) wspó rz dna x, b) wspó rz dna y, c) tor ruchu, d) kurs pojazdu  

 
Na podstawie wyników bada  numerycznych przedstawionych na rys. 1 mo na stwierdzi , 
e: 

1) przy obu punktach zwrotu w 20 s i 40 s brak jest widocznych ró nic w przebiegu 
2 trajektorii ruchu, otrzymanych z modelu nieliniowego i uproszczonego, 

2) w 60 s symulacji otrzymuje si  po o enie ostatnich punktów porównywanych trajektorii 
ruchu w odleg o ci 1,22 m. 

Podobnie dla „trudniejszej” trajektorii nr 2 z punktami zwrotu o wi kszych zmianach kursu 
i pr dko ci post powej, otrzymuje si  brak widocznych ró nic w przebiegu obu trajektorii 
ruchu, otrzymanych z modelu nieliniowego i uproszczonego. Dodatkowo nale y stwierdzi , 
e w 60 s symulacji otrzymuje si  po o enie ostatnich punktów trajektorii ruchu mniejsze ni  

w przypadku trajektorii nr 1, czyli uzyskuje si  po o enie ostatnich punktów trajektorii 
w odleg o ci 0,92 m. Mo e to wiadczy  o tym, i  powstaj ce b dy wynikaj ce 
z dyskretyzacji i tabelaryzacji parametrów ruchu (model uproszczony) maj  charakter b dów 
przypadkowych. 
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Rys. 2. Porównanie trajektorii nr 2 ruchu pojazdu podwodnego na p aszczy nie xy,  
(otrzymanych z modelu nieliniowego (1) i uproszczonego (2)):  

a) wspó rz dna x, b) wspó rz dna y, c) tor ruchu, d) kurs pojazdu  
 

4. WNIOSKI  
W wyniku analizy nieliniowego modelu matematycznego pojazdu podwodnego opracowano 
uproszczony model matematyczny w formie stabelaryzowanych parametrów ruchu pojazdu 
podwodnego, zarejestrowanych na podstawie dzia ania modelu nieliniowego. Pozwoli o to na 
implementacj  modeli matematycznych (nieliniowego i uproszczonego) sterowanego 
automatycznie robota podwodnego w rodowisku Matlab.  
Implementacja modeli da a mo liwo  przeprowadzenia testów wiarygodno ci modelu 
uproszczonego na podstawie jego porównania z modelem nieliniowym, bazuj c na 
wygenerowanych przebiegach poruszania si  sterowanych automatycznie pojazdów 
podwodnych po zadanych trajektoriach. Otrzymane b dy po o enia ostatnich punktów 
trajektorii (po 60 s symulacji) osi gaj  warto ci rz du 1 m (maksymalny b d równy 1,22 m), 
co nie jest du  warto ci  w stosunku do wymiarów pojazdu, osi gaj cych równie  warto ci 
rz du 1 m. Dodatkowo nale y pami ta  o tym, e system decyzyjny b dzie w stanie 
korygowa  ten b d co ustalony czas podejmowania kolejnych decyzji. W przypadku 
minimalnego czasu podejmowania kolejnych decyzji wynosz cego 10 s, ewentualny b d 
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b dzie rz du kilkudziesi ciu centymetrów i co 10 s b dzie móg  by  skorygowany przez 
kolejn  decyzj .  
Synteza nowatorskiego modelu uproszczonego pozwoli a na zmniejszenie czasu oblicze  
kilkana cie tysi cy razy (na przedstawionej wcze niej platformie Intel Core2 Duo/Windows 
XP uzyskano zmniejszenie czasu oblicze  o 16.500 razy). Jest to istotna zaleta tego modelu, 
w szczególno ci w przypadku potrzeby realizacji czasoch onnych oblicze  
neuroewolucyjnych. 
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