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WYBRANE ZAGADNIENIA Z ZAKRESU LINIOWYCH CIAGLYCH
UKEADOW NIECALKOWITEGO RZEDU

W pracy dokonano przegladu wybranych zagadnien z zakresu rachunku
niecatkowitego rzedu oraz teorii ciqglych uktadow liniowych stacjonarnych rzedu
niecatkowitego, takich jak metody opisu, synteza regulatorow niecatkowitego
rzedu, ich modelowanie oraz realizacja praktyczna, a takze badanie stabilnosci
uktadow regulacji. Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.

SELECTED PROBLEMS OF CONTINUOUS-TIME LINEAR SYSTEMS
OF NON-INTEGER ORDER

The paper gives the review of the selected problems from calculus of non-integer
order and theory of continuous-time linear systems of non-integer orvder such as
description methods, synthesis of non-integer controllers, their modelling and
practical realization and also stability checking of the control systems. The
considerations are illustrated by examples.

1. WSTEP

Poczatki rachunku rézniczkowo-catkowego niecatkowitych rzedow siggaja XVII wieku.
Za wydarzenie o historycznym znaczeniu uwaza si¢ list Leibnitza do L’Hospitala
z 30 wrzesnia 1695 r., w ktoérym Leibnitz na pytanie o wynik operacji rozniczkowania rz¢du
1/2 odpowiedziat ,,Dostrzegalny paradoks, ktéry pewnego dnia zostanie rozwiazany” [31].

Rachunek rézniczkowo-catkowy, w ktorym rozpatruje si¢ nie tylko catkowite rzedy
pochodnych i catek, w jezyku francuskim nosi nazwe derivation non entiere. Odpowiada jej
nazwa w jezyku angielskim fractional calculus, przy czym stowo fractional zazwyczaj nalezy
rozumie¢ jako non-integer [57]. Uwzgledniajac powyzsze, a takze podane w monografii [32]
rozwazania dotyczace nazwy rachunku, w niniejszej pracy bedzie stosowana nazwa rachunek
niecatkowitego rzedu.

Rachunek rozniczkowo-catkowy niecatkowitego rzedu byt rozwijany glownie w XIX wieku.
Jego podstawy zostaly stworzone przez takich matematykéw jak Liouville, Grunwald,
Letnikov, Riemann. Pierwsza monografia [31] z zakresu tego rachunku ukazata si¢ w 1974 r.
Wzrost zainteresowania zastosowaniem praktycznym rachunku niecatkowitego rz¢du nastapit
w drugiej polowie XX wieku. Wynikalo to z jego przydatnosci do konstrukcji
dokladniejszych, czyli blizszych rzeczywistym obserwacjom, modeli matematycznych
réznorodnych zjawisk fizycznych.

Dotychczas ukazato si¢ wiele prac z zakresu rachunku niecatkowitego rz¢du oraz jego
zastosowan, np. monografie [13, 25, 26, 31, 32, 33, 41, 42, 48] oraz materialy konferencyjne
[59]. Przeglad zastosowan praktycznych tego rachunku jest podany np. w pracach [14, 28,
48]. Wedhug informacji zawartej we wstgpie pracy [48], mozna w niej znalez¢ odpowiedZ na
czgsto zadawane pytanie o obszary zastosowan rachunku rézniczkowego niecalkowitego
rzedu.
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Rachunek rézniczkowy niecatkowitego rz¢du wykorzystuje si¢ na przyktad do modelowania:
superkondensatoréw (o pojemnosciach dochodzacych do wartosci rzedu 5 F) [15, 18, 45, 50,
59], nieskonczenie dtugiego kabla o pomijalnej indukcyjnosci [14, 25], linii dlugiej R, C
zasilanej ze zrodla napigcia o indukcyjno$ci wewngtrznej L [51], zjawiska relaksacji
dielektrykow organicznych [46], zjawiska lepko sprezystosci [14, 48], zjawiska dyfuzji [39,
48], procesu nagrzewania oraz przewodzenia ciepta [42, 48], w fizyce czastek elementar-
nych [48].

Rachunek rozniczkowy niecatkowitego rzedu znalazl szerokie zastosowanie w automatyce
i robotyce, zarowno w procesie identyfikacji jak i sterowania, patrz np. monografie [13, 32,
33, 41, 42, 48], prace doktorskie [50, 52], materiaty konferencyjne [59] oraz prace [17, 28].
Krotka informacja dotyczaca wybranych publikacji z zakresu syntezy uktadéw regulacji
automatycznej jest podana w punkcie 4 niniejszej pracy.

Nowa klase liniowych ciaglych (i tez dyskretnych) ukladow niecatkowitego rzedu,
a mianowicie klas¢ dodatnich uktadéw 1D i1 2D, wprowadzono w pracach prof. T. Kaczorka,
np. [20-25]. Podano w nich wiele oryginalnych rezultatow zakresie analizy i syntezy takich
uktadow.

Celem niniejszej pracy jest podanie podstawowych wiadomosci z zakresu rachunku
rézniczkowo-catkowego niecatkowitego rzedu oraz wybranych jego zastosowan
w automatyce i robotyce. W rozwazaniach ograniczymy si¢ tylko do ukladow z czasem
ciaglym. Zostana omoéwione dwie rownowazne sobie definicje rozniczko-catek
niecatkowitego rz¢du, metody opisu ciaglych ukladéow niecatkowitego rzedu, badanie ich
stabilnos$ci, synteza regulatorow niecatkowitego rzedu, ich modelowanie oraz realizacja
praktyczna.

Przedstawienie zagadnien z zakresu analizy i syntezy dyskretnych uktadow niecatkowitego
rzedu wymaga odrgbnego opracowania. Tym zagadnieniom jest po§wigcona praca doktorska
[50] oraz obszerna czg$¢ monografii [25].

2. ROZNICZKOWANIE I CALKOWANIE NIECALKOWITYCH RZEDOW

Przy definiowaniu operacji rézniczkowania i catkowania niecatkowitych rzedow korzysta si¢
z funkcji gamma oraz z funkcji Mittaga-Leftlera.

2.1. Funkcja gamma

Funkcja gamma jest uogélnieniem silni dla argumentéw rzeczywistych lub zespolonych.
Ma ona dwie definicje: w postaci catki oraz w postaci granicy.

Definicje funkcji gamma (x jest liczba zespolona w przypadku ogdlnym):

a) w postaci calki (Eulera)

I'(x)=[e *1""'dr, Rex >0, (1a)
0
b) w postaci granicy
' X
T(x) = lim i (1b)

o x(x+1)---(x+n)

Podstawowe wiasciwosci funkcji I'(x):
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o ['(x+1)=xI'(x) dlax zespolonego
e ['(x+1)=x! dlaxnaturalnego.

Funkcja gamma nie ma miejsc zerowych. Jest nieciaglta dla x <0, zas dla x>0 jest ciagla
1 dodatnia.

2.2. Funkcja Mittaga-Lefflera

Funkcja Mittaga-Lefflera (wprowadzona w 1903 r.) jest uogo6lnieniem funkcji exp(x).

Jednoparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera zmiennej zespolonej x nazywa si¢ funkcje

k
X

EQ(X) = kgom, a > 0. (2)

Dla a =1 funkcja (2) przyjmuje posta¢ funkcji wyktadniczej
k k
© X o X
E (x)= =Yy —=e". 3
1) ,Eor(kﬂ) k=0 k! ©)
Dwuparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera jest okreslona wzorem
k

o0

X
Eap( =2 T(ak +B)’

Dla B =1 ze wzoru (4) otrzymujemy jednoparametrowa funkcj¢ Mittaga-Lefflera (2).

a>0, p>0. 4)

Transformaty Laplace’a funkcji Mittaga-Lefflera (2) [13] (L jest operatorem przeksztalcenia
Laplace’a):
o—P a-1

, L{E, (at")} ==

B-1 _S
LT E, g(at™)} = s

s* —a

)

2.3. Definicje pochodno-calek niecalkowitych rzedow

Oznaczmy przez ,D; operator rozniczko-calki, przy czym a i ¢ sa to granice operacji, za$
a € R jest rzedem. Operator ten jest zdefiniowany nastepujaco:

a t
DY = j_“ dla a>0 oraz D/ =[(dt)* dla a<0, (62)
t a
przy czym
t
D =1dla a=1oraz D] f(t)=[ f(t)dx. (6b)

Znanych jest kilka definicji pochodno-calek niecatkowitych rzedow, np. [13, 25, 32]. Ponizej
omowimy dwie z nich.

Definicja 1. (Riemanna-Liouville’a) Pochodno-catka niecatkowitego rzedu o >0 nazywamy
funkcj¢ zdefiniowana nastgpujaco

a’f@_ 1 d"j S

DM f(t) = =
A dt*  T(p-a)dt® o(t—1)*"7

dr, (7)
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gdzie I'(-) jest funkcja gamma Eulera, p jest za§ dodatnia liczba catkowita speiniajaca
nierdéwnos$¢ p—1<a < p. W przypadku szczegdlnym p =1, ze wzoru (7) otrzymamy

ey _ 1 4t f®
dt*  T(-o)dt (t-1)*

Transformata Laplace’a pochodno-catki Riemanna-Liouville’a (7) przy a =0 ma posta¢

Liu DI (0} =s"F(s) = 5700, ®)

Df(t)= 0O<a<l. (7a)

gdzie F(s) jest transformata Laplace’a funkcji f(¢), tj. F(s)=L{f(¢)}.
Definicja 2. (Caputo) Pochodno-catka niecatkowitego rzedu o > 0 nazywamy funkcje

(t)zd"‘f(t)z A C!
dt*  T(p-a)o(t—1)*"7

D dr, )

przy czym [P (1) = (d? /dt”) f(t), p—1<a < p. W przypadku szczegblnym p =1 ze wzoru
(9) mamy

S _ 1 P, o (92)
dt*  T(l-a)o(t-1" '

Transformata Laplace’a pochodno-catki Caputo (9) przy a =0 ma postaé

o — _ 2 oa—k p(k-1) 0+
L{y D, f(0)} =s"F(s) EIS S0, (10)

DS ()=

Wyznaczanie transformaty Laplace’a pochodno-catki Caputo nie wymaga obliczania
pochodnych niecalkowitych rzedow funkcji f(1) w punkcie =07, jak ma to miejsce
w przypadku pochodno-catki Riemanna-Liouville’a.

Wezmy pod uwage funkcje f(¢)=C-1(z), gdzie 1(¢) jest funkcja skoku jednostkowego, C
zas$ jest stala. Ze wzorow (9) i (7) wynika, ze pochodno-catka Caputo tej funkcji przy a >0
jest rbwna zeru, natomiast pochodno-catka Riemanna-Liouville’a jest rowna zeru tylko dla
catkowitych rzedéw. Dla rzedow niecatkowitych o > 0 i skonczonej dolnej granicy a =0, ze

wzoru (7) otrzymamy

Ct™*
D [C-1(0)]= . 11
DIIC U= s (11)
Ze wzoru (11) wynika, ze pochodno-catka Riemanna-Liouville’a rzedu niecatkowitego
funkcji statej jest niezerowa dla dowolnego o > 0 i zawsze dazy ona do zera przy ¢ — .

Pochodno-catki Riemanna-Liouville’a kilku wybranych funkcji dla 0 <o <1 [13]:

—a-1
o DM(t)= ! , 0(t) — pseudo-funkcja delta Diraca,
I'(-a)
o Dt"= Mf”“, v> -1,
rv+l-o)

o DM =tE,_ (M)
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3. METODY OPISU CIAGLYCH LINIOWYCH UKLADOW NIECALKOWITEGO
RZEDU

3.1. Opis za pomocg transmitancji operatorowej

Liniowy stacjonarny ciagly uktad dynamiczny rzedu niecalkowitego o jednym wejsciu
ijednym wyjsciu (zwany krotko ukladem niecalkowitego rzedu) opisuje si¢ réwnaniem
rozniczkowym niecatkowitego rzedu o postaci

zo a, D% y(t) = kgobk DPiu(r), (12)

gdzie a, >, | >-->a; >0,20, B, >B,_, > >B,>Py =0 sato liczby rzeczywiste, a;
(1=0,1,2,...,n) oraz b, (k=0,12,...,m) sato rzeczywiste wspolczynniki, natomiast Dt6 EOD[8
jest pochodno-catka Riemanna-Liouville’a lub Caputo niecatkowitego rz¢du & > 0.

Stosujac przeksztalcenie Laplace'a do obu stron rownania (12) przy zerowych warunkach
poczatkowych, otrzymamy transmitancj¢ operatorowa

Y(s) _b,s"m b, sPm 4 bysPo

UGs) a,s*" +a, ;s +...+aps™

G(s)= (13)

Réwnanie rézniczkowe (12) oraz transmitancja (13) opisuja w przypadku ogdlnym uktady
niecatkowitego rzedu niewspotmiernego o funkcji charakterystycznej

w(s)=a, s +a, ;s“" +..+ays™. (14)

Funkcjg (14) nazywa si¢ wielomianem niecatkowitego stopnia lub wielomianem utamkowym.

W przypadku uktadéw niecatkowitego rzedu wspotmiernego sa spetnione warunki
o, =ia (i=0,l,..,n) oraz B, =ko (k=0,1,..,m), (15)

przy czym
e jezeli o> 0 jest liczba wymierna, tzn. oo =1/¢q (q jest liczba catkowita dodatnia), to uktad

opisany rownaniem (12) (transmitancja (13)) nazywamy ukladem rzedu wspotmiernego
wymiernego,

e jezeli liczba rzeczywista a > 0 nie jest liczba wymierna, to rozpatrywany uktad nazywamy
uktadem rzedu wspdtmiernego niewymiernego.

W dalszych rozwazaniach begdziemy rozpatrywa¢ uktady (12) rzedu wspdtmiernego
wymiernego, o transmitancji operatorowe;j

mo. (m-1)a o
s" +b,,_;s +...+bs” +b,

G(s) = Lo

no (n-Da o :
a,s” +a,_ s +..tas +ag

(16)

Stosujac w (16) podstawienie A =s otrzymamy stowarzyszona transmitancje operatorowa
rzedu naturalnego

b N" +b, X"+ . . +bA+b,

6(7\') = n n-1 ’
a,N'+a, X' +..+ak+a,

(17)
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Funkcja charakterystyczna liniowych ukladow niecalkowitego rzedu wspotmiernego ma
postac

(n-Ho

w(s)=a,s"" +a,_ s +.otas® +a,. (18)

7Z wielomianem charakterystycznym (18) niecatkowitego stopnia jest stowarzyszony
wielomian stopnia naturalnego

W) =a N +a, X' +..+ak+a,, (19)
bedacy mianownikiem transmitancji (17).
Zaldézmy, ze wielomian (19) ma jednokrotne miejsca zerowe A, (i =1,2,...,n). Rozkladajac

transmitancj¢ (17) na utamki proste i stosujac podstawienie A =s%, transmitancje (16)
napiszemy w postaci

Gs)=K -3
i=1

T K, 4; (i =1.2,...,n) - state wspotczynniki. (20)
=187 +

Z powyzszego wynika, ze w przypadku jednokrotnych biegundéw transmitancji (17)
odpowiedz impulsowa uktadu (12) rzedu wspdtmiernego wymiernego oblicza si¢ ze wzoru

g(t)=L{G(s)} =K - L‘l{f A } =K -3 At E, o (<ht®), @1)
i=18” + A, i=1 ’
przy czym
ay_ & (g
E, ,(\t")=Y ——— 22
(i) = B (22)
jest dwuparametrowa funkcja Mittaga-Leftlera (4).
Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a w (21) wykorzystano wzor
L) s P -1 a
L5 — =t E, g (=1t") (23)
sTHA;
dla a =f, wynikajacy z pierwszego wzoru (5) dla a =—A,.
Charakterystyka skokowa tego uktadu wyraza si¢ wzorem
W)= LG(s) s} =K L' S — 5 Lo K$ ArE, . (hit®). (24)
iz1s(s® + ) i=1 ’

Przy wyprowadzaniu (24) wykorzystano wzor (23) dla B=o +1.

Przyklad 1. Nalezy wyznaczy¢ odpowiedz skokowa cztonu inercyjnego niecatkowitego
rzedu opisanego transmitancja
k

SOL

G(s)= , k=T=1, a>0. (25)
+1

Dokonujac obliczen zgodnie ze wzorem (24) otrzymamy

h(t)= LHG(s) s} = t°Ey ooy (%), (26)
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Odpowiedz skokowa uktadu (25), wyznaczona ze wzoru (26) dla kilku warto$ci rzedu a >0
jest pokazana na rys. 1. Dla a <1 ma ona charakter aperiodyczny, przy czym dla o =1 jest to
charakterystyka klasycznego cztonu inercyjnego pierwszego rzedu. Natomiast dla o >1
charakterystyka skokowa ma charakter oscylacyjny, przy czym amplituda oscylacji ros$nie
wraz ze wzrostem niecatkowitego rzedu o.

Zauwazmy, ze czton (25) przy o >1 zachowuje si¢ jak klasyczny czton oscylacyjny.

Odpowiedz skokowa

o=0.5
(1=0.7 N
a:1.0 ||
(x=1.5
a=1.7 |
a=1.9
- ___]
|
|
= = p
|
|
E——
|
|
B e T e e il SR
|
- __________v____________bt________]
|
|
1
18 20

Rys. 1. Odpowiedz skokowa uktadu (25) wyznaczona dla kilku wartosci rzedu o > 0

3.2. Opis za pomocg réwnan stanu

Liniowy stacjonarny ciagly uklad dynamiczny rzgdu niecatkowitego niewspdtmiernego
opisuje si¢ rOwnaniami stanu o postaci

o DX x(t) = Ax(t) + Bu(?), (27a)

y(t) = Cx(t)+ Du(t), (27b)

gdzie DXx(t) =[ DM x,(t), -, (D x,(1)]", przy czym D’x,(t) jest pochodno-catka

Riemanna-Liouville’a lub Caputo rzedu o, x(¢)=[x(t),---, x,(1)]' €R", u(t)eR",
y(t)e R? oraz Ac R"™", BeR"™™, CeR"™, De R’

W przypadku uktadéw rzgdu niecatkowitego wspotmiernego mamy o, =0, =---=a, =o 1

rownania (27) mozna napisa¢ w postaci
oD x(t) = Ax(t) + Bu(t), (28a)
y(t) = Cx(t)+ Du(t), (28b)
gdzie ,D*x(t) =[,Dx, (), -, (D x,(t)]". W takim przypadku stosuje si cz sto oznaczenie
(d*/dt™)x(t)=,Dx(1).
Macierz transmitancji operatorowych uktadu (28) wyznacza si ze wzoru

G(s)=C(Is*-—A)'B+D, I - macierz jednostkowa. (29)
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Rozwiazanie rownania stanu (28a) ma posta¢ [21, 25]

x(t) = Dy(t)x, + }d)(t —1)Bu(t)dr, x(0)=x,, (30)
0
gdzie
o e s ko]
Polt) = Eoldr) = 2 T(ka+1) *0=2 T((k + Do) 3D

Dla o =1 zachodzi réwnos$¢ @, (1) = ®(¢) = e,

Wielomian charakterystyczny uktadu (28) oraz stowarzyszony z nim wielomian stopnia
naturalnego oblicza si¢ ze wzorow

w(s) =det(s*I — A), W(\)=det(Al — 4), %=s". (32)

Przyklad 2. Wyznaczy¢ odpowiedz na wymuszenie u(z) =1(¢) uktadu (28) o nizej podanych
macierzach oraz warunku poczatkowym

A=[O 1}, B:M, c=[1 o] b=o, x0=m. (33)

0 0 1

Dokonujac obliczen zgodnie ze wzorami (31), (30) i (28b) otrzymamy

[0 o—1 20—1
o)=L+ ony=1,L +A
T(a+1) I@) Qo)
2o ta t2cx

r sp-t g !

YO A Ty P e T Tar ) T Tar) et

(34)
We wzorze (34) wystepuje skonczona suma elementow ze wzgledu na fakt, ze macierz 4 jest
nilpotentna, tj. A¥=0 dla k= 2,3,....

W pracy [21] wprowadzono pojgcie dodatniego uktadu (28) niecatkowitego rzedu i1 podano
warunek dodatnio$ci.

Definicja 3. Uktad (28) niecatkowitego rzgedu 0 < o <1 nazywamy ukladem dodatnim, jezeli
zmienne stanu 1 odpowiedzi tego uktadu dla kazdego ¢ > 0 przyjmuja wartosci nieujemne dla
wszystkich nieujemnych wymuszen i1 wszystkich nieujemnych warunkéw poczatkowych.

Twierdzenie 1. Uklad (28) niecatkowitego rzedu 0 < a <1 jest dodatni wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest macierza Metzlera (wszystkie jej elementy lezace poza gltowna przekatna sa
nieujemne) 1 wszystkie elementy macierzy B, C i D sa nieujemne, t;.

AeM,, BeR", CeRI", DeRI™, (35)
gdzie M, jest zbiorem macierzy Metzlera o wymiarach n xn.

Zauwazmy, ze uktad niecatkowitego rzedu o macierzach (33) jest uktadem dodatnim.

Dodatnie uktady niecatkowitego rz¢du (zaréwno ciagle jak i dyskretne) byty rozpatrywane
w wielu pracach prof. T. Kaczorka. Kilka z nich jest wymienionych w spisie literatury ([21]-
[24]). Podsumowaniem aktualnego etapu badan w tym zakresie jest monografia [25].
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4. REGULATORY NIECALKOWITYCH RZEDOW

Pierwsza praca, w ktoérej pokazano mozliwo$¢ wykorzystania rachunku niecatkowitego rzedu
(chociaz nie stosowano tam terminu ulamkowy lub niecatkowitego rzedu) w ukltadach ze
sprz¢zeniem zwrotnym, jest praca Bodego [4]. Jednym z zagadnien w niej rozpatrywanych
byl problem projektowania takiego sprzgzenia zwrotnego w uktadzie ze wzmacniaczem
operacyjnym, aby jako$¢ pracy ukladu zamknigtego nie zalezata od warto$ci wzmocnienia
wzmacniacza. Bode pokazal, ze rozwiazanie postawionego problemu uzyskuje si¢ wtedy, gdy
transmitancja uktadu otwartego ma postac

K(s) = (o, /5)%, (36)
gdzie o, jest pulsacja odcigcia modutu, tj. | K(jo,.) =1 za$ a jest liczba rzeczywista.
Podstawiajac s = jo w (36) i korzystajac ze wzoru (j®)* =| o|* exp(an/2) otrzymamy

e /om2 = [cos%—jsin%]. (37)

2

o
(DC (DC

K(jo) =

Charakterystyka amplitudowo-fazowa (37) jest linia prosta przechodzaca przez poczatek
ptaszczyzny zmiennej zespolonej o nachyleniu do osi rzeczywistej pod katem —amn/2. Dla
I < a < 2 charakterystyka ta lezy w trzeciej ¢wiartce plaszczyzny zmiennej zespolone;.

Transmitancja operatorowa (36) opisuje czton rézniczkujacy niecatkowitego rzedu dla a <0
za$ dla a > 0 opisuje ona czton catkujacy niecatkowitego rz¢du. Transmitancje¢ (36) nazywa
si¢ czgsto w literaturze idealna transmitancja Bodego.

Jezeli 1<a <2, to logarytmiczna charakterystyka modutu uktadu (36) jest linia prosta
o nachyleniu —20adB/dek za$§ logarytmiczna charakterystyka fazy jest linia pozioma
o rzednej rownej —0,5axr . Uktad zamknigty, ktorego transmitancji uktadu otwartego ma
posta¢ (36) ma staty zapas fazy A¢ = (1-0,5«). Jest on niewrazliwy na zmiany wartosci
wzmocnienia w uktadzie otwartym. Szersza analiza rozpatrywanego ukladu (w tym
w dziedzinie czasu) jest podana w pracy [3].

Opisana powyzej wlasciwo$¢ idealnej transmitancji Bodego zostata wykorzystana w pracach
[6, 11, 36] do syntezy ukladéw regulacji z kompensatorami niecatkowitego rzedu.
Wykorzystano ja tez przy projektowaniu regulatorow typu CRONE (skrét od nazwy w jezyku
francuskim Commande Robuste d’Ordre Non Entier, co oznacza sterowanie odporne
niecatkowitego rzedu), zaproponowanych w pracy [33]. Aktualnie istnieje juz trzecia
generacja regulatorow typu CRONE [34, 32].

Idea syntezy regulatora typu CRONE dla znanej transmitancji obiektu G(s) polega na

wyznaczeniu fizycznie realizowalnej transmitancji regulatora C(s) takiej, aby dla wartosci

pulsacji bliskiej pulsacji odcigcia modutu charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu
otwartego K(jo)= C(jo)G(jo) miata przebieg podobny do charakterystyki amplitudowo-
fazowej cztonu o transmitancji (36).

Procedura projektowania regulatora typu CRONE drugiej generacji wraz z przyktadem jest

podana w monografii [32]. Regulator typu CRONE zostat wykorzystany miedzy innymi
w uktadzie aktywnego zawieszenia samochodu [1, 40, 48, 59].
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4.1. Regulatory PID niecalkowitych rzedow

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na
rys. 2, sktadajacy si¢ z obiektu rzedu naturalnego lub niecatkowitego o transmitancji G(s)

oraz regulatora C(s) rzg¢du niecatkowitego lub naturalnego.

t
Yot} C(s) “o, G(s) 0N

Rys. 2. Uktad regulacji automatyczne;j

Uogolnienie pojgcia klasycznego regulatora PID na pojecie regulatora zawierajacego
integrator niecatkowitego rzedu A i czton rozniczkujacy niecatkowitego rzedu p, zostato

podane w pracach Podlubnego [41-43]. Zostalo tam tez pokazane, ze regulatory
niecatkowitego rzedu zapewniaja lepsza jako$¢ regulacji w poréwnaniu z regulatorami
konwencjonalnymi.

Zaproponowany przez Podlubnego idealny regulator PID niecatkowitego rzedu, oznaczany

tez jako regulator PI” D", opisuje sig transmitancja o postaci
k.
C(s) =k, +— +kys", (38)
s

gdzie k,, k; 1 k; sa to wspdtezynniki wzmocnien czgsci proporcjonalnej, catkujacej oraz
rozniczkujacej, odpowiednio, za§ A oraz p sa to liczby rzeczywiste bedace niecatkowitymi

rzedami catkowania oraz ro6zniczkowania. Zauwazmy, ze w przypadkach szczegdlnych
(z catkowitymi warto$ciami rzegdow A 1 ) transmitancja (38) opisuje klasyczne regulatory,

tj. regulator typu P przy A=p=1, typu PD przy A=0 1 u=1, typu Pl przy A =11 p=0
oraz typu PID przy A=p=1.

Regulator PID niecatkowitego rzgdu ma pig¢ parametrow wymagajacych strojenia, tj. &, &,
k, oraz A 1 p, a wigc o dwa wigcej niz regulator klasyczny. Pozwala to z jednej strony na
uwzglednienie na etapie projektowania wigkszej liczby wymagan projektowych
w porownaniu z regulatorami konwencjonalnymi zas$ z drugiej strony prowadzi do znacznego

utrudnienia tego procesu. Wymagania projektowe maja bowiem posta¢ nieliniowych réwnan,
ktorych rozwiazanie nie jest proste.

Problem doboru nastaw regulatoréw PID niecalkowitego rzedu oraz ich zastosowan byt
rozpatrywany np. w pracach [5, 12, 16, 29, 30, 32,41, 42,43, 47, 48, 52, 53, 57, 58, 59].

Przyklad 3. Wezmy pod uwage problem regulacji kata obrotu spre¢zystego watu obciazenia,
ktéry jest obracany przez silnik pradu statego za posrednictwem przekladni mechaniczne;.
Schemat silnika z przektadnia i obciazeniem jest pokazany na rys. 3. Jest to tzw. problem
wzorcowy serwomechanizmu potozenia w pakiecie oprogramowania Matlab, nazywany jako
DC-motor with elastic shaft. Sterowaniem jest napigcie zasilajace silnik za$ wielko$cia
regulowana jest kat obrotu watu, na ktéorym jest zamocowane obciazenie. Model
matematyczny tego uktadu w postaci réwnan stanu jest podany w [57].
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przektadnia

0.

model silnika ,BL

Rys. 3. Schemat silnika z przektadnia i obciazeniem

Przyjmujac dane liczbowe jak w [57] 1 wyznaczajac transmitancj¢ operatorowa otrzymamy

2,5604
s*+11,25° +67,8095% +528,72265s

G(s)= (39)
W pracy [57] (patrz tez [12]) dla rozpatrywanego uktadu regulacji zostaty dobrane nastawy
regulatoréw PID 1 PI, klasycznych oraz niecatkowitego rzgdu. Nastawy dobrano stosujac
metody optymalizacyjne. Jako kryteria optymalizacji zastosowano minimum catki z modutu
uchybu regulacji pomnozonego przez czas (tzw. kryterium ITAE — Integral of Time-weighted
Absolute Error) oraz minimum calki z kwadratu uchybu (tzw. kryterium ISE — Integral of
Squared Error).

Otrzymano nastepujace transmitancje klasycznych regulatoréw PID i PI:
e kryterium ITAE

0,14

Cpp(s)=41,94 + 2LI3 8,265; Cp(s)=10735+——, (40)
s s
e kryterium ISE
Cpp(s)=110,09+ 10,65 +30,97s; Cp,(s)=106,82+ 3,36 , (41)
s
oraz transmitancje regulatoréw PID i PI niecatkowitego rzg¢du:
e kryterium ITAE
Cpp(s) =135]12+ 2’871 —31,65™;  Cpy(s)=39,82+ Zoz(f , (42)
e kryterium ISE
C () = 61,57 +% +2335%%; Cpy(s) =—48,38 + 19:(3)_226 @3)

Wartosci niecatkowitych rzedow catkowania oraz rdézniczkowania regulatora PID zostaty
wyznaczone w ten sposob, ze przyjmowano dyskretne wartosci A 1 p zmieniajace si¢ od 0.5

do 1.5 z krokiem 0.1 i1 dla kazdej ustalonej pary tych warto§ci wyznaczono optymalne
nastawy regulatorow wedtug kryterium ITAE oraz oddzielnie ISE, obliczajac jednocze$nie
wartos$ci tych kryteriow. Za optymalne przyjeto nastawy odpowiadajace najmniejszym
warto$ciom kryteriow. W przypadku regulatora PI niecatkowity rzad catkowania wyznaczono
w ten sam sposob przyjmujac warto$ci A zmieniajace si¢ od 0.05 do 1.9 z krokiem 0.05.
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Odpowiedz skokowa

40 50 60

30
czas [s]

S

z regulatorem PID niecatkowitego rzedu na rysunku 5 za

z regulatorami PI (klasycznym 1 niecatkowitego rz¢du) na rys. 6.

b

Rys. 4. Odpowiedzi skokowe uktadu regulacji z klasycznym regulatorem PID
Odpowiedzi skokowe rozpatrywanego ukladu regulacji z klasycznym regulatorem PID sa

pokazane na rysunku 4
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Optymalizacyjna metodg doboru nastaw regulatorow PID niecalkowitego rzedu zastosowano
tez w pracy [30]. Zapewnia ona spelnienie pigciu wymagan projektowych (przy pigciu
strojonych parametrach). Tymi wymaganiami sa: zadana pulsacja odcigcia modutu, zadany
zapas fazy, odporno$¢ na zmiany wzmocnienia obiektu, zadane wartos$ci (nie wigksze) funkcji
wrazliwosci oraz tlumienia zaklécen. W pracy [30] podano tez metode¢ samostrojenia
regulatorow PID niecatkowitego rzedu i1 wyniki badan eksperymentalnych w uktadach
z regulatorami o dobranych nastawach.

4.2. Modelowanie ukladow i regulatorow niecalkowitego rzedu

Transmitancja (13) (i tez (16)) ukladu niecatkowitego rzedu jest funkcja niewymierna
zmiennej s. Z tego powodu nie jest mozliwa realizacja tej transmitancji za pomoca ukladu
ztozonego z pasywnych elementéw R, L, C czy tez z elementow aktywnych i1 pasywnych,
z wykorzystaniem wzmacniacza operacyjnego. Nie jest wigc tez mozliwa fizyczna doktadna
realizacja cztonu catkujacego niecatkowitego rzedu o transmitancji

G(s)=s" O<a<l. (44)

Doktadna realizacja cztonu (44) jest mozliwa tylko w postaci nieskonczonego ukladu
drabinkowego ztozonego elementéw R, L, C lub w postaci uktadu wzmacniacza operacyjnego
z nieskonczonym uktadem drabinkowym R, L, C w petli sprz¢zenia zwrotnego [13].

Aby moc zrealizowac technicznie czton (44) 1 transmitancje uktadow niecatkowitego rzedu,
dokonuje si¢ najpierw aproksymacji transmitancji (44) za pomoca funkcji wymiernych,
a nastgpnie wyznacza si¢ realizacj¢ wymiernej transmitancji aproksymujacej. Przy
wyznaczaniu transmitancji wymiernej stosuje si¢ rozwinigcie transmitancji niewymiernej
w utamek tancuchowy (i przyjecie skonczonej liczby elementow tego rozwinigcia) oraz
metody interpolacyjne. Doktadno$¢ aproksymacji zalezy od rzedu aproksymujacej
transmitancji wymierne;j.

Wyznaczona wymierna transmitancja aproksymujaca moze by¢ transmitancja opisujaca uktad
catkowitego rzedu ciagly Ilub dyskretny (przy zadanym okresie dyskretyzacji
(impulsowania)). W tym ostatnim przypadku z transmitancji dyskretnej wynika natychmiast
komputerowa metoda realizacji transmitancji aproksymujacej czton niecatkowitego rzedu.

Istnieje wiele metod wyznaczania aproksymacji transmitancji niecatkowitego rzedu. Sa one
opisane w pracach [32, 52, 56].

Zgodnie z praca [56], transmitancja wymierna rzedu n =5 aproksymujaca transmitancjg (44)
integratora niecalkowitego rzedu o =0.5, wyznaczona metoda Oustaloupa (czasami
nazywana metoda CRONE [52]) dla ® €[0.01,100], ma postac

$° +74.97s% +768.55> +1218s> +298.55 +10

G (s)= .
ar (5) 105> +298.55* +1218s° +768.55> +74.97s +1

(45)

Celem pordéwnania w dziedzinie czgstotliwosci transmitancji (44) przy a = 0.5 1 transmitancji
(45), na rysunku 7 pokazano logarytmiczne charakterystyki czestotliwosciowe modutu 1 fazy
tych transmitancji.
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40

aproksymacja

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency

Rys. 7. Logarytmiczne charakterystyki czgstotliwosciowe integratora (44)
niecatkowitego rzgdu a = 0.5 i cztonu aproksymujacego (45)

Bazujac na przedstawionym powyzej postgpowaniu, polegajacym na wyznaczaniu
aproksymujacej transmitancji wymiernej, zostaty podane realizacje techniczne integratora
(44): realizacja przy o =0.5 pasywna za pomoca uktadu ztozonego z elementow R, C oraz
aktywna z wykorzystaniem wzmacniacza operacyjnego [27], realizacja aktywna w przypadku
og6lnym [54]. Zostaly tez podane metody realizacji technicznych regulatorow niecatkowitego
rzgdu: podejscie w przypadku ogdlnym [44], realizacja z wykorzystaniem sieci neuronowych
[2], realizacja z wykorzystaniem programowalnych sterownikow logicznych PLC [37] oraz
z wykorzystaniem mikroprocesora [38].

5. STABILNOSC UKEADOW NIECALKOWITEGO RZEDU

W przypadku ogolnym wielomian charakterystyczny (14) uktadu niecatkowitego rzedu jest
wieloznaczna funkcja zmiennej zespolonej s, ktérej dziedzing jest powierzchnia Riemanna
[32, 35, 55]. Powierzchnia ta ma nieskonczona liczbg lisci, przy czym z punktu widzenia
stabilnosci istotny jest liS¢ glowny, dla ktorego jest spelniony warunek —n < args < m.

Powierzchnia Riemanna ma skonczona liczbg lisci tylko w przypadku wielomianu (18)
stopnia wspoimiernego wymiernego, czyli przy o =1/gq.

Przy analizie stabilno$ci uktadu niecatkowitego rzedu (12) stopnia wspodtmiernego (i tez
niewspdimiernego) istotne sa zera jego wielomianu charakterystycznego niecatkowitego
stopnia potozone na lisciu glownym, dla ktorych jest spelniony warunek —n < args < . Zera
tego wielomianu potozone na pozostatych liSciach ptaszczyzny Riemanna maja wptyw tylko
na te sktadowe rozwiazania rOwnania (12), ktére monotonicznie zanikaja do zera przy ¢ — o,

np. [35, 55].

Twierdzenie 2 [32, 35]. Uklad niecatkowitego rzedu wspdimiernego jest stabilny (w sensie
ograniczone wejscie - ograniczone wyjscie) wtedy i1 tylko wtedy, gdy jego wielomian
charakterystyczny (18) niecatkowitego stopnia jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera leza
w otwartej lewej potplaszczyznie zespolonej ptaszczyzny Riemanna, tj.

w(s) =0 dla Res>0, (47)
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lub réwnowaznie, wszystkie zera A; (i =1,2,...,n) stowarzyszonego z nim wielomianu w(A)
o postaci (19) spetniaja warunek

|argd; |> ag. (48)

W dalszych rozwazaniach stabilno§¢ w sensie ograniczone wejscie - ograniczone wyjscie
bedziemy nazywac krotko stabilnoscia.

Jezeli 0 <o <1, to warunek (48) jest spelniony dla zer lezacych w obszarze stabilnosci
pokazanym na rysunku 8a). Obszar ten redukuje si¢ do otwartej lewej potplaszczyzny przy
o =1. Jezeli natomiast 1 <o <2, to obszarem stabilnosci jest obszar zaznaczony szarym
kolorem na rysunku 8b).

Z twierdzenia 2 wynika, ze badanie stabilnosci ukladu (12) niecatkowitego rzedu
wspotmiernego przy 0<o <1 mozna sprowadzi¢ do problemu badania potozenia zer
wielomianu (19) w obszarze stabilno$ci pokazanym na rysunku 8a). Obszarem tym jest czgs¢
ptaszczyzny zmiennej zespolonej, ktora nie zawiera stozka o kacie rozwarcia o polozonego
w prawej polptaszczyznie.

Zauwazmy, ze rozpatrywany uktad niecatkowitego rzedu moze by¢ stabilny w przypadku,
gdy wielomian (19) naturalnego stopnia nie jest stabilny, tzn. ma zera o dodatniej czgsci
rzeczywistej.

a) b)

obszar stabilnosci

— obszar stabilno$ci

°v

Rys. 8. Obszary stabilno$ci wielomianu (18) na ptaszczyznie zmiennej zespolonej
Ara)dlaO<a<l;b)dlal<a<2

Lemat 1. Uktad (12) niecatkowitego rzedu wspdtmiernego przy 0 < a <1 jest stabilny, jezeli
wielomian (19) jest asymptotycznie stabilny, tj. wszystkie jego zera maja ujemne czgsci
rzeczywiste.

Badanie stabilnos$ci uktadu (12) niecatkowitego rzedu wspotmiernego metoda bezposredniego
sprawdzania spelnienia warunku (48) dla wszystkich zer wielomianu (19) stopnia naturalnego
moze by¢ niedogodne ze wzgledu na wysoki stopien tego wielomianu w pewnych
przypadkach. Ilustruje to podany ponizej przyktad 4.
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Metody badania stabilnosci uktadéw niecatkowitych rzgdéw sa opisane w pracach [32, 35].
W pracach [48, 49] zaproponowano stosowanie LMI do badania stabilnosci.

Prosta komputerowa metode badania stabilnosci uktadéw niecatkowitego rzedu
wspotmiernego podano w pracach [10, 8]. Zostala ona uogélniana dla ukladow
niewspoimiernego rzedu w [7, 8] oraz w pracy [9] dla ukladow z opdznieniami rzedu
niecatkowitego wspotmiernego.

Niech

y(s) =8 (49)
Wo(S)

gdzie w(s) jest wielomianem charakterystycznym ukladu niecalkowitego rzedu o postaci

(18) zas wy(s) jest wielomianem odniesienia niecatkowitego stopnia roOwnego stopniowi
wielomianu (18). Bedziemy zaklada¢, Ze wielomian odniesienia wy(s) jest stabilny,
tj. spetnia warunek w,(s)# 0 dla Res > 0.

Wielomian odniesienia mozna wybra¢ np. w postaci wy(s) =d(s +c¢)*", gdzie state ¢ i d sa
dodatnie. Mozna np. przyja¢ d =a, (a, jest wspotczynnikiem wielomianu (18)) oraz ¢ =1.
Zauwazmy, ze dla ¢ >0 wielomian w;,(s) jest stabilny, zgodnie z twierdzeniem 2.

Twierdzenie 3 [10]. Wielomian (18) niecatkowitego stopnia jest stabilny wtedy i1 tylko
wtedy, gdy

Aarg y(jo)=0, (50)
me(—00,0)
gdzie y(jo)=y(s) dla s = jo.
Warunek (50) jest spetniony wtedy 1 tylko wtedy, gdy przy ® zmieniajacym si¢ od —o0 do o
wykres funkcji y(jo) (ktdry mozna nazwac¢ uogoélnionym zmodyfikowanym hodografem

Michajtowa) nie obejmuje poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi
przez niego.

Jezeli wielomian odniesienia ma postaé w,(s)=d (s +¢c)*" przy d =a,, to ze wzorow (18)
1(49) mamy
4

lim y(jo)=1, w(j0)=—2_. (51)
®—>t0

a,c

Z powyzszego i twierdzenia 3 wynika, ze wykres funkcji y(jo) przy o €(—o,©) okraza
poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lub przechodzi przez niego, jezeli a,/a, <0.

Stuszny jest wigc ponizszy lemat.

Lemat 2. Wielomian (18) niecatkowitego stopnia nie jest stabilny jezeli a,/a, < 0.

Przyklad 4 [10]. Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej ztozony z obiektu o
transmitancji G(s) =1/D,(s), gdzie [41, 58]

Dy(s)=0.85*% +0.55" +1 (52)

i regulatora PD niecatkowitego rz¢du o transmitancji
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C(s) =20.5+3.7343s"". (53)

Wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu regulacji ma postac

w(s) = Dy(s) + C(s) = 0.8s>* +3.7343s""° +0.55" +21.5. (54)

Zgodnie z twierdzeniem 2 uktad zamknigty jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
(54) nie ma zer w prawej domknigtej potplaszczyznie zespolonej ptaszczyzny Riemanna, tj.
w(s)#0 dla Res>0.

Stosujac w (54) podstawienia o =1/20 oraz A=s*=s"%

wielomian naturalnego stopnia

otrzymamy stowarzyszony

(L) = 0.8 +3.73430% + 0.50% +21.5. (55)

Zauwazmy, ze wielomian (55) jest 44 stopnia 1 tylko cztery niezerowe wyrazy.

Rozpatrywany uktad jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera wielomianu (55)
leza w obszarze pokazanym na rysunku 8a) przy a =1/20 (wtedy an/2 =m/40).

Zauwazmy, ze dla wielomianu (55) nie jest spelniony warunek konieczny Hurwitza, zgodnie
z ktorym wielomian ten moze mie¢ wszystkie zera o ujemnych czg$ciach rzeczywistych tylko
wtedy, gdy wszystkie jego wspotczynniki s niezerowe i maja ten sam znak.

Wykres funkcji y(jm) = w(jo)/w,(jo), gdzie w(s) ma postaé (54) zas w,(s) = 0.8(s + 5)**
jest wielomianem odniesienia, ktoérego wszystkie zera leza w obszarze stabilno$ci, jest
pokazany na rysunku 9, przy czym lim y(jo)=1; y(;0)=0.7791.

®—>*o0

0.2 0.6 1

Rys. 9. Wykres funkcji y(jo)

Z rysunku 9 wynika, Zze uogdlniony zmodyfikowany hodograf Michajlowa wy(j®) nie
obejmuje poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej ani nie przechodzi przez niego, co
oznacza zgodnie z twierdzeniem 3, Ze rozpatrywany uktad regulacji niecatkowitego rzg¢du jest
stabilny.
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Rozpatrzmy teraz dodatni uktad niecatkowitego rzedu opisany rownaniami stanu (28)
o macierzach spetniajacych warunki (35).

Z lematu 1 i pracy [19] wynika nastgpujacy prosty warunek dostateczny stabilnosci.

Twierdzenie 4. Dodatni uklad niecatkowitego rzedu opisany rdéwnaniami stanu (28),
spetniajacy warunki (35), jest stabilny dla dowolnego 0 <a <1, jezeli sa dodanie wszystkie

wspotczynniki stowarzyszonego wielomianu charakterystycznego
w(L) = det(M — A). (56)

Dowod. Jezeli wszystkie wspolczynniki wielomianu charakterystycznego (56) macierzy
Metzlera A sa dodatnie, to wszystkie zera tego wielomianu maja ujemne czgsci rzeczywiste
[19], a wige dla kazdego 0 < a <1 leza w obszarze stabilnos$ci pokazanym na rysunku 8a).

Przyklad 5. Wezmy pod uwage dodatni uktad niecatkowitego rzedu opisany réwnaniami
stanu (28) o macierzach (33).

Dla rozpatrywanego ukladu warunek twierdzenia 4 nie jest speilniony, bowiem
W(A) =det(M — A) =A*. Wielomian W(A)=2> ma podwdjne zero w poczatku ukladu
wspotrzednych. Nie lezy ono w obszarze stabilno$ci pokazanym na rysunku 8a) dla
dowolnego O<a <1, co oznacza, ze rozpatrywany uklad (podwojny integrator
niecatkowitego rzedu o) nie jest stabilny.

6. UWAGI KONCOWE

W pracy podano podstawowe wiadomos$ci z zakresu rachunku rdézniczkowo-catkowego
niecatkowitego rzedu oraz wybranych jego zastosowan w automatyce 1 robotyce.
W rozwazaniach ograniczono si¢ do uktadow z czasem ciaglym.

Na bazie literatury (w tym wiasnych publikacji) zostaly oméwione dwie rownowazne sobie
definicje rozniczko-catek niecatkowitego rzedu (Riemanna-Liouville’a i Caputo) oraz takie
zagadnienia, jak: metody opisu ciaglych uktadéow niecalkowitego rzedu (rdwnanie
rézniczkowe niecatkowitego rzedu, transmitancja operatorowa, rOwnania stanu), badanie
stabilnosci ciaglych ukladow niecatkowitego rzgdu wspoOtmiernego, opis 1 synteza
regulatoréw niecatkowitego rzedu, ich modelowanie oraz realizacja praktyczna.

Pomocnym narz¢dziem w procesie analizy i1 syntezy ukladéw dynamicznych catkowitego
rzedu jest pakiet oprogramowania MATLAB/SIMULINK. Z powodzeniem moze on by¢
wykorzystywany do czgstotliwo$ciowej analizy uktadow niecalkowitego rz¢du. Jednakze do
analizy w dziedzinie czasu oraz do wyznaczania wymiernych aproksymacji niewymiernych
transmitancji (p. 4.2 niniejszej pracy) niezbedne jest dodatkowe oprogramowanie. Takie
oprogramowanie, wspolpracujace z programami systemu MATLAB, juz istnieje.

Do syntezy regulatorow typu CRONE stuzy Crone toolbox for Matlab, opracowany przez
tzw. zespot CRONE z University of Bordeaux. Nie jest on bezposrednio dostepny (wymagany
jest jego zakup).

Bezposrednio dostgpne (bezptatnie) oprogramowanie mozna znalez¢ na stronach
internetowych pod nizej podanymi adresami:

http://people.tuke.sk/igor.podlubny/ - strona I. Podlubnego ([41]-[43])
http://www.ee.pw.edu.pl/~dsieroci/fsst/fsst.htm - strona D. Sierociuka [50],

http://web.ist.utl.pt/duarte.valerio/ninteger/ninteger.htm - strona D. Valerio [52].
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http://www.pidlab.com/en/home - zdalne laboratorium sterowania niecatkowitego rzedu
(Czechy)

Na stronie D. Valerio jest dostepny Ninteger toolbox, opisany w pracy [52].

Do obliczen i symulacji przeprowadzonych w podanych w niniejszej pracy przyktadach
oprocz programoéw pakietu MATLAB/SIMULINK wykorzystano oprogramowanie dostepne
na stronach I. Podlubnego 1 D. Sierociuka (przyklad 1) oraz na stronie D. Valerio
(przyktad 3).
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