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Tor wielkoprądowy złożony  
z dwóch przewodów o przekroju  
rozciętego okręgu

Zadany jest układ 
dwóch przewodów pro-
stoliniowych o długości 
l = 2 m, przekroju rozcię-
tego okręgu o wysoko-
ści h = 20 mm, szerokości 
b = 10 mm, oddalonych 
od siebie o d = 2 mm, 
przewodności elektrycz-
nej γ, wykonanych z ma-
teriału nieferromagne-
tycznego o przenikalności 
magnetycznej ! o (rys. 1).

Do symulacji w pro-
gramie FEMM zastoso-
wano siatkę obliczenio-
wą złożoną z 219 490 
węzłów i 438 906 elementów trójkątnych (rys. 2). Wyniki 
obliczeń przedstawiono w tab. 1.

Na rys. 3 przedstawiono wykres części rzeczywistej zespo-
lonego potencjału wektorowego A. Na rys. 4a przedstawiono 
rozkład gęstości prądu, natomiast na rys. 4b − rozkład natęże-
nia pola magnetycznego w omawianym przekroju.

Tor wielkoprądowy złożony z czterech 
przewodów kwadratowych

Zadany jest układ czterech przewodów prostoliniowych o dłu-
gości l = 2 m, przekroju kwadratowym o boku b = 10 mm, 
przewodności elektrycznej γ, wykonanych z materiału niefer-
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Układy do nagrzewania indukcyjnego są złożone ze źródła zasilania, toru wielkoprądowego, wzbudnika oraz wsadu [2].  

Źródła napięcia zasilające wzbudniki to przede wszystkim nowoczesne przemienniki częstotliwości, będące urządzeniami tran-

zystorowymi ze sterownikami mikroprocesorowymi. Zwiększają one częstotliwość prądu zasilającego cewki nagrzewające  

w bardzo różnym zakresie w zależności od przeznaczenia hartowanej rury. Umożliwiają także precyzyjne sterowanie parametrami 

całego procesu nagrzewania indukcyjnego. Aby zapewnić optymalne warunki pracy takich przemienników, należy odpowiednio do-

brać parametry pozostałych elementów układu, ograniczając wartości rezystancji i reaktancji do wartości możliwie najmniejszych. 

Nowoczesne pakiety komputerowe są przydatnym narzędziem na etapie projektowania, umożliwiającym wykonanie symulacji  

dla różnych kon�guracji geometrycznych torów. Również prace [4–6, 9] pozwalają na wyznaczenie macierzy impedancyjnej  

toru jako funkcjonału pola elektromagnetycznego z uwzględnieniem zjawisk naskórkowości i zbliżenia. Dla wytypowanych geo-

metrii toru przeprowadzono wielowariantowe obliczenia, których wybrane wyniki zostały przedstawione w pracy.

Słowa kluczowe: pole elektromagnetyczne, nagrzewanie indukcyjne, hartowanie indukcyjne, naskórkowość, efekt zbliżenia

ory wielkoprądowe stosowane w układach nagrzewania 
indukcyjnego są niezwykle różnorodne [1, 3]. Konstru-

ując tor będący częścią układu zasilana nagrzewnic należy sto-
sować takie kon&guracje i wymiary geometryczne, dla których 
rezystancja i reaktancja są możliwie małe. Obliczenie macie-
rzy impedancji toru wielkoprądowego o skończonej długości 
z uwzględnieniem zjawiska naskórkowości i zbliżenia jest 
skomplikowane. W pracy przedstawiono wyniki wielowarian-
towej symulacji toru o długości 2 m wiodącego prąd o natę-
żeniu 2 kA, zasilanego ze źródła napięcia o częstotliwości 
12kHz. Dla tak określonych parametrów wybrano trzy kon-
strukcje torów i przedstawiono wybrane wyniki. 

Rys. 1.  Wsad rurowy z wzbudnikiem wewnętrznym

Fig. 1.  Tubular workpiece by means of the internal inductor

Na rys. 1 przedstawiono fragment układu nagrzewnicy in-
dukcyjnej stosowanej do nagrzewania rur od wewnątrz z szy-
noprzewodami zasilającymi wzbudnik wewnętrzny w kształ-
cie rozciętego okręgu.

Rys. 2.  Dyskretyzacja obszaru oblicze-
niowego szynoprzewodu o prze-
kroju rozciętego okręgu

Fig. 2.  Discretization of wire track area 
calculation section as a slashed 
circle
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Tab. 1.  Wyniki obliczeń dla jednego pro�lu

Tab. 1.  The results of calculations for a single pro�le

Moduł prądu (A) 2000

Napięcie zespolone (V) 4,55489+j20,4692

Impedancja (napięcie/prąd) (W) 0,00227745+j0,0102346 

Moc czynna (W) 4554,89

Moc bierna (Var) 20469,2

Moc pozorna (VA) 20969,8 

Rys. 6.  Rozkład linii sił pola dla omawianego przekroju

Fig. 6 .  Real component of A for this section

Rys. 5.  Dyskretyzacja obszaru obliczeniowego

Fig. 5.  Discretization of computational area 

romagnetycznego o przenikalności magnetycznej ! o, oddalo-
nych od siebie o 2 mm.

Zastosowano siatkę obliczeniową złożoną z 326 892 węzłów 
i 653 705 elementów trójkątnych (rys. 5). Wyniki obliczeń 
przedstawiono w tab. 2, natomiast rozkład gęstości prądu oraz 
natężenia pola magnetycznego przedstawiono na rys. 7a i 7b.

Tab. 2.  Wyniki obliczeń dla jednego pro�lu

Tab. 2.  The results of calculations for a single pro�le

Moduł prądu (A) 2000

Napięcie zespolone (V) 9,50748+j40,0976

Impedancja (napięcie/prąd) (Ω) 0,00475374+j0,0200488

Moc czynna (W) 9507,48 

Moc bierna  (Var) 40097,6 

Moc pozorna (VA) 41209,3 

Rys. 4a.  Rozkład gęstości prądu toru

Fig. 4a.  Distribution of current density of the track

Rys. 4b.  Rozkład natężenia pola magnetycznego toru

Fig. 4b.  The distribution of magnetic �eld strength of the track

Rys. 7a.  Rozkład gęstości prądu toru

Fig. 7a.   Distribution of current density in the track

Rys. 3.  Rozkład linii sił pola dla omawianego przekroju 

Fig. 3.  Real component of A for this section

Tor wielkoprądowy złożony z dwóch 
przewodów prostokątnych

Zadany jest układ dwóch przewodów prostoliniowych o dłu-
gości l = 2 m, przekroju prostokątnym o bokach 10×20 mm, 
przewodności elektrycznej γ, wykonanych z materiału niefer-
romagnetycznego o przenikalności magnetycznej ! o. Odle-
głość między przewodami wynosi 2 mm.
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Rys. 7b.  Rozkład natężenia pola magnetycznego toru

Fig. 7b.   The distribution of magnetic �eld strength of the track

Rys. 8.  Dyskretyzacja obszaru obliczeniowego szynoprzewodu o prze-
kroju prostokątnym

Fig. 8.  Discretization calculations area of rectangular cross-section

Rys. 9.  Rozkład linii sił pola dla omawianego przekroju

Fig. 9.  Real component of A for this section

Zastosowana siatka obliczeniowa złożona jest z 266  637 wę-
złów i 533  194 elementów trójkątnych (rys. 8). Wyniki obli-
czeń przedstawiono w tab. 3.

Tab. 3.  Wyniki obliczeń dla jednego pro�lu

Tab. 3.  The results of calculations for a single pro�le

Moduł prądu (A) 2000 

Napięcie zespolone (V) 4,4291+j20,2065 

Impedancja (napięcie/prąd) (W) 0,00221455+j0,0101033 

Moc czynna (W) 4429,1 

Moc bierna (Var) 20206,5 

Moc pozorna (VA) 20686,2 

Rys. 10.  Schemat układu przewodów szynowych; LRE  , ,  − parame-
try wewnętrzne źródła zasilania, 00  , LR  − parametry zastęp-
cze wzbudnika i wsadu

Fig. 10.  Induction heating diagram; LRE  , ,  − power source inside 
parameters, 00  , LR  − workpiece and inductor parameters

Ze względu na najmniejszą wartość impedancji wejściowej pro-
&lu o przekroju prostokątnym, Z=0,00221455+j0,0101033 Ω, 
pro&l ten poddano dalszej analizie.

Między końcami przewodów wymuszone są sinusoidalnie 
zmienne w czasie różnice potencjałów o pulsacji ω, których 
wartości zespolone wynoszą 

1
U  i 

2
U  (rys. 10).

Wymuszone w ten sposób pole elektryczne wynoszące 
)(XVgrad−  powoduje wewnątrz przewodów przepływ prą-

dów o gęstości zespolonej J_ (X), który z kolei indukuje we-
wnątrz tych przewodów i na zewnątrz zespolone pole elek-
tryczne indukcji równe )(j XAω− . Wypadkowe zespolone 
pole elektryczne przyjmuje wówczas postać [10]:

E A( ) ( ) ( )X V X X= − −grad jw                (1)

gdzie wektorowy potencjał magnetyczny

A J
( , , )

( , , )

( ) ( ) ( )( )

x x x
y y y

x y x y x yv p

1 2 3

1 2 3

1 1

2

2 2

2

3 3

22
= ⋅

− + − + −

m

p

o ∫∫∑
=p

y y y
1

2

1 2 3d d d

         
w którym 

)( p
v  jest obszarem p-tego przewodu. 

Uwzględniając prawo Ohma
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oraz równania (1) i (2), otrzymuje się równanie [7, 8]:
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Mając na uwadze rozwiązanie numeryczne równania całko-
wego (4), dokonuje się w pierwszej kolejności podziału obsza-
ru całkowania poszczególnych części przewodów na elementy 
w postaci włókien o przekroju prostokątnym, których pole wy-
nosi: DS = DxDy, przy czym Nx i Ny są liczbami podziału po-
szczególnych boków przekroju przewodu na odcinki.

Jeśli założy się, że wektor gęstości prądu ma tylko jedną 
składową wzdłuż osi toru, to dzieląc prądy poszczególnych 
włókien przez DS = DxDy otrzymuje się następujący wzór na 
rozkład gęstości prądu w s-tym przewodzie:
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(5)
Jeżeli w układzie zadany jest całkowity prąd –I 1= –I 2= –I 3=–

I, to wartość skuteczna _J 
(s)
n   rozkładu gęstości prądu (5) 

odniesiona do średniej wartości skutecznej gęstości Js=I/bh 
wyraża się wzorem

(2)
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Dla wybranego przekroju szynoprzewodu sporządzono 
rozkłady gęstości prądu oraz natężenia pola magnetycznego 
(rys. 11a i 11b).

Podsumowanie

Za pomocą programu FEMM przeprowadzono wielowariantową 
symulację komputerową układów o różnej geometrii. Zbadano 
wpływ kształtu przekroju toru na wartości impedancji wejścio-
wej wyrażonej poprzez stosunek napięcia do prądu. Z wykona-
nych rozkładów gęstości prądu w przewodach szynowych moż-
na zaobserwować zjawisko naskórkowości (badania dla częstotli-
wości 12 kHz) oraz silny efekt zbliżenia. W pracy przedstawiono 
jedynie wybrane symulacje dla przewodów oddalonych od siebie 
o 2 mm i częstotliwości 12 kHz. W każdym przypadku rozpatry-
wano przewody miedziane o zbliżonym przekroju czynnym. Wy-
konane symulacje pokazują, że program FEMM jest przydatnym 
narzędziem do wstępnej i przybliżonej analizy pola magnetycz-
nego. Z powodzeniem może być stosowany do wyznaczania im-
pedancji wejściowych przewodów rurowym o różnym przekroju 
z uwzględnieniem zjawisk naskórkowości i zbliżenia.
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Application of numerical simulation to study 

the tubular high current bus-ducts in the value 

determination process of induction heating pipes, 

taking into account electromagnetic phenomena

For induction heating systems are made of a power source cir-

cuit, inductor and tubular workpiece. Sources of supply volta-

ge inductors are primarily modern frequency converters, which 

are devices driver transistor microprocessor. They increase the 

frequency of the supply current heating coil in a very di�erent 

extent depending on the use of hardened pipe. Also allow pre-

cise control of the process parameters of induction heating. To 

ensure optimum operation of such converters should be appro-

priately chosen parameters of the other elements of the system, 

reducing resistance and reactance values for the smallest po-

ssible value. Modern computer packages are therefore a use-

ful tool in the design phase, enabling the execution of simula-

tions for di�erent geometrical con�gurations of track. Also al-

low the appointment of the track impedance matrix as a func-

tional of the electromagnetic �eld, taking into account skin ef-

fect and proximity e�ects. For the selected track geometry cal-

culations were carried out multi-variant, which selected results 

are presented in the work.

Keywords: electromagnetic �eld, induction heating, induction 

hardening, skin e�ect, proximity e�ect
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Rys. 11a. Rozkład gęstości prądu toru

Fig. 11a. Distribution of current density of the track

Rys. 11b. Rozkład natężenia pola magnetycznego toru

Fig. 11b. The distribution of magnetic �eld strength of the track
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