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Obliczanie niepewności pomiaru  
zgodne z definicją przedziału rozszerzenia  

na przykładzie opracowania wyniku 
wzorcowania mikrometru

Paweł Fotowicz

W artykule przedstawiono obliczenia niepewności rozszerzonej metodą numeryczną i analityczną. Obie metody umożliwiają wy-
znaczanie niepewności zgodnie z przyjętą definicją przedziału rozszerzenia zawartą w najnowszym dokumencie normatywnym. 
Metoda numeryczna polega na symulacji Monte Carlo, a metoda analityczna bazuje na przybliżeniu operacji splotu rozkładów 
wielkości wejściowych, poprzez model matematyczny dla wielkości wyjściowej. Obie metody prowadzą do tego samego rezulta-
tu obliczeniowego i można je realizować przy użyciu arkusza kalkulacyjnego. Metody zilustrowano przykładem opracowania wy-
niku pomiaru przy wzorcowaniu przyrządu pomiarowego − mikrometru.

Słowa kluczowe: niepewność pomiaru, wzorcowanie, mikrometr

e współczesnej metrologii następują istotne zmiany 
w podejściu do opracowywania wyniku pomiaru [1]. 

Klasyczne prawo propagacji niepewności zastępowane jest 
zasadą propagacji rozkładów, realizowaną przez model mate-
matyczny wielkości mierzonej, a miarą niepewności jest prze-
dział rozszerzenia. W tradycyjnym podejściu miarą niepewno-
ści jest niepewność rozszerzona obliczana jako iloczyn współ-
czynnika rozszerzenia i złożonej niepewności standardowej [2]. 
Nowe rozwiązania opierają się na definicji przedziału rozsze-
rzenia, którego granice wyznaczają kwantyle rozkładu prawdo-
podobieństwa związanego z wielkością mierzoną [3]. Parame-
try tego rozkładu są wyznaczane na ogół metodą numeryczną 
przy użyciu symulacji Monte Carlo. Postępowanie polega na 
zastosowaniu procedury z użyciem generatora liczb losowych. 

Obliczenia metodą numeryczną
Procedurę obliczeniową można wykonać przy użyciu arkusza 
kalkulacyjnego Excel, wyposażonego we wbudowaną funkcję 
o nazwie „los”. Funkcja ta oddaje zbiór wartości losowych z za-
kresu od 0 do 1 o rozkładzie równomiernym. Należy tę funk-
cję przekształcić do postaci umożliwiającej generowanie zbio-
rów o typowych rozkładach prawdopodobieństwa, takich jak 
rozkład prostokątny, trójkątny, normalny czy Studenta, które 
stosuje się do opisu wielkości wejściowych. 

Rozkłady: prostokątny P(0, u), trójkątny T(0, u) oraz nor-
malny N(0, u), o zerowej wartości oczekiwanej i dowolnej 
wartości odchylenia standardowego, można uzyskać generu-
jąc zbiory wartości przy użyciu równań
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Uzyskanie rozkładu Studenta wymaga zastosowania dwóch 
kroków postępowania. W pierwszym generujemy zbiór wartości 

o rozkładzie normalnym standaryzowanym N(0, 1), a w dru-
gim − zbiór wartości zmiennej losowej t o rozkładzie Studenta
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gdzie n jest liczbą obserwacji, x
_
 średnią zbioru obserwacji, a s(x) 

odchyleniem standardowym eksperymentalnym tego zbioru. 
W przypadku pomiarów wzorcujących mamy do czynienia 

z liniowym lub linearyzowanym równaniem pomiaru, które 
w ogólnej postaci przyjmuje formę

                    (5)

gdzie y to wielkość wyjściowa będąca wielkością wzorcowaną 
lub błędem wskazania przyrządu pomiarowego, y

_  
jej estyma-

ta, dxi wielkości wpływające, a ci współczynniki wrażliwości. 
Wielkości te są powiązane z odpowiednimi wielkościami bu-
dżetu niepewności (tab. 1). Każdą z wielkości wejściowych xi 
można przedstawić w postaci sumy jej estymaty xi

_
  jako war-

tości stałej oraz części zmiennej dxi

 x x xi i i= + d                                 (6)

W praktyce większość wielkości wejściowych charakteryzu-
je się zerową wartością estymaty, pełniąc rolę wielkości wpły-
wających.

Zbiory wartości części zmiennych dxi wielkości wejścio-
wych można wyznaczyć przy użyciu funkcji: 
dxi = P(0, u)  dla wielkości o rozkładzie prostokątnym
dxi = T(0, u)  dla wielkości o rozkładzie trójkątnym
dxi = N(0, u)  dla wielkości o rozkładzie normalnym
dxi = S(0, u)  dla wielkości o rozkładzie Studenta.

W praktyce obliczeniowej jako u najlepiej przyjąć udział 
niepewności ui(y). Wówczas zmienne dxi zawierają również 
współczynnik wrażliwości ci, a równanie pomiaru sprowadza 
się do postaci addytywnej
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Przykład obliczeniowy
Jako przykład obliczeniowy moż-
na przedstawić opracowanie wy-
niku wzorcowania mikrometru 
przy użyciu płytki wzorcowej. 
Równanie pomiaru, w postaci 
błędu wskazania mikrometru, 
ma postać

e l l l lt= + − −d dw     (9)

gdzie: l – długość płytki zmie-
rzona mikrometrem, dl – roz-
dzielczość pomiaru mikrome-
trem, lw  – długość płytki wzor-
cowej, dlt  – poprawka tempera-
turowa.

 
W równaniu występują cztery wielkości wejściowe:

1)  Długość płytki zmierzona mikrometrem – l 
Wykonano pięć pomiarów różnicowych długości płytki 

wzorcowej, za każdym razem zerując wskazanie mikrometru, 
których wyniki zestawiono w tab. 2. Estymatą wielkości jest 
średnia serii n = 5 obserwacji, a miarą niepewności standardo-
wej jest odchylenie standardowe eksperymentalne tej średniej

    u l
s l( ) = ( )

5
 = 0,32 µm                     (10)

Z wielkością tą związany jest rozkład Studenta o liczbie stop-
ni swobody v = n – 1 = 4.

Tab. 2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu mikrometru
Tab. 2. Measurement data for calibrated micrometer 

Obserwacje
l

20,001 mm
20,002 mm
20,001 mm 
20,000 mm 
20,001 mm 

l
_

20,001 mm

s(l ) 0,71 µm

2)  Rozdzielczość pomiaru mikrometrem – dl
Należy uwzględnić jednocześnie rozdzielczość ustawienia 

zera mikrometru i odczytu na płytce wzorcowej, która wyno-
si 1 µm. W przypadku pomiaru różnicowego sumaryczna roz-
dzielczość opisana jest rozkładem trójkątnym powstającym ze 
złożenia dwóch rozkładów prostokątnych, w punkcie zerowa-
nia i na wzorcu. Niepewność standardowa wynosi

                         (11)

3) Długość płytki wzorcowej – lw
W świadectwie wzorcowania płytki wzorcowej podano, 

że długość jej wynosi: lw = 20,0002 mm i została wyznaczo-
na z niepewnością rozszerzoną U = 0,1 µm przy współczynni-
ku rozszerzenia k = 2 dla poziomu ufności 95 %. Niepewność 
standardowa wynosi

Tab. 1. Budżet niepewności
Tab. 1. Uncertainty budget

Symbol
wielkości

Estymata
wielkości

Niepewność
standardowa

Rozkład  
prawdopodobieństwa

Współczynnik  
wrażliwości

Udział  
niepewności
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[u(xN)]

nazwa {cN}[cN] {uN(y)}[uN(y]

y {y
_
}[y

_
] {uc(y)}[uc(y)]

                         (7)

Estymatę wielkości wyjściowej można wyznaczyć jako funkcję 
estymat wielkości wejściowych, na podstawie równania pomiaru

                              (8)

Mając wyznaczone wszystkie wielkości zapisane w tabeli bu-
dżetu niepewności, możemy przystąpić do obliczeń wielkości 
wyjściowej metodą propagacji rozkładów przy użyciu symu-
lacji Monte Carlo. W kolejnych kolumnach arkusza wpisuje-
my odpowiednie formuły obliczające wartości zgodne z od-
powiednimi rozkładami dla wielkości wejściowych: prostokąt-
nym, trójkątnym, normalnym lub Studenta. W oddzielnej ko-
lumnie wykonujemy obliczenia równania pomiaru, wprowa-
dzając do każdej komórki tej kolumny sumę estymaty wielko-
ści wyjściowej y

_ 
i możliwych wartości dla wszystkich wielko-

ści wejściowych dxi zgodnie z przyjętymi rozkładami prawdo-
podobieństwa. Ponieważ w kolumnie tej zapisane są formu-
ły realizujące równanie pomiaru, należy ją przekopiować do 
innej kolumny w postaci samych wartości liczbowych (ope-
racja: wklej specjalnie – wartości). Następnie sortujemy zbiór 
tych wartości od najmniejszej do największej (operacja: sortuj 
rosnąco). W kolumnie obok możemy również wpisać kolej-
ne prawdopodobieństwa, zaczynając od wartości p = 0,0001, 
a kończąc na wartości p = 1 z krokiem 0,0001. W ten spo-
sób możemy zobrazować, przy użyciu operacji: wstaw wykres 
(punktowy), dystrybuantę numeryczną rozkładu prawdopo-
dobieństwa związanego z wielkością wyjściową.

Z posortowanego zbioru wartości dla wielkości wyjścio-
wej odczytujemy zawartość komórek 250 i 9750. Komór-
ki te przedstawiają wartości dolnej i górnej granicy przedzia-
łu rozszerzenia dla prawdopodobieństwa 95 %. Odejmując 
od wartości górnej granicy jej wartość dolną i dzieląc wynik 
przez dwa otrzymujemy niepewność rozszerzoną dla prawdo-
podobieństwa 95 %.

Wykonując obliczenia w arkuszu można również skorzy-
stać z narzędzi analizy danych zawartych w dodatku Analysis 
ToolPak w postaci generatorów liczb pseudolosowych o róż-
nych rozkładach. Szczególnie przydatny może być generator 
o rozkładzie jednostajnym i normalnym, co można wykorzy-
stać przy realizacji obliczeń metodą Monte Carlo.
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Wszystkie wielkości zesta-
wiono w tabeli budżetu nie-
pewności (tab. 3).

Wszystkie obliczenia wy-
konywane są w arkuszu kal-
kulacyjnym. Widok strony 
obliczeniowej przedstawio-
no na rys. 1. Dane wejścio-
we wprowadzane są do tabeli 
budżetu. Arkusz oblicza nie-
pewności standardowe, udzia-
ły niepewności i złożoną nie-
pewność standardową. W ko-
lumnach od M do P oblicza-
ne są zbiory wartości wielko-
ści wejściowych o przyjętych 
rozkładach prawdopodobień-
stwa. W kolumnie L genero-
wany jest zbiór wartości o roz-

kładzie normalnym standaryzowanym, aby na jego podstawie 
w kolumnie M wyznaczyć zbiór zmiennej t o rozkładzie Stu-
denta z liczbą stopni swobody v = 4 i odpowiednim udziale 
niepewności charakterystycznym dla pierwszej wielkości wej-
ściowej.  W kolumnie N wyznaczany jest zbiór wartości o roz-
kładzie trójkątnym z udziałem niepewności charakterystycz-
nym dla drugiej wielkości wejściowej, podobnie w kolejnych 
kolumnach O i P zbiory wartości o rozkładzie normalnym 
i prostokątnym oraz odpowiednich udziałach niepewności 
charakterystycznych dla trzeciej i czwartej wielkości wejścio-

    u lw m 5 m( ) = =
0 1
2

0 0, ,                     (12)

4)  Poprawka temperaturowa – dlt
W trakcie pomiaru temperatura mogła zmienić się w gra-

nicach: ±1 ºC, a współczynnik rozszerzalności cieplnej ma-
teriału płytki wzorcowej wynosi: 12 . 10-6 °C-1. Niepewność 
standardowa to

   u ltd( ) =
⋅ ⋅ −1 12 10

3
20 0002

6 -1

  (13)

Tab. 3. Budżet niepewności wzorcowania mikrometru

Tab. 3. Uncertainty budget of micrometer calibration

Symbol wielkości
Estymata 
wielkości

Niepewność 
standardowa

Rozkład 
prawdopodobieństwa

Współczynnik 
wrażliwości

Udział  niepewności

l 20,001 mm 0,32 µm Studenta (v = 4) 1 0,32 µm

dl 0 mm 0,41 µm trójkątny 1 0,41 µm

lw  20,0002 mm 0,05 µm normalny -1 -0,05 µm

dlt 0 mm 0,14 µm prostokątny -1 -0,14 µm

e 0,0008 mm 0,54 µm

0
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Rys. 2. Dystrybuanta numeryczna rozkładu wartości dla błędu 
wskazania wzorcowanego mikrometru

Fig. 2. Distribution function attributed to the error of indication of 
calibrated micrometer 
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Rys. 3. Histogram rozkładu wartości dla błędu wskazania 
wzorcowanego mikrometru

Fig. 3. Histogram attributed to the error of indication of calibrated 
micrometer 

Rys. 1. Widok strony obliczeniowej niepewności pomiaru metodą numeryczną

Fig. 1. Worksheet of measurement uncertainty calculation by numerical method
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wej. W kolumnie Q realizowane jest równanie pomiaru. Za-
wartość tej kolumny w postaci wartości liczbowych kopiowa-
na jest do kolumny S, a jej zawartość sortowana jest rosnąco. 
W kolumnie T posortowanym wartościom wielkości wyjścio-
wej przypisywane są kolejne prawdopodobieństwa, zaczynając 
od 0,0001. Na podstawie zbiorów wartości zawartych w są-
siednich kolumnach S i T możemy wykreślić przebieg dystry-
buanty numerycznej zbioru możliwych wartości błędu wska-
zania mikrometru (rys. 2). Dodatkowo można również wy-
znaczyć histogram powyższego zbioru (rys. 3) poprzez opcję 
Histogram (dodatek Analysis ToolPak) lub przy użyciu funk-
cji arkusza o nazwie częstość.

Na podstawie zbioru danych wyjściowych (kolumna S) ob-
liczana jest wartość średnia jako miara błędu pomiaru e oraz 
granice przedziału rozszerzenia tego błędu: dolna elow i gór-
na ehigh. Wartość dolnej granicy błędu zawarta jest w komór-
ce o adresie S250, a wartość górnej granicy w komórce o ad-
resie S9750. Na tej podstawie można wyznaczyć długość prze-
działu rozszerzenia

    
                   

(14)

Niepewność rozszerzona jest połową przedziału rozszerzenia 

                            (15)

Wynik wzorcowania można zapisać w postaci błędu wska-
zania mikrometru dla płytki wzorcowej o długości 20 mm, 
który wynosi (0,8 ± 1,2) µm.

Porównanie wyniku z obliczeniami metodą 
analityczną
Do wyznaczania niepewności rozszerzonej zgodnie z przyję-
tymi definicjami przedziału rozszerzenia opracowano meto-
dę analityczną opartą na splocie rozkładów wielkości wejścio-
wych [4]. Jej aplikację przedstawiono w artykule [5]. Meto-
dę łatwo implementuje się do arkusza kalkulacyjnego. Meto-
da polega na zastosowaniu przybliżonego wzoru na niepew-
ność rozszerzoną postaci

            U k
t v

k
u yi

i

N

= ( ) ( )



=

∑PN
N

2

1            (16)

gdzie kPN to kwantyl rozkładu typu P*N [5], t(v) to kwan-
tyl rozkładu Studenta z liczbą stopni swobody v, kN to kwan-
tyl rozkładu normalnego (kN =1,96 dla prawdopodobieństwa 
95 %). Wartości współczynnika kPN dla prawdopodobieństwa 
95 % zostały przedstawione w publikacjach [4, 5] w funkcji 
ilorazu udziału niepewności

                 r
u y

u y u y
u

i

i

=
( )

( ) − ( )
max

maxc
2 2

                     (17)

gdzie ui(y)max to największy udział niepewności wielkości wej-
ściowej o rozkładzie prostokątnym. 

Widok strony obliczeniowej pokazano na rys. 4. Tabela 
budżetu zawiera dodatkową kolumnę z liczbą stopni swobo-
dy. W kolumnie M wyznaczany jest największy udział o roz-
kładzie prostokątnym (w przykładzie obliczeniowym wnosi 
go składowa prostokątna rozkładu trójkątnego). W kolumnie 
N wyznaczany jest pierwiastek z sumy kwadratów udziałów, 
odpowiednio zgodnie z wzorem (16), powiększony o iloraz 
kwantyla rozkładu Studenta do kwantyla rozkładu normalne-
go. W kolumnie O zapisano wartości współczynników kPN, 
a w kolumnie P wartości graniczne dla ilorazu niepewności 
[4]. Kolumna Q zawiera wartości obliczonego ilorazu nie-
pewności ru. W kolumnie R przy użyciu funkcji logicznych 
przepisywana jest wartość kPN, gdy ru jest mniejsze od war-
tości granicznej lub zero, gdy ru jest większe od tej wartości. 
Za pomocą funkcji max wybierana jest największa wartość 
współczynnika kPN, która pozwala na obliczenie niepewności 
rozszerzonej U (w komórce o adresie I13). Dodatkowo wy-
znaczana jest wartość współczynnika rozszerzenia k dla wiel-
kości wyjściowej (w komórce o adresie D13).

Wynik pomiaru otrzymany metodą analityczną, w posta-
ci błędu wskazania mikrometru dla płytki wzorcowej o dłu-
gości 20 mm, wynosi (0,8 ± 1,2) µm i liczbowo nie różni się 
od wyniku otrzymanego metodą numeryczną. Nie oznacza to 

jednak, iż niepewności rozsze-
rzone w obu przypadkach ob-
liczeń są takie same. Niepew-
ność rozszerzona przedsta-
wiona z czterema miejscami 
znaczącymi przyjmuje war-
tość U = 1,187 µm (komór-
ka I15, rys. 1), przy oblicze-
niach metodą numeryczną 
i wartość U = 1,216 µm (ko-
mórka I13, rys. 4), przy ob-
liczeniach metodą analitycz-
ną. Względna różnica pomię-
dzy tymi wartościami wyno-
si 2,5 %, co nie ma wpływu 
na wartość niepewności roz-
szerzonej, gdy wyrażamy ją 
z dwoma cyframi znaczącymi, 
w postaci U = 1,2 µm.

Rys. 4. Widok strony obliczeniowej niepewności pomiaru metodą analityczną
Fig. 4. Worksheet of measurement uncertainty calculation by analytical method
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Podsumowanie
Przedstawiona metoda obliczeniowa niepewności pomiaru ma 
na celu wyznaczanie jej zgodnie z przyjętymi międzynarodowy-
mi definicjami przedziału rozszerzenia stosowanymi we współ-
czesnej metrologii. Metoda ta jest oparta na symulacji Mon-
te Carlo, którą można realizować przy użyciu generatora liczb 
losowych dostępnego w arkuszu kalkulacyjnym. Nie wymaga 
przy tym stosowania specjalistycznego oprogramowania i przez 
to dostępna jest dla każdego użytkownika komputera osobi-
stego. Może być stosowana w każdym laboratorium pomiaro-
wym, nie tylko zajmującym się wzorcowaniem przyrządów po-
miarowych. Równolegle z algorytmem numerycznym można 
stosować metodę analityczną dającą ten sam wynik obliczenio-
wy, gdy niepewność rozszerzoną wyrażamy z zalecanymi dwo-
ma cyframi znaczącymi.

Opisane postępowanie może mieć również dodatkowy aspekt. 
Zalecenia dokumentu [3] mówią o konieczności wykonywa-
nia obliczeń niepewności rozszerzonej taką metodą, której wy-
nik obliczeniowy da się zwalidować metodą Monte Carlo, jako 
metodą odniesienia. Można zatem obie techniki stosować przy 
obliczeniach równolegle, a wynik obliczeń metodą numerycz-
ną traktować jako walidację wyniku obliczeniowego wykona-
nego metodą analityczną. 
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Calculation of measurement uncertainty accor-
ding to the definition of the coverage interval 
exemplified by evaluation of uncertainty in ca-
libration of a micrometer
The article presents calculation of measurement uncertainty 
with the use of the numerical method and the analytical ap-
proach. Both methods enable evaluation of uncertainty accor-
ding to the definition of the coverage interval contained in a 
recent normative document. Numerical method is based on 
the Monte Carlo simulation and the analytical method makes 
use of an approximation of the convolution of distributions of 
input quantities by making a mathematical model of the out-
put quantity. Both methods lead to the same numerical results 
and may be implemented with the use of spreadsheet softwa-
re. Both methods are exemplified by evaluation of uncertainty 
in calibration of a measuring instrument, such as a micrometer.
Keywords:  measurement uncertainty, calibration, micrometer
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Zarządzalny, przemysłowy  
switch Ethernet  
z funkcjonalnością routera

 8 portów 10/100BaseTX
 2 porty SFP z obsługą Gbit
 Przełącznik warstwy 3 
IEEE 802.1Q Static VLAN, VLAN 
Tagging 

 Statyczny i dynamiczny routing IP, 
RIPv1/v2, OSPFv2, VRRP

 Praca w strukturze pierścienia  
(FRNT/RSTP/STP)  
-  pierścienie wielokrotne

 Temperatura pracy: -40 °C ... +70 °C

Lynx+                                                  PES42P PoE

Niezarządzalny switch Ethernet  
– Power over Ethernet

 Wyposażony jest w 6 portów 
10/100 Mb z czego 4 są portami 
PoE, IEEE 802.3af 

 do 2 portów światłowodowych 
100 Mb

 Wyjście alarmowe  
do monitorowania statusu pracy

 Ponad 200 modeli konektorów 
światłowodowych do wyboru 

 Temperatura pracy -40 °C ... +75 °C
 Zawiera funkcję Link Loss Learn 
do tworzenia redundantnych 
ringów

 Szeroki zakres zasilania
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