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Obliczanie niepewnosci pomiaru
zgodne z definicja przedziatu rozszerzenia
na przyktadzie opracowania wyniku
wzorcowania mikrometru

Pawet Fotowicz

W artykule przedstawiono obliczenia niepewnosci rozszerzonej metoda numerycznga i analityczng. Obie metody umozliwiaja wy-
znaczanie niepewnosci zgodnie z przyjeta definicja przedziatu rozszerzenia zawartg w najnowszym dokumencie normatywnym.
Metoda numeryczna polega na symulacji Monte Carlo, a metoda analityczna bazuje na przyblizeniu operacji splotu rozktadéow
wielkosci wejsciowych, poprzez model matematyczny dla wielkosci wyjsciowej. Obie metody prowadza do tego samego rezulta-
tu obliczeniowego i mozna je realizowac przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego. Metody zilustrowano przyktadem opracowania wy-
niku pomiaru przy wzorcowaniu przyrzagdu pomiarowego — mikrometru.

Stowa kluczowe: niepewnos¢ pomiaru, wzorcowanie, mikrometr

W e wspdlczesnej metrologii nastgpujg istotne zmiany
w podejsciu do opracowywania wyniku pomiaru [1].
Klasyczne prawo propagacji niepewnosci zastgpowane jest
zasada propagacji rozkladéw, realizowang przez model mate-
matyczny wielkosci mierzonej, a miarg niepewnosci jest prze-
dzial rozszerzenia. W tradycyjnym podejéciu miarg niepewno-
§ci jest niepewno$¢ rozszerzona obliczana jako iloczyn wspot-
czynnika rozszerzenia i zZtozonej niepewnosci standardowej [2].
Nowe rozwigzania opierajg si¢ na definicji przedzialu rozsze-
rzenia, ktérego granice wyznaczaja kwantyle rozktadu prawdo-
podobieristwa zwiazanego z wielkoscig mierzong [3]. Parame-
try tego rozkladu sg wyznaczane na ogét metoda numeryczna
przy uzyciu symulacji Monte Carlo. Postgpowanie polega na
zastosowaniu procedury z uzyciem generatora liczb losowych.

Obliczenia metoda numeryczna

Procedure obliczeniowa mozna wykona¢ przy uzyciu arkusza
kalkulacyjnego Excel, wyposazonego we wbudowang funkcje
o nazwie ,los”. Funkgja ta oddaje zbiér wartosci losowych z za-
kresu od 0 do 1 o rozktadzie réwnomiernym. Nalezy t¢ funk-
cj¢ przeksztalci¢ do postaci umozliwiajacej generowanie zbio-
réw o typowych rozkladach prawdopodobienistwa, takich jak
rozklad prostokatny, tréjkatny, normalny czy Studenta, ktére
stosuje si¢ do opisu wielkosci wejsciowych.

Rozktady: prostokatny P(0, #), tréjkatny T(0, #) oraz nor-
malny N(0, ), o zerowej wartosci oczekiwanej i dowolnej
wartosci odchylenia standardowego, mozna uzyska¢ generu-
jac zbiory warto$ci przy uzyciu réwnan

P(0,u)=2-/3-(los—0,5)-u (1)
T(Ou)= \/€~(Ios+ los—1)-u (2)
N(O,u):(los+ +Ios—6]-u (3)

Uzyskanie rozkladu Studenta wymaga zastosowania dwéch
krokéw postepowania. W pierwszym generujemy zbidr wartosci

o rozkladzie normalnym standaryzowanym N(0, 1), a w dru-
gim - zbidr wartosci zmiennej losowej £ o rozkladzie Studenta

=los+ +los-6
s(0,u) 12 (4)
=u-vn-X/s(x)

gdzie 7 jest liczbg obserwacji, ¥ $rednia zbioru obserwadji, a s(x)
odchyleniem standardowym eksperymentalnym tego zbioru.

W przypadku pomiarédw wzorcujacych mamy do czynienia
z liniowym lub linearyzowanym réwnaniem pomiaru, ktdre
w og6lnej postaci przyjmuje forme

y=y+4c 0x +...+c, 0x, (5)

gdzie y to wielkos¢ wyjséciowa bedaca wielkoscia wzorcowana
lub bl¢dem wskazania przyrzadu pomiarowego, 7 jej estyma-
ta, Ox; wielkodci wplywajace, a ¢, wspdtczynniki wrazliwosci.
Wielkosci te sa powiazane z odpowiednimi wielkosciami bu-
dzetu niepewnodci (tab. 1). Kazdg z wielkosci wejéciowych x,
mozna przedstawi¢ w postaci sumy jej estymaty X, jako war-
todci statej oraz czedci zmiennej dx,

X =%+ 6Xi (6)

W praktyce wickszo$¢ wielkosci wejsciowych charakteryzu-
je si¢ zerowa wartoscig estymaty, pelniac role wielkosci wply-
wajacych.

Zbiory wartosci czesci zmiennych dx, wielkosci wejscio-
wych mozna wyznaczy¢ przy uzyciu funkeji:
0x,=P(0, #) dla wielkosci o rozkladzie prostokatnym
0x,="T(0, u) dla wielkoci o rozkladzie tréjkatnym
ox; = N(0,u) dla wielkosci o rozkladzie normalnym
0x,=S(0, #) dla wielkosci o rozktadzie Studenta.

W praktyce obliczeniowej jako # najlepiej przyja¢ udziat
niepewnosci #,(y). Wéwczas zmienne Ox; zawierajg réwniez
wspdtczynnik wrazliwosci ¢, a réwnanie pomiaru sprowadza

si¢ do postaci addytywne;j
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Tab. 1. Budzet niepewnosci
Tab. 1. Uncertainty budget

Przyktad obliczeniowy

Jako przyktad obliczeniowy moz-

S‘ymbol' Es'tymata} Niepewnos¢ Rozklac'l Wsp(’).h':zynn‘ik . Udzial ‘ na prze dstawi¢ opracowanie wy-
wielkosci wielkosci standardowa | prawdopodobiesistwa | wrazliwosci niepewnosci . . R
niku wzorcowania mikrometru
% [RHF] | {ute) Huts)] nazwa fedle] | mOu @) | Prey udyciu plytdi wzorcowej.
Réwnanie pomiaru, w postaci
bledu wskazania mikrometru,
) ma postaé
o | e | ) nazwa tentlad | L) Hip0) e=l+ol-1,-8, (9)
[u(xp)] w Ok
y 7] L) Y ()] gdzie: /- dtugo$¢ plytki zmie-
rzona mikrometrem, 0/ — roz-
dzielczo$¢ pomiaru mikrome-
trem, / — dhugos¢ plytki wzor-
cowej, 0/, — poprawka tempera-
turowa.
Y=y +0x +...+0x, (7

Estymatg wielkosci wyjsciowej mozna wyznaczy( jako funkcje
estymat wielkosci wejsciowych, na podstawie réwnania pomiaru

y=/(%-%) (8)

Majac wyznaczone wszystkie wielkosci zapisane w tabeli bu-
dzetu niepewnosci, mozemy przystapic¢ do obliczeri wielkosci
wyjéciowej metoda propagacji rozkladéw przy uzyciu symu-
lacji Monte Carlo. W kolejnych kolumnach arkusza wpisuje-
my odpowiednie formuly obliczajace wartoéci zgodne z od-
powiednimi rozkladami dla wielkosci wejéciowych: prostokat-
nym, tréjkatnym, normalnym lub Studenta. W oddzielnej ko-
lumnie wykonujemy obliczenia réwnania pomiaru, wprowa-
dzajac do kazdej komérki tej kolumny sumg estymaty wielko-
$ci wyjsciowej ¥ 1 mozliwych wartosci dla wszystkich wielko-
$ci wejsciowych dx, zgodnie z przyjetymi rozktadami prawdo-
podobieristwa. Poniewaz w kolumnie tej zapisane sa formu-
ly realizujace réwnanie pomiaru, nalezy ja przekopiowac do
innej kolumny w postaci samych wartosci liczbowych (ope-
racja: wklej specjalnie — wartosci). Nastepnie sortujemy zbi6r
tych wartoéci od najmniejszej do najwigkszej (operacja: sortuj
rosnaco). W kolumnie obok mozemy réwniez wpisa¢ kolej-
ne prawdopodobieristwa, zaczynajac od wartosci p=0,0001,
a konczac na wartosci p=1 z krokiem 0,0001. W ten spo-
s6b mozemy zobrazowaé, przy uzyciu operacji: wstaw wykres
(punktowy), dystrybuant¢ numeryczng rozktadu prawdopo-
dobieristwa zwiazanego z wielkoscia wyjsciowa.

Z posortowanego zbioru wartosci dla wielkosci wyjscio-
wej odczytujemy zawarto$¢ komérek 250 i 9750. Komor-
ki te przedstawiaja wartosci dolnej i gornej granicy przedzia-
tu rozszerzenia dla prawdopodobienistwa 95 %. Odejmujac
od wartodci gérnej granicy jej warto$¢ dolng i dzielac wynik
przez dwa otrzymujemy niepewno$¢ rozszerzong dla prawdo-
podobieristwa 95 %.

Wykonujac obliczenia w arkuszu mozna réwniez skorzy-
sta¢ z narzedzi analizy danych zawartych w dodatku Analysis
ToolPak w postaci generatoréw liczb pseudolosowych o réz-
nych rozkladach. Szczegélnie przydatny moze by¢ generator
o rozkladzie jednostajnym i normalnym, co mozna wykorzy-
sta¢ przy realizacji obliczert metoda Monte Carlo.

W réwnaniu wystepuja cztery wielkosci wejsciowe:
1) Dlugos¢ plytki zmierzona mikrometrem — /

Wykonano pi¢¢ pomiaréw réznicowych dlugosci plytki
wzorcowej, za kazdym razem zerujac wskazanie mikrometru,
ktérych wyniki zestawiono w tab. 2. Estymata wielkosci jest
$rednia serii 7=5 obserwacji, a miara niepewnosci standardo-
wej jest odchylenie standardowe eksperymentalne tej sredniej

u(I):w =0,32 pm (10)
Z wielkoscia ta zwiazany jest rozklad Studenta o liczbie stop-
ni swobody v =7n—1 = 4.

Tab. 2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu mikrometru
Tab. 2. Measurement data for calibrated micrometer

20,001 mm
. 20,002 mm
Obserlwacje 20,001 mm
20,000 mm
20,001 mm
1— 20,001 mm

o) 072 e

2) Rozdzielczo$¢ pomiaru mikrometrem — 6/

Nalezy uwzgledni¢ jednocze$nie rozdzielczo$¢ ustawienia
zera mikrometru i odczytu na plytce wzorcowej, ktéra wyno-
si 1 pm. W przypadku pomiaru réznicowego sumaryczna roz-
dzielczo$¢ opisana jest rozkladem tréjkatnym powstajacym ze
zozenia dwéch rozkladéw prostokatnych, w punkcie zerowa-
nia i na wzorcu. Niepewnos¢ standardowa wynosi

u(él)=% pm = 0,41 pm (11)
3) Dhugos¢ plytki wzorcowej — /£

W $wiadectwie wzorcowania plytki wzorcowej podano,
ze dtugos¢ jej wynosi: / =20,0002 mm i zostata wyznaczo-
na z niepewnoscia rozszerzong U=0,1 pm przy wspélczynni-
ku rozszerzenia k=2 dla poziomu ufnosci 95 %. Niepewnosé
standardowa wynosi

49
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Tab. 3. Budzet niepewnosci wzorcowania mikrometru

Tab. 3. Uncertainty budget of micrometer calibration

Rys. 1. Widok strony obliczeniowej niepewnosci pomiaru metoda numeryczng

Fig. 1. Worksheet of measurement uncertainty calculation by numerical method

. L. Estymata Niepewnoséé Rozklad Wspélczynnik . . L.
Symbol wielkosci 'tym L. P ., P . 'zy L. Udzial niepewnosci
wielkosci standardowa prawdopodobieristwa wrazliwo$ci

/ 20,001 mm 0,32 pm Studenta (v = 4) 1 0,32 pm

o/ 0 mm 0,41 pm tréjkatny 1 0,41 pm

L 20,0002 mm 0,05 pm normalny -1 -0,05 pm

ol, 0 mm 0,14 pm prostokatny -1 -0,14 pm

e 0,0008 mm 0,54 pm

Iy N F - T e T T S~ 2 Wszystkie wielkosci zesta-

i 0,06355 | 0,00034 | 0,00063 000002 000014 00062 G063 0,0001
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$ci wejsciowych o przyjetych
rozkladach prawdopodobien-
stwa. W kolumnie L genero-
wany jest zbi6r wartosci o roz-

u(lw)=%pm=0,05 pm (12)
4) Poprawka temperaturowa — o/,

W trakcie pomiaru temperatura mogla zmieni¢ si¢ w gra-
nicach: 1 °C, a wspélczynnik rozszerzalnosci cieplnej ma-
terialu plytki wzorcowej wynosi: 12-10°¢ ‘C1. Niepewnosé
standardowa to

1°C - 12-10° °C™*

V3

u(ol,) = 20,0002 mm = 0,14 pm  (13)

iy
o

o/
o/
/

-0,004 -0,003 -0,002 -0001 0,000 0,001 0,002 0,003 0004 0,005
btad wskazania e(mm)

prawdopodobieristwo p
) <
»

Rys. 2. Dystrybuanta numeryczna rozktadu wartosci dla btedu
wskazania wzorcowanego mikrometru

Fig. 2. Distribution function attributed to the error of indication of
calibrated micrometer

ktadzie normalnym standaryzowanym, aby na jego podstawie
w kolumnie M wyznaczy¢ zbiér zmiennej ¢ o rozkladzie Stu-
denta z liczba stopni swobody v=4 i odpowiednim udziale
niepewnosci charakterystycznym dla pierwszej wielkosci wej-
$ciowej. W kolumnie N wyznaczany jest zbiér wartosci o roz-
ktadzie tréjkatnym z udzialem niepewnosci charakterystycz-
nym dla drugiej wielkoéci wejsciowej, podobnie w kolejnych
kolumnach O i P zbiory wartosci o rozkladzie normalnym
i prostokatnym oraz odpowiednich udziatach niepewnosci
charakterystycznych dla trzeciej i czwartej wielkosci wejscio-

600
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100
ol
8 g 2
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S} > o c
btad wskazania e (mm)
Rys. 3. Histogram rozktadu wartosci dla btedu wskazania
wzorcowanego mikrometru
Fig. 3. Histogram attributed to the error of indication of calibrated

micrometer
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wej. W kolumnie Q realizowane jest réwnanie pomiaru. Za-
warto$¢ tej kolumny w postaci wartosci liczbowych kopiowa-
na jest do kolumny S, a jej zawarto$¢ sortowana jest rosngco.
W kolumnie T posortowanym wartosciom wielkosci wyjécio-
wej przypisywane sa kolejne prawdopodobieristwa, zaczynajac
od 0,0001. Na podstawie zbioréw wartosci zawartych w sa-
siednich kolumnach S i T mozemy wykresli¢ przebieg dystry-
buanty numerycznej zbioru mozliwych wartoéci bledu wska-
zania mikrometru (rys. 2). Dodatkowo mozna réwniez wy-
znaczy¢ histogram powyzszego zbioru (rys. 3) poprzez opcjg
Histogram (dodatek Analysis ToolPak) lub przy uzyciu funk-
cji arkusza o nazwie czgsto$é.

Na podstawie zbioru danych wyjsciowych (kolumna S) ob-
liczana jest warto$¢ $rednia jako miara bledu pomiaru e oraz
granice przedzialu rozszerzenia tego bledu: dolna ¢ i gor-
na ¢ .. Warto$¢ dolnej granicy bledu zawarta jest w komér-
ce o adresie $250, a warto$¢ gérnej granicy w komoéree o ad-
resie S9750. Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ dhugos¢ prze-
dziatu rozszerzenia

I(e) =gy ~ Gy = 2,4 pm (14)

Niepewnos¢ rozszerzona jest potowa przedzialu rozszerzenia

b1

=12
5 pm (15)

Wynik wzorcowania mozna zapisaé w postaci bledu wska-
zania mikrometru dla plytki wzorcowej o dlugosci 20 mm,
ktéry wynosi (0,8 + 1,2) pm.

Poréwnanie wyniku z obliczeniami metoda
analitycznag

Do wyznaczania niepewnosci rozszerzonej zgodnie z przyje-
tymi definicjami przedziatu rozszerzenia opracowano meto-
de analityczng oparta na splocie rozkladéw wielkosci wejscio-
wych [4]. Jej aplikacj¢ przedstawiono w artykule [5]. Meto-
d¢ fatwo implementuje si¢ do arkusza kalkulacyjnego. Meto-
da polega na zastosowaniu przyblizonego wzoru na niepew-
nos¢ rozszerzong postaci

(16)

gdzie kpy to kwantyl rozkladu typu P#N [5], #») to kwan-
tyl rozkladu Studenta z liczbg stopni swobody v, 4 to kwan-
tyl rozkladu normalnego (4 =1,96 dla prawdopodobieristwa
95 %). Wartosci wspdtczynnika &y, dla prawdopodobienstwa
95 % zostaly przedstawione w publikacjach [4, 5] w funkgji
ilorazu udziatu niepewnosci

. Z\U.(y - 17

U (V) = U () e

gdzie u(y) _to najwickszy udzial niepewnosci wielkosci wej-

$ciowej o rozkladzie prostokatnym.

Widok strony obliczeniowej pokazano na rys. 4. Tabela
budzetu zawiera dodatkowa kolumng z liczbg stopni swobo-
dy. W kolumnie M wyznaczany jest najwickszy udzial o roz-
kladzie prostokatnym (w przykladzie obliczeniowym wnosi
go skladowa prostokatna rozkladu tréjkatnego). W kolumnie
N wyznaczany jest pierwiastek z sumy kwadratéw udziatéw,
odpowiednio zgodnie z wzorem (16), powi¢kszony o iloraz
kwantyla rozkladu Studenta do kwantyla rozkladu normalne-
go. W kolumnie O zapisano wartosci wspStczynnikéw kypy s
a w kolumnie P wartoéci graniczne dla ilorazu niepewnosci
[4]. Kolumna Q zawiera wartosci obliczonego ilorazu nie-
pewnosci 7,. W kolumnie R przy uzyciu funkcji logicznych
przepisywana jest wartos¢ &y, gdy 7, jest mniejsze od war-
tosci granicznej lub zero, gdy 7, jest wicksze od tej wartosci.
Za pomoca funkcji max wybierana jest najwigksza warto$¢
wspdtczynnika kyy, ktéra pozwala na obliczenie niepewnosci
rozszerzonej U (w komérce o adresie 113). Dodatkowo wy-
znaczana jest warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia £ dla wiel-
kosci wyjsciowej (w komérce o adresie D13).

Wynik pomiaru otrzymany metoda analityczna, w posta-
ci bledu wskazania mikrometru dla plytki wzorcowej o diu-
gosci 20 mm, wynosi (0,8 £ 1,2) pm i liczbowo nie rézni sig
od wyniku otrzymanego metoda numeryczna. Nie oznacza to

jednak, iz niepewnosci rozsze-

Rys. 4. Widok strony obliczeniowej niepewnosci pomiaru metodg analityczna
Fig. 4. Worksheet of measurement uncertainty calculation by analytical method
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Podsumowanie

Przedstawiona metoda obliczeniowa niepewnosci pomiaru ma
na celu wyznaczanie jej zgodnie z przyjetymi miedzynarodowy-
mi definicjami przedzialu rozszerzenia stosowanymi we wspélt-
czesnej metrologii. Metoda ta jest oparta na symulacji Mon-
te Carlo, kt6ra mozna realizowa¢ przy uzyciu generatora liczb
losowych dostgpnego w arkuszu kalkulacyjnym. Nie wymaga
przy tym stosowania specjalistycznego oprogramowania i przez
to dostepna jest dla kazdego uzytkownika komputera osobi-
stego. Moze by¢ stosowana w kazdym laboratorium pomiaro-
wym, nie tylko zajmujacym si¢ wzorcowaniem przyrzadéw po-
miarowych. Réwnolegle z algorytmem numerycznym mozna
stosowad metodg analityczng dajaca ten sam wynik obliczenio-
wy, gdy niepewnos¢ rozszerzona wyrazamy z zalecanymi dwo-
ma cyframi znaczacymi.

Opisane postepowanie moze mie¢ réwniez dodatkowy aspek.
Zalecenia dokumentu [3] méwig o koniecznosci wykonywa-
nia obliczen niepewnosci rozszerzonej taka metoda, ktérej wy-
nik obliczeniowy da si¢ zwalidowa¢ metoda Monte Catlo, jako
metoda odniesienia. Mozna zatem obie techniki stosowa¢ przy
obliczeniach réwnolegle, a wynik obliczeri metoda numerycz-
ng traktowac jako walidacj¢ wyniku obliczeniowego wykona-
nego metoda analityczna.
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Calculation of measurement uncertainty accor-
ding to the definition of the coverage interval
exemplified by evaluation of uncertainty in ca-
libration of a micrometer

The article presents calculation of measurement uncertainty
with the use of the numerical method and the analytical ap-
proach. Both methods enable evaluation of uncertainty accor-
ding to the definition of the coverage interval contained in a
recent normative document. Numerical method is based on
the Monte Carlo simulation and the analytical method makes
use of an approximation of the convolution of distributions of
input quantities by making a mathematical model of the out-
put quantity. Both methods lead to the same numerical results
and may be implemented with the use of spreadsheet softwa-
re. Both methods are exemplified by evaluation of uncertainty
in calibration of a measuring instrument, such as a micrometer.
Keywords: measurement uncertainty, calibration, micrometer
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GarrettCom

Niezarzadzalny switch Ethernet
- Power over Ethernet
Wyposazony jest w 6 portow
10/100 Mb z czego 4 sa portami
PoE, IEEE 802.3af
do 2 portéw $wiattowodowych
100 Mb
Wyjscie alarmowe
do monitorowania statusu pracy
Ponad 200 modeli konektoréw
Swiattowodowych do wyboru
Temperatura pracy -40°C ... +75°C
Zawiera funkgje Link Loss Learn
do tworzenia redundantnych
ringow
Szeroki zakres zasilania

K/ westermo

Zarzadzalny, przemystowy
switch Ethernet
z funkcjonalnoscia routera
8 portéw 10/100BaseTX
2 porty SFP z obstuga Gbit
Przetacznik warstwy 3
IEEE 802.1Q Static VLAN, VLAN
Tagging
Statyczny i dynamiczny routing IP,
RIPv1/v2, OSPFv2, VRRP
Praca w strukturze pierscienia
(FRNT/RSTP/STP)
- pierécienie wielokrotne
Temperatura pracy:-40°C ... +70°C
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